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RESUMEN 

 
 

De acuerdo a la metodología propuesta por Ferraris y Lalanne, en este trabajo se 

presenta el tratamiento matemático para la obtención de un modelo para el análisis del 

comportamiento dinámico de la respuesta al desbalance de un sistema rotor 

asimétrico-cojinete de múltiples grados de libertad. En el modelo rotodinámico se 

incluyen los efectos de la inercia rotatoria, momentos giroscópicos, amortiguamiento 

de Rayleigh y viscoso, y se desarrolla con base en el método de elemento finito, con un 

elemento tipo viga con cuatro grados de libertad por nodo, dos desplazamientos 

radiales y sus rotaciones. Asimismo se propone un modelo matemático para la 

identificación algebraica de parámetros en línea para el balanceo de rotores 

asimétricos, con base  en la  identificación algebraica propuesta por Fliess y Sira. Se 

evaluó y analizó el comportamiento en el tiempo del identificador propuesto para una 

distribución de masas de desbalance en diferentes puntos a lo largo del rotor, tomando 

como dato de entrada la respuesta de vibración para diferentes rampas de excitación 

de tipo lineal, obtenida de la simulación del sistema rotodinámico de múltiples grados 

de libertad. Los resultados numéricos muestran la rapidez en la convergencia de la 

identificación de los parámetros en una fracción de segundos, sin importar la 

aceleración de la rampa de excitación. La ventaja que ofrece el método propuesto, es 

que se puede aplicar en el balanceo de rotores sin la necesidad de llevar al rotor hasta 

su velocidad nominal de operación para obtener la respuesta de vibración.  
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ABSTRACT 

 

 

A mathematical treatment is presented according to the methodology proposed by 

Ferraris and Lalanne, for the mathematical model on dynamic behavior analysis of the 

unbalanced response of a multiple-degrees-of-freedom asymmetric rotor bearing 

system. The rotordynamic model includes rotative inertia, gyroscopics momentum, 

Rayleigh and viscous damping. This model was developed on the basis of Finite 

Element Method, with a four degrees of freedom beam type element: two radial 

displacements and its rotations. Likewise, a mathematical model for on line algebraic 

identification of parameters for balancing asymmetric rotors, based on the algebraic 

identification proposed by Fliess and Sira. For unbalancing masses distributed on 

different positions along the rotor, the behavior in time domain of the proposed 

identifier was assessed and analyzed, with the vibration response for several lineal-type 

coasting up as input data. This response was obtained from multiple degrees of 

freedom rotor system simulation. Numerical results show the promptness of the 

parameters identification convergence, which was reached in a fraction of seconds 

regardless the acceleration of the coast up. The strength of the developed method is 

its application on the rotor balancing without running the rotor up to nominal 

operation speed for obtaining vibration response.    
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INTRODUCCIÓN 

 

Durante el funcionamiento de una máquina rotatoria se generan altas vibraciones y 

ruido a causa de diversos factores tales como: lubricación inadecuada, excentricidad 

entre acoplamientos, campos magnéticos no uniformes, cargas no uniformes a lo largo 

de la flecha, y finalmente, fuerzas generadas por masas excéntricas del rotor. 

 

La generación de fuerzas a causa de  masas excéntricas del rotor, producen vibraciones 

que se transmiten a todos los componentes de la máquina y pueden llegar a dañarlos. 

Es por esta razón que resulta necesario emplear métodos capaces de reducir este tipo 

de fuerzas. A tales métodos se les conoce como métodos de balanceo.  

 

Actualmente, las máquinas rotatorias tienen características físicas que les permiten 

funcionar a velocidades más altas que los primeros equipos rotatorios que se 

fabricaron, lo cual ha provocado que su comportamiento dinámico sea más complejo, 

exigiendo a su vez una evolución de los métodos de balanceo. En la actualidad, estos 

métodos se siguen mejorando con el objeto de economizar y hacer más rápidos los 

trabajos relacionados con esta actividad. 

 

De acuerdo con la rigidez que poseen los rotores en su sección transversal, estos 

pueden clasificarse en dos tipos: rotores simétricos y asimétricos. Los primeros son de 

sección transversal circular y poseen parámetros de rigidez igual en toda su sección, 

mientras que los rotores asimétricos, poseen parámetros de rigidez diferente en los 

ejes de inercia principales de su sección transversal, esto afecta a las velocidades 

críticas y a la magnitud de la respuesta al desbalance del rotor. Tal es el caso de los 

rotores de algunos generadores de dos polos y también de los excitadores de algunos 

de los turbogeneradores.  

 

Si un rotor presenta desbalance a causa de una masa excéntrica, puede obtenerse la 

amplitud y la fase del vector de vibración para varias frecuencias y graficarse en un 

diagrama polar de respuesta en estado estable, el cual facilita el análisis del 

comportamiento dinámico del rotor.  En el caso de los rotores simétricos, los diagramas 

polares de respuesta son de forma circular.  

 

En estos diagramas el vector de vibración de máxima amplitud se presenta 

aproximadamente en condiciones de resonancia (cuando la velocidad de rotación es 



 Introducción 

 

 2 

 

igual a la frecuencia natural), y se atrasa un ángulo de 90° con respecto a la posición 

angular donde se encuentra la fuerza de excitación.  

 

En el caso de los rotores asimétricos, los diagramas polares de respuesta son de forma 

geométrica elíptica, y presentan características diferentes a la de los simétricos, ya que 

la respuesta depende principalmente de dos parámetros adimensionales: el factor de 

amortiguamiento y el de asimetría. De acuerdo con diversos investigadores, estos dos 

parámetros provocan que el vector de vibración en condiciones de resonancia presente 

diferentes amplitudes y ángulos de fase para diferentes posiciones angulares de la 

fuerza de excitación, lo cual dificulta identificar el vector de vibración en condiciones de 

resonancia en el diagrama polar de respuesta.  

 

Los parámetros que producen la diferencia entre los diagramas polares de respuesta 

de los rotores simétricos y asimétricos han sido estudiados por años con el fin de 

desarrollar métodos eficientes para el balanceo de los rotores. En el caso de los rotores 

asimétricos, los métodos son escasos y más complejos, a causa de la asimetría, el 

amortiguamiento y de la dificultad para determinar la posición angular de la fuerza de 

excitación en los diagramas polares de respuesta.  

 

En vista de lo anterior, el objetivo de este proyecto es aplicar una metodología de 

identificación algebraica en línea de parámetros para determinar el desbalance y su 

posición angular, usando únicamente mediciones de la respuesta de vibración 

(desplazamiento). 
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OBJETIVO GENERAL 

 

Implementar el método de identificación algebraica en línea en la estimación de 

parámetros para el balaceo de rotores asimétricos.  

 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

1.- Establecer un modelo matemático que describa la respuesta vibratoria de los rotores 

asimétricos a causa del desbalance. 

 

2.- Desarrollar y analizar las ecuaciones diferenciales de movimiento de un rotor  

asimétrico. 

 

3.- Determinar los parámetros que influyen en la respuesta de un rotor asimétrico.  

 

4.- Aplicar el método de identificación algebraica  para obtener los parámetros de: 

masa de desbalance y posición angular del desbalance.  
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JUSTIFICACIÓN 

 

La importancia del desbalance en las máquinas rotatorias se deja en evidencia por el 

continuo desarrollo y optimización de los métodos y técnicas de balanceo.  A pesar de 

esto, hoy en día los métodos que se cuentan para el balanceo de rotores asimétricos 

son complejos a causa del comportamiento dinámico que presentan.  

 

En general, el problema del desbalance en rotores asimétricos ha sido encarado 

mediante la aplicación de los dos métodos más conocidos y sus variantes: balanceo por 

coeficientes de influencia y análisis modal, y en un tercer caso por una combinación de 

ambos métodos. Todos basados en la respuesta del sistema ante la influencia de masas 

de prueba y en el análisis de las formas modales o modos de vibración del sistema. Para 

la generación de dichas formas modales es necesario el conocimiento de parámetros 

modales tales como: frecuencias naturales, amortiguamiento, factor de forma modal; y 

para ello es necesario contar con programas de extracción de parámetros modales, 

realización de simulación numérica o de pruebas experimentales en el rotor.  

 

Varias técnicas de control de vibraciones (dispositivos activos o semiactivos) también 

han sido propuestas, algunas de las cuales se mencionan en el estado del arte, donde el 

objetivo final es el de modificar las propiedades de rigidez y amortiguamiento del 

sistema, para reducir la respuesta al desequilibrio mientras el rotor pasa por su 

velocidad crítica. Sin embargo, dichas técnicas no localizan el desbalance, sino que  

atenúan las amplitudes de vibración.  

 

Aplicando el método de identificación algebraica en línea se determinarán los 

parámetros como lo son la cantidad y posición angular del desbalance, que afectan a 

un rotor asimétrico usando únicamente mediciones de la respuesta de vibración 

(desplazamiento). Dichos parámetros serán determinados  desde la puesta en marcha 

(estado transitorio) y durante el estado estable sin necesidad de operar el rotor a 

velocidades cercanas a las frecuencias naturales o velocidades críticas evitando las 

máximas amplitudes de vibración que tienen lugar en condiciones de resonancia.  

 

Es importante mencionar que varios estudios de casos concretos con simulaciones por 

ordenador y en otros más por resultados experimentales validan la buena respuesta del 

método de identificación algebraica en línea, demostrando además propiedades de 

robustez contra perturbaciones y alta velocidad en los resultados. 
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CAPÍTULO I 

 

ESTADO DEL ARTE 

 

El primer aporte al campo de la rotodinámica fue realizado por Jeffcott [1], quien 

consideró un modelo con una flecha de sección transversal circular soportada 

libremente sobre chumaceras rígidas; en este, se incluía un disco en la parte central 

cuyo centro de masa se encuentra desplazado una distancia del centro de giro.  

 

Como resultado de este análisis, Jeffcott concluyó que la vibración de una flecha en 

rotación está compuesta por dos partes: una vibración transitoria amortiguada, que 

representa el movimiento libre del sistema causada por pequeños disturbios, y una 

vibración forzada (estado estable) que es función de la masa excéntrica y de la 

velocidad angular de la flecha. Las conclusiones más importantes obtenidas de su 

estudio fueron:  

 

 Cuando la velocidad angular tiende a cero, el ángulo de fase del vector vibración 

con respecto a la posición angular donde se encuentra la fuerza de excitación 

tiende a 0°.  

 El ángulo de fase se incrementa con la velocidad angular de la flecha, hasta 

llegar a 90° con respecto a la posición angular de la fuerza de excitación cuando 

la velocidad angular es igual a la frecuencia natural del sistema.  

 Para velocidades angulares arriba de la frecuencia natural, el ángulo de fase 

cambia de tal forma que para valores muy grandes de la velocidad angular de la 

flecha, el ángulo de fase tiende a un valor de 180° con respecto a la posición 

angular de la fuerza de excitación.  

 

Las consideraciones del análisis de Jeffcott aportaron las bases para el balanceo modal 

de rotores simétricos, sin embargo, los problemas presentados en la turbomaquinaria 

con características diferentes a estos rotores, tal como los turbogeneradores, 

propiciaron el estudio de los rotores asimétricos.  

 

El primer estudio sobre los rotores asimétricos fue realizado por Taylor [2], quien utilizó 

una versión del modelo de Jeffcott, con el propósito de estudiar la inestabilidad de un 

turbogenerador de dos polos.  
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En su estudio concluyó que la fuerza elástica experimentada por el rotor no se 

encuentra en fase con el desplazamiento, y determinó que la fuerza elástica tiene una 

componente radial que es paralela al desplazamiento y una tangencial que es 

perpendicular a la dirección del desplazamiento.  La componente tangencial la 

consideró como una característica única de las flechas asimétricas. Experimentalmente 

determinó que la influencia de pesos colocados en una misma posición angular del 

rotor no es proporcional a la respuesta vibratoria.  

 

A partir de esta última consideración,  Bishop et al. [3],  concluyeron que la vibración de 

una flecha asimétrica en rotación presenta dos características importantes:  

 

1) La respuesta vibratoria del rotor cambia en amplitud y fase para diferentes 

posiciones angulares de la fuerza de excitación.  

 

2) Existe una componente de la vibración cuya frecuencia es igual al doble de la 

frecuencia de giro del rotor.  

 

También determinaron que cuando la asimetría modal es más grande que el factor de 

amortiguamiento del sistema, se presenta una inestabilidad en la zona de resonancia. 

Sus estudios propiciaron futuras investigaciones sobre las propiedades de inestabilidad 

de los rotores asimétricos y sus formas de balanceo.  

 

Los efectos de la asimetría y amortiguamiento considerados por Taylor y Bishop, et al. , 

también fueron estudiados por Parkinson [4], con la diferencia que encontró dos 

términos adicionales los cuales están en función de la asimetría modal de la flecha, los 

cuales son el amortiguamiento viscoso e histerético.  Parkinson encontró una expresión 

analítica que considera la función de la asimetría modal de una flecha, considerando 

una ecuación de movimiento para cada eje principal de inercia de un rotor asimétrico.  

 

𝜇 =
1

2

Ω𝑣
2 − Ω𝑢

2

Ω𝑣
2 + Ω𝑢

2                                                               (1.1) 

 

Donde Ω𝑣 y Ω𝑢 son las frecuencias naturales a causa de la rigidez mayor y menor 
correspondientes a las direcciones principales de la sección asimétrica de la flecha. 
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Parkinson también estudió el comportamiento vibratorio de una flecha asimétrica 

mediante la construcción de los diagramas polares de respuesta considerando un 

factor de amortiguamiento (𝜁) en relación con la asimetría modal (𝜇) de manera que le 

permitió obtener la forma geométrica característica de los diagramas polares de 

respuesta de una flecha asimétrica, las cuales son:  

 

 un círculo, si 𝜇 = 0 

 una elipse, si  𝜁 > 𝜇 ≠ 0 

 una parábola, si 𝜁 = 𝜇 ≠ 0 

 una hipérbola, si  𝜁 < 𝜇 ≠ 0 

  

En su análisis, Parkinson sólo considero los diagramas polares de respuesta en forma 

elíptica, encontrando que al trazar una línea recta en el diagrama entre el punto 

correspondiente a la frecuencia natural asociada con la rigidez máxima y el punto 

correspondiente a la frecuencia natural asociada con a la rigidez mínima de la sección 

transversal del rotor, esta línea trazada es paralela a la posición angular de la fuerza de 

excitación. De sus investigaciones concluyó que para velocidades de la flecha 

asimétrica muy lejanas de las velocidades críticas correspondientes a los ejes de inercia 

principales, el comportamiento vibratorio de la flecha es similar al de una flecha 

simétrica.  

 

Otros  autores como Shiraki y Kanki [5] propusieron un método de balanceo de rotores 

asimétricos basado en el principio de balanceo modal y en el análisis de los diagramas 

polares de respuesta obtenidos experimentalmente. En su método Shiraki y Kanki 

consideran las posiciones angulares de ±45° con respecto al eje de menor rigidez de la 

sección transversal del rotor. En sus investigaciones encontraron las siguientes 

características de los diagramas polares de respuesta:  

 

 Son elípticos y tienen sus ejes mayor y menor orientados 45° y -45° con respecto 

al eje que contiene la rigidez mínima de la sección transversal del rotor.  

 

 La amplitud máxima de la respuesta vibratoria del rotor está determinada 

cuando la fuerza de excitación está a -45°. Bajo esta condición, el vector de 

vibración en condiciones de resonancia se encuentra en fase con el eje mayor de 

la elipse.  
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 La amplitud mínima de la respuesta vibratoria del rotor está determinada 

cuando la fuerza de excitación está a 45°. Bajo esta condición, el vector de 

vibración en condiciones de resonancia se encuentra en fase con el eje menor 

de la elipse.  

 

Otros investigadores que abordaron el estudio de un rotor asimétrico con base en sus 

ejes principales de inercia fueron Iwatsubo y Nakamura [6], quienes analizaron el 

comportamiento vibratorio de una flecha asimétrica soportada sobre chumaceras 

rígidas con propiedades de rigidez iguales tanto en el eje vertical como el horizontal. En 

sus análisis obtuvieron una ecuación diferencial de movimiento para cada eje de inercia 

principal del rotor.  

 

Concluyeron que la técnica de balanceo modal es difícil de aplicar a las flechas 

asimétricas, a causa de que en condiciones de resonancia el desplazamiento no es 

siempre de amplitud máxima y no siempre presenta un ángulo de fase igual a 90° con 

respecto a la posición angular de la fuerza de excitación, como en el caso de los rotores 

simétricos. Propusieron un método de balanceo basado en los coeficientes de 

influencia, en el que los coeficientes se definen en forma separada para cada eje de 

inercia principal del rotor.  

 

De la misma manera, otros autores desarrollaron métodos basados en los coeficientes 

de influencia, además procuraron optimizar el proceso de balanceo tal como 

Matsukura et al [7], quienes trataron sobre el balanceo de rotores flexibles con especial 

referencia a rotores asimétricos. Estos investigadores desarrollaron un método de 

balanceo basado en los coeficientes de influencia estimados de la vibración del rotor 

causada por una masa de desbalance. En el método propuesto por estos 

investigadores se considera un factor de convergencia, con el fin de disminuir los 

desbalances residuales más rápidamente.  

 

Sin embargo, encontraron algunos problemas para proponer la magnitud del factor de 

convergencia que pudiera ser aplicada para todos los casos prácticos de balanceo de 

rotores asimétricos, ya que desafortunadamente, este factor de convergencia depende 

de varios factores, tales como la asimetría modal, la posición angular del desbalance y 

la posición angular donde se colocan los pesos de balanceo. En este sentido, 

propusieron los valores para el factor de convergencia de los cuales fueron 

determinados numéricamente observando los efectos sobre la convergencia de las 
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vibraciones residuales en el proceso de balanceo, de otra manera, determinar este 

valor en la práctica resultaría en un proceso demasiado complejo y riesgoso.  

 

Otros investigadores se enfocaron a optimizar los métodos de balanceo basados en los 

coeficientes de influencia, tal como Songbo y Yacai [8]. Estos investigadores 

propusieron un método para el balanceo de rotores flexibles con rigidez asimétrica, 

basado en los valores de los coeficientes de influencia calculados de la respuesta de un 

rotor y modificados experimentalmente. Su estudio fue realizado sobre una flecha 

asimétrica y también consideraron los parámetros geométricos y físicos de los soportes 

del sistema ya que estos afectan a la aproximación de los coeficientes de influencia.  

 

Mediante esta consideración desarrollaron un método optimizado de balanceo. El 

modelo matemático fue discretizado y resuelto por el método de elemento finito, 

concluyendo que la respuesta de un sistema complejo puede aproximarse 

considerando varios factores como la inercia rotacional, efectos giroscópicos, 

amortiguamiento, deflexión, etc. por lo que los coeficientes de influencia pueden 

calcularse para el balanceo.  

 

Por otro lado, también fueron analizados los coeficientes de influencia dependientes 

del tiempo y sus efectos en los diagramas polares de respuesta, tal es el caso de los 

investigadores Inagaki , Kanki y Shiraki [9], quienes desarrollaron un método analítico 

para la evaluación de la respuesta de un rotor asimétrico. Sus estudios se basaron en la 

ecuación de movimiento con coeficientes dependientes del tiempo de una flecha 

asimétrica soportada con chumaceras con propiedades de rigidez diferentes en los ejes 

vertical y horizontal. En este estudio las ecuaciones de movimiento fueron resueltas 

con el método de balanceo armónico y la matriz de transferencia con el fin de obtener 

una solución aproximada para la vibración causada por factores como desbalance, 

flexión y cortante.  

 

Experimentalmente encontraron que los diagramas polares de respuesta 

correspondientes a la primera velocidad crítica (primer modo) de cuatro casos con la 

fuerza de excitación en la posiciones angulares de 0, 45, 90 y 315° son elípticos y 

están orientados sobre los ejes de 45°. Por otro lado, para la segunda velocidad crítica 

(segundo modo) los diagramas polares de respuesta son similares a los 

correspondientes a un rotor simétrico. 
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Por otra parte, Colín [10] estudió el comportamiento dinámico de los rotores 

asimétricos, considerando masas excéntricas (desbalance) del rotor como causa de la 

generación de fuerzas centrífugas. Para su análisis consideró un modelo matemático de 

dos grados de libertad basado principalmente en el trabajo de Taylor, donde la 

variación de la rigidez se presenta como función de la posición angular de la sección 

transversal del rotor. En su modelo consideró rampas de excitación de tipo lineal con el 

fin de observar los efectos en los diagramas polares de respuesta. El modelo 

matemático fue validado experimentalmente, tomando como base el inicio y el eje 

mayor del diagrama polar de respuesta obtenido de un rotor experimental.  

 

El balanceo fue realizado considerando tres métodos: en el primero consideró las 

posiciones angulares a ±45° de la sección transversal del rotor, en el segundo consideró 

la localización de la fuerza de excitación, y uno tercero que combina los dos métodos 

anteriores. 

 

Los métodos de balanceo por coeficientes de influencia y balanceo modal presentan 

desventajas que hacen que ninguno de ellos sea preferible respecto al otro. En el 

Instituto de Investigaciones Eléctricas (IIE) se desarrolló una técnica de balanceo que 

aprovecha las ventajas de los métodos anteriores y pretende eliminar sus desventajas. 

A este método se le denominó Balanceo Modal usando coeficientes de Influencia.  En 

términos generales, este método de balanceo consiste en la generalización del método 

de los coeficientes de influencia, de tal forma que permita la utilización de arreglos de 

pesos afectando a modos específicos de vibración, con lo cual se logra caracterizar el 

comportamiento dinámico de la máquina en un solo rodado de prueba. 

 

El procedimiento para calcular los arreglos modales de pesos con el método de 

balanceo modal utilizando coeficientes de influencia consiste en colocar pesos de 

prueba que exciten todos los modos presentes en la máquina. Mediante el programa 

AMODAL desarrollado por el IIE se extraen parámetros modales: frecuencia natural, 

factor de forma modal y amortiguamiento modal, de la respuesta del rotor. Al conocer 

el factor de forma modal en los planos de balanceo se descompone el peso de prueba 

en arreglos modales de pesos. La desventaja del método es que se requiere el factor de 

forma modal en los planos de balanceo y para ello es necesario contar con programas 

de extracción de parámetros modales o la realización de pruebas modales 

experimentales en el rotor. 
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Tal fue el caso de Muñoz [11], quien desarrolló una metodología que permitió la 

construcción de arreglos de pesos modales, basados en los valores de vibración en 

planos de balanceo, para lo cual requirió de las formas modales de la máquina a 

balancear,  las cuales se  calcularon de forma experimental y numérica usando 

programas de cómputo basados en los métodos de matrices de transición o en el 

método del elemento finito. 

 

Así mismo,  Molina [12] propuso un método de balanceo basado en la teoría de análisis 

modal y coeficientes de influencia, donde se usa un arreglo de pesos modales de 

prueba para determinar los coeficientes de influencia en los ejes orientados en las 

posiciones de ±45° del rotor. Para esto desarrolló un modelo numérico basado en el 

método de elemento finito, que permite calcular diagramas de Campbell, frecuencias 

naturales, formas modales y respuesta al desbalance, logrando analizar el 

comportamiento dinámico de  rotores asimétricos utilizando especialmente diagramas 

polares de respuesta. 

 

Ya desde 1996, Preciado, Aguirre y Bannister [13] presentaron el método de los 

multiplicadores, el cual se deriva del método generalizado de coeficientes de influencia.  

La ventaja del método de los multiplicadores es que calcula pesos de balanceo cuando 

no se tiene el mismo número de rodados de prueba que planos de balanceo. Para el 

caso de los pesos de balanceo se utilizan multiplicadores, que se calculan al invertir la 

matriz de incremento de vibración. La única condición para la aplicación de este 

método es que los pesos de prueba que se colocan en diferentes rodados de prueba 

sean linealmente independientes. 

 

La posibilidad de balancear un rotor sin rodados de prueba la presentan Preciado y 

Bannister. El procedimiento consiste en la extracción de parámetros modales en 

resonancia de la corrida inicial, con estos datos, ajustan un modelo de prueba del rotor, 

del cual obtienen las formas modales.  

 

Al conocer la forma modal, se determina el factor de forma modal en los planos de 

balanceo, con el cual se calculan los arreglos modales de pesos. Este método plantea la 

posibilidad de obtener arreglos modales de pesos pero requieren el uso de programas 

de extracción de parámetros modales y de un modelo numérico del rotor con el que se 

determina la forma modal.   
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En vista de lo anterior, Ruiz J. [14] desarrolla un método que aprovecha las ventajas de 

la matriz de coeficientes de influencia para obtener arreglos modales de pesos sin el 

uso de programas de extracción de parámetros modales, lo cual evita el cálculo de la 

forma modal por pruebas experimentales en el rotor o mediante simulación numérica 

del comportamiento del rotor que tiene la desventaja de tener que desarrollar un 

modelo numérico del conjunto rotor soporte. 

 

Para equilibrar la maquinaria rotatoria también se han propuestos diversos dispositivos 

pasivos y activos con el objetivo  de atenuar las vibraciones causadas por el 

desequilibrio o las  resonancias.  

 

En el control pasivo el sistema se modifica estando el rotor fuera de línea, es decir, el 

rotor es parado para realizar el ajuste de alguno o todos sus parámetros tales como, su 

masa, rigidez y amortiguamiento. Existen diversos métodos para el equilibrado pasivo 

de maquinaria rotatoria, algunos de estos son el equilibrado en un plano, dos o 

múltiples planos y el equilibrado modal. Mediante estos métodos se puede estimar cual 

es la dirección del punto pesado (punto de aparente concentración de todas las fuerzas 

de desequilibrio. 

 

El control activo de vibración (AVC) por sus siglas en inglés, cambia las propiedades 

dinámicas del sistema mediante el uso de actuadores, o dispositivos activos durante 

condiciones de funcionamiento instantáneo medido mediante sensores apropiados. La 

principal ventaja del control activo (en comparación con el control pasivo), es la 

versatilidad para adaptarse a diferentes condiciones de carga, perturbaciones y 

configuraciones de la maquinaria rotatoria, y por lo tanto, se extiende la vida del 

sistema mientras se reducen grandemente los costos de operación. 

 

Los investigadores Blanco et al. [15] presentan dos propuestas de solución a este 

problema de atenuación de vibraciones. La primera propuesta consiste en el uso de un 

cojinete móvil en un rotor Jeffcott como se muestra en la Figura 1.1, de manera que la 

longitud efectiva del  rotor es controlada mediante el uso de un servomecanismo y 

como consecuencia la rigidez del rotor es  modificada, y por ende, la  frecuencia natural 

del sistema, mientras el rotor es acelerado o desacelerado,  para evadir la resonancia y 

así evitar el crecimiento de amplitudes grandes de vibración.  
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Figura. 1.1. a) Rotor Jeffcott-cojinete móvil, b) Vista lateral del disco inercial [15].  

 

La segunda  propuesta consiste en montar un disco equilibrador activo (DEA) sobre el 

rotor (Figura 1.2), el cual contiene una masa de  equilibrado que puede ubicarse en 

cualquier posición radial y angular dentro del disco para atenuar las  vibraciones 

causadas por el desequilibrio residual, tanto en estado  transitorio como en velocidades 

de operación constante. Estos movimientos pueden obtenerse mediante el uso de un 

tornillo o husillo para el movimiento radial y con un sistema de engranes cónicos se 

puede obtener el movimiento angular.  El disco equilibrador activo utiliza sólo una 

masa de equilibrado la cual  debe ser posicionada para producir una fuerza centrífuga 

que se  oponga a la masa de desequilibrio del sistema principal. La masa del DEA y la 

distancia radial son parámetros de diseño del disco y dependerán del tamaño y peso de 

la máquina rotatoria a equilibrar. Es importante mencionar que se pueden utilizar varios 

discos  activos y combinar con métodos tradicionales de equilibrado para atenuar las 

vibraciones en rotores flexibles.  

 

 
Figura 1.2. Sistema rotor-chumacera con disco equilibrador activo [15]. 

 

Puesto que ambas estrategias de control activo  requieren información de la 

excentricidad del rotor, el método de identificación algebraica se utiliza  para la 

estimación en línea de los valores de sus parámetros.  
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La identificación de parámetros se utiliza para obtener un modelo exacto de un sistema 

real, y el modelo completado proporciona una plataforma adecuada para el desarrollo 

del diseño, o la investigación de  estrategias de control. Los métodos de identificación 

de parámetros en línea  se utilizan actualmente para estimar parámetros del sistema, 

monitorear los cambios en los parámetros y características del sistema y para fines de 

diagnóstico relacionado con una variedad de áreas de la tecnología. Los métodos de 

identificación pueden utilizarse para actualizar el valor de los parámetros de diseño 

especificados por los fabricantes.  

 

El problema de la identificación de sistemas, según lo definió Zadeh [16], se puede 

explicar en un sentido amplio de acuerdo a la Figura 1.3, donde hay tres componentes 

principales: i) La clase de modelo utilizado; ii) El tipo de señales disponibles; iii) El 

criterio de estimación. Si el problema está bien diseñado respecto a estos tres factores, 

los resultados serán satisfactorios. Sobre la base de estos ingredientes se pretende 

introducir las técnicas de identificación clásicas.  

 

 
Figura 1.3. El problema de la identificación de sistemas 

 

MODELOS 

 

Así, se tiene los modelos lineales y no lineales. Un modelo general se puede escribir de 

la siguiente forma: 

 

                                      𝑦(𝑡) = 𝐺(𝜎)𝑢(𝑡) + 𝐻(𝜎)𝑒(𝑡)                                                  (1.2) 

 

Se llaman modelos paramétricos a aquellos que expresan 𝐺 y 𝐻 en términos de un 

conjunto de números finitos. Generalmente 𝑒(𝑡) se supone una perturbación. Con 

frecuencia, los coeficientes que definen 𝐺 y 𝐻 no se conocen, por lo que es necesario 

estimarlos, es decir, estos coeficientes definidos por 𝜃 son parámetros a determinar.  

De modo que la descripción del modelo queda: 
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                    𝑦(𝑡) = 𝐺(𝜎, 𝜃)𝑢(𝑡) + 𝐻(𝜎, 𝜃)𝑒(𝑡)                                           (1.3) 
 

Entre los modelos lineales se encuentran: 

 

 Modelos de función de transferencia [17]. 

 Modelos en Espacio de los Estados (EE) [18]. 

 

Entre los Modelos no lineales se encuentran [19],[20]: 

 

 Modelos de Wiener [21] y Hammerstein [22]. 

 Modelos Caja Negra no lineales [23]. 

 Redes neuronales, wavelets y otros modelos no lineales clásicos [17]. 

 

SEÑALES 

 

Aunque la mayoría de los sistemas físicos poseen una naturaleza continua en el tiempo, 

los avances digitales han contribuido a que la forma en que se mide esa naturaleza 

continua sea tomando muestras cada cierto periodo. Es decir, se discretiza las señales 

continuas convirtiéndolas en señales discretas en el tiempo. Esta discretización 

conlleva un error, ya que entre muestra y muestra no se conoce la evolución de la señal 

verdadera. Además de estas señales en el dominio del tiempo, gracias a la 

Transformada Discreta de Fourier (DFT) podemos trasladar estas señales al dominio de 

la frecuencia. Normalmente esta transformación se realiza más eficientemente 

mediante la Transformada Rápida de Fourier (FFT), [24]. Se podría decir que, 

generalmente, se trabaja con señales discretas en el dominio del tiempo o, mediante su 

FFT, estas señales se pueden trasladar también al dominio de la frecuencia. De forma 

que se puede encontrar con sistemas físicos continuos en el tiempo, que se tienen que 

identificar con señales discretas en el tiempo o en el dominio de la frecuencia. 

 

CRITERIOS 

 

Para poder resolver la identificación de un sistema es necesario seleccionar un criterio 

que sea capaz de ajustar los parámetros del modelo seleccionado al conjunto de datos 

observados en las señales.  
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Este criterio se puede materializar en una expresión que nos permita evaluar la 

habilidad de un modelo para describir el proceso generador de los datos observados. 

Esto se puede expresar, por ejemplo, mediante el error de predicción de un 

determinado modelo. Por tanto, es lógico seleccionar los parámetros del modelo que 

proporcionen un menor error de predicción. Entre los criterios o técnicas clásicas de 

identificación están: 

 

 Minimización del error de predicción 

 El método de la variable instrumental 

 Máxima Verosimilitud 

 

Una vez estudiados estos métodos, es importante analizar las relaciones que unen las 

estimaciones en el dominio del tiempo con el dominio de la frecuencia, ya que en el 

dominio de la frecuencia se puede analizar las similitudes que existen entre el análisis 

de series temporales y la identificación de sistemas. Adquieren importancia 

herramientas típicamente ingenieriles como son los modelos de Espacio de los Estados 

y el Filtro de Kalman para el análisis de series temporales, y se introducen los modelos 

de componentes no observables como caso particular de modelos de Espacio de los 

Estados. 

 

Las técnicas de identificación en tiempo discreto han alcanzado un gran auge dentro de 

la teoría de la identificación eclipsando la identificación en tiempo continuo. Sin 

embargo, estas técnicas de identificación en tiempo continuo pueden aportar 

soluciones ventajosas en algunos problemas. 

 

Como se puede observar en las técnicas de identificación clásicas que se han expuesto 

anteriormente, el criterio que se utiliza para ajustar los datos al modelo es la 

minimización del error. Este ejercicio de optimización a su vez se puede afrontar desde 

el dominio del tiempo o desde el dominio de la frecuencia. 

 

Actualmente, también existe otra línea de identificación con un punto de vista 

completamente diferente, ya que no se dispone de una función de coste a minimizar de 

alguna manera sino que, en base al álgebra diferencial y cálculo operacional, se 

desarrolla una serie de estimadores “a medida”. Además, tampoco se utilizará un 

marco estocástico, evitando así la necesidad de conocer las distribuciones estadísticas 

de las perturbaciones. Estas estimaciones se realizan en línea y en tiempo continuo o 
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discreto [25], [26] 𝑦 [27]. Este tipo de técnicas poseen una mayor rapidez que las 

técnicas clásicas. 

 

M. Fliess y H. Sira-Ramírez [28] introducen un procedimiento en lazo cerrado para la 

identificación paramétrica en tiempo continuo para sistemas lineales constantes. Este 

enfoque exhibe buenas propiedades de robustez con respecto a una gran variedad de 

perturbaciones. Varios estudios de casos concretos con simulaciones por ordenador 

demuestran la esencia del método de identificación en línea.  Del marco teórico 

desarrollado por dichos investigadores se han basado varios de los trabajos que se 

enuncian en seguida. 

 

J. Becedas et al. [29] describen un procedimiento para la identificación de parámetros 

utilizando un método de identificación algebraica para un sistema lineal constante de 

tiempo continuo, haciendo una aplicación específica en la determinación de los 

parámetros de un sistema masa-resorte-amortiguador.  

 

El método es adecuado para identificar simultáneamente ambos parámetros: la 

constante del resorte y el coeficiente de  amortiguamiento. Encontraron  que el 

método propuesto es computacionalmente rápido y robusto con respecto a ruidos. El 

algoritmo de identificación fue verificado por los resultados de la simulación. Las 

estimaciones se llevaron a cabo en línea. 

 

En el artículo citado, se utiliza un método de identificación algebraica en línea en 

tiempo continúo de naturaleza no-asintótica en un sistema mecánico. Las expresiones 

resultantes se obtienen a partir de las operaciones algebraicas derivadas, incluyendo la 

eliminación de las constantes desconocidas a través de derivaciones con respecto a la 

variable compleja s. Las variables de entrada para el estimador son la fuerza de entrada 

al sistema y el desplazamiento de la masa. Las ventajas son que se prescinde del 

conocimiento estadístico de los ruidos; para la estimación no se requieren condiciones 

iniciales o de dependencia entre el sistema de entrada y de salida, por lo que el enfoque 

no necesita un diseño específico de las entradas necesarias para estimar los 

parámetros de planta porque se proponen ecuaciones exactas; por lo tanto, su 

implementación en sistemas de bucle cerrado es directa sin necesidad de translación 

entre los dominios de tiempo continuo y discreto; el algoritmo se calcula en línea en un 

período muy corto de tiempo y se consiguen buenos resultados.  
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Este método de estimación se puede usar en una amplia gama de aplicaciones en las 

que aparece el modelo masa-resorte-amortiguador, como en el control de las 

vibraciones, el impacto dinámico, la estimación de parámetros de contacto, el control 

en robótica, entre otros.  

 

F. Beltrán et al. [30] describen la aplicación de una metodología para la identificación 

algebraica en línea para estimación de parámetros y señales en sistemas vibratorios. La 

identificación algebraica se utiliza para estimar la frecuencia y la amplitud de 

vibraciones exógenas que afectan a un sistema mecánico, usando únicamente 

mediciones de posición. La identificación algebraica se combina con un esquema de 

control por modos deslizantes del tipo adaptable para estabilizar asintóticamente la 

respuesta del sistema y, simultáneamente, cancelar las vibraciones armónicas. 

Resultados numéricos y experimentales muestran el desempeño dinámico y robusto de 

la identificación algebraica y del esquema de control activo. 

 

Los resultados numéricos y experimentales validan la buena respuesta de los métodos 

de identificación algebraicas en línea de los parámetros desconocidos. Además, se 

puede demostrar las buenas propiedades de robustez de los identificadores 

algebraicos contra perturbaciones estocásticas, las mediciones de ruido, variaciones de 

parámetros y pequeñas no linealidades.  

 

Por otra parte, debido a que el proceso de identificación algebraica se logra 

rápidamente con un procesador de señales digitales de alta velocidad, entonces 

cualquier posible singularidad no afecta significativamente a los resultados de la 

identificación. De lo contrario, cerca de cualquier singularidad o variaciones de la 

dinámica de sistemas, el identificador algebraico se puede reiniciar. 

 

La principal virtud de la identificación propuesta y esquema de control de modo 

deslizante adaptativo para sistemas de vibración es que, únicamente las mediciones del 

comportamient0 entrada transitoria / salida se utilizan durante el proceso de 

identificación, en contraste con la condición de excitación persistente y algoritmos 

complejos requerido por la mayoría de los métodos de identificación tradicionales. 

  

Andrés, L. [31] presenta  un método para la estimación de los coeficientes de fuerza en 

los rodamientos en sistemas rotor-cojinetes. Menciona que la identificación 

experimental de los parámetros de la película de fluido en los rodamientos es crítico 
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para la adecuada interpretación del rendimiento de la maquinaria rotatoria y necesaria 

para validar o calibrar predicciones de los modelos de cojinetes con película de fluidos. 

 

El método requiere de dos pruebas independientes con distribuciones de masa de 

desbalance conocidos y la medición del movimiento del rotor (amplitud y fase) en 

lugares cercanos a los soportes.  

 

El procedimiento se basa en el modelado de la estructura del rotor y se encuentran las 

fuerzas de transmisión a los cojinetes como una función de cantidades observables. La 

solución de un simple conjunto de ecuaciones algebraicas identifica la rigidez y los 

coeficientes de fuerza de amortiguamiento. Las simulaciones numéricas demuestran 

que la identificación de parámetros es perfecta para un sistema de rotor-cojinete.  

 

Las mediciones de respuesta al desbalance llevadas a cabo con un rotor de dos discos 

flexibles apoyado en dos cojinetes de película de fluido permiten la validación de las 

estimaciones que el método de identificación predijo sobre los coeficientes de fuerza 

en los apoyos. El método no añade complejidad matemática, ni requiere de 

instrumentación adicional a la ya disponible en la mayoría de la turbomaquinaria de alto 

rendimiento. 

 

En su tesis doctoral, J. Arenas [32] describe una variedad de técnicas algebraicas y 

espectrales de identificación de señales armónicas con aplicaciones en los campos de la 

mecatrónica y economía. El problema de encontrar los parámetros de una onda 

sinusoidal, es de importancia relevante en numerosas disciplinas científicas y a causa de 

que es un problema no lineal, esta cuestión cuenta con numerosas soluciones.  

 

El hecho de que haya tantas soluciones indica que en función de los requisitos se debe 

elegir una u otra metodología. En su tesis, se analizaron los diferentes estimadores de 

frecuencia, encontrando los filtros adaptativos de ranura entre los más prometedores. 

Sin embargo, estos filtros necesitaban de varios periodos de la señal sinusoidal para 

estimar la frecuencia, además había que ajustar unos parámetros de diseño que 

definían críticamente el estimador. Estos problemas se solventaron mediante la 

utilización de la novedosa identificación algebraica. 
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Esta identificación permitía estimar en línea la frecuencia de la onda, incluso su 

amplitud y fase en un tiempo inferior al periodo de dicha onda, independientemente de 

las condiciones iniciales y sin realizar ninguna hipótesis del tipo estadístico sobre las 

perturbaciones de la señal. Además, se verificó el funcionamiento de este estimador 

comparándolo con otros estimadores muy recientes.  

 

Aunque los resultados obtenidos por todos los estimadores eran muy competitivos, la 

rapidez del estimador algebraico junto con su robustez al ruido le sitúa en una posición 

ventajosa para este tipo de aplicaciones. 

 

1.1 CONCLUSIÓN DE LA REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA 

 

De la revisión bibliográfica realizada, se concluye que el balanceo de rotores 

asimétricos aún es un reto técnico, a causa de que las posiciones angulares del 

desbalance afectan no solamente la fase de la respuesta sino también a las amplitudes. 

Además el balanceo de estos rotores se complica a causa de que el comportamiento 

vibratorio de un rotor asimétrico depende del factor de asimetría, amortiguamiento del 

sistema y de la posición angular de la fuerza de excitación. Durante la documentación 

también se observó que los diagramas polares de respuesta correspondientes a la 

primera velocidad crítica son elípticos, sin embargo, para la segunda velocidad crítica 

(segundo modo) los diagramas polares de respuesta son similares a los 

correspondientes a un rotor simétrico. Se puede apreciar que los métodos propuestos 

para el balanceo de rotores asimétricos están basados, en su mayoría, en el método de 

los coeficientes de influencia y en el análisis modal. Algunos autores han considerado 

por separado cada eje de inercia principal logrando el balanceo en un solo modo de 

vibración. Otros autores, han propuesto una metodología para balancear varios modos 

de vibración a la vez utilizando arreglo de pesos modales.  

 

Un aspecto relevante de esta revisión bibliográfica es la reciente atención de la 

identificación en línea en el campo de la rotodinámica. En los trabajos revisados que 

abordan los métodos de identificación en línea se deja ver la efectividad que éstos 

tienen en la estimación de parámetros de sistemas reales en una amplia gama de 

aplicaciones en distintas áreas de la tecnología, esto a causa de las múltiples ventajas 

que dichos métodos presentan, tales como: la robustez ante perturbaciones y ruido, 

independencia de condiciones iniciales y rapidez en la determinación de los parámetros 

de interés.  
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Sin embargo no se tienen antecedentes de aplicación del método de identificación 

algebraica en línea de parámetros para el balanceo de rotores, a excepción del trabajo 

desarrollado por Blanco et al., op. cit. donde se propone un disco equilibrador activo 

para el balanceo de un rotor simétrico en un plano considerando un modelo de rotor 

Jeffcott, donde se parte de la condición de agregar un disco al rotor y cercano al disco 

principal diseñado de manera que la masa equilibradora se pueda mover en todas las 

posiciones angulares y radiales dentro del disco. Por lo que se concluye que el método 

de identificación algebraica en línea de parámetros no ha sido aplicado para el balanceo 

de rotores asimétricos. 
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CAPÍTULO II  

 

MARCO TEÓRICO 

 

En este capítulo se abordan conceptos básicos reportados en la literatura [33] que 

servirán de apoyo para el desarrollo del modelo matemático de un rotor asimétrico con 

múltiples grados de libertad. 

 
2.1 CARACTERÍSTICAS DE LOS ELEMENTOS DEL ROTOR 

 

Los elementos básicos de un rotor son el disco, la flecha, los rodamientos,  los sellos y 

las masas de desbalance. Las masas de desbalance no pueden ser evitadas 

completamente, por lo que también deben ser consideradas. Las expresiones de 

energía cinética son necesarias para caracterizar el disco, la flecha y la masa de 

desbalance, asimismo la energía de deformación es necesaria para caracterizar la 

flecha. Las fuerzas a causa de los rodamientos o sellos se usan para calcular el trabajo 

virtual desarrollado, y posteriormente se obtienen las fuerzas correspondientes que 

actúan en la flecha.  

 

En la Figura 2.1, se muestran los elementos del sistema antes mencionados.  

 
Figura 2.1. Elementos de un rotor [33]. 

 

Donde: 

 

 𝑆 = Flecha con sección transversal simétrica o asimétrica. 

𝐷 = Disco, el cual representa un conjunto de álabes, un impulsor, etc. 

𝐵 = Soportes, con propiedades de rigidez y/o amortiguamiento. 

𝑚𝑢 = Masa de desbalance. 
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Las ecuaciones generales del sistema se obtienen a partir de los siguientes pasos: 

 

 Se calcula la energía cinética 𝑇, la energía de deformación 𝑈 y el trabajo virtual 

de las fuerzas externas para los elementos del sistema. 

 

 Se aplican las ecuaciones de Lagrange en la siguiente forma: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑖
= 𝐹𝑞𝑖 

(2.1) 

 

donde 𝑁(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁) es el número de grados de libertad, 𝑞𝑖 son las coordenadas 

generalizadas independientes, 𝐹𝑞𝑖 son las fuerzas generalizadas, y 𝑧̇ denota 

diferenciación con respecto al tiempo 𝑡. 

 

 
2.1.1 EL DISCO 

 

Se asume que el disco es rígido y por tanto está caracterizado únicamente por su 

energía cinética.  

 

 
Figura 2.2.  Marcos de referencia del disco sobre una flecha girando [33]. 
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En la figura 2.2 se muestran los marcos de referencia considerado en el análisis del 

disco, 𝑅𝑜(𝑋𝑌𝑍) es un marco de referencia inercial (marco de referencia fijo), mientras 

que 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) es marco de referencia fijo al disco (marco de referencia rotatorio). El 

sistema coordenado  𝑥𝑦𝑧  esta relacionado al sistema 𝑋𝑌𝑍, a través de un conjunto de 

tres ángulos 𝜓, 𝜃 y 𝜙. Para obtener la orientación del disco, primero lo rotamos una 

cantidad 𝜓 alrededor del eje 𝑍, después una cantidad 𝜃 alrededor del nuevo eje x, 

denotado por 𝑥1, y por último una cantidad 𝜙 alrededor del eje final 𝑦.  

 

El vector de velocidad angular instantánea respecto al marco de referencia 𝑥𝑦𝑧 es: 

 

𝜔𝑅/𝑅𝑜 = 𝜓̇𝑍 + 𝜃̇𝑥1 + 𝜙̇𝑦 (2.2) 

 

donde 𝑍, 𝑥1 y 𝑦 son vectores unitarios a lo largo de los ejes 𝑍, 𝑥1 y 𝑦. 

 

La energía cinética del disco respecto de su centro de masa 𝑂 se calcula usando el 

marco 𝑅. En este sistema el vector de velocidad angular puede expresarse como: 

 

𝜔𝑅/𝑅𝑜
𝑅 = [

𝜔𝑥
𝜔𝑦
𝜔𝑧
] = [

−𝜓̇ cos 𝜃  𝑠𝑒𝑛 𝜙 + 𝜃̇ cos𝜙

𝜙̇ + 𝜓̇ 𝑠𝑒𝑛 𝜃

𝜓̇ cos 𝜃 cos𝜙 + 𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛  𝜙

] 
(2.3) 

 

 

Designando 𝑢 y 𝑤 a las coordenadas de 𝑂 en 𝑅𝑜,  la coordenada a lo largo del eje 𝑌 

permanece constante. Además, La masa del disco es 𝑀𝐷 y su tensor de inercia en 𝑂, 

cuyas direcciones principales son 𝑥, 𝑦 y 𝑧, es: 

 

𝐼𝑂 = [
𝐼𝐷𝑥
0
0
 
0
𝐼𝐷𝑦
0

 
0
0
𝐼𝐷𝑧

] 
(2.4) 

 

 

La expresión para la energía cinética del disco es: 

 

𝑇𝐷 =
1

2
𝑀𝐷(𝑢̇

2 + 𝑤̇2) +
1

2
(𝐼𝐷𝑥𝜔𝑥

2 + 𝐼𝐷𝑦𝜔𝑦
2  + 𝐼𝐷𝑧𝜔𝑧

2) 
(2.5) 

 

  

La cual puede ser simplificada si se considera un disco simétrico (𝐼𝐷𝑥 = 𝐼𝐷𝑧),  además, 

los ángulos 𝜃 y 𝜓 son pequeños y la velocidad angular es constante, esto es  𝜙̇ = cte.  
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La ecuación (2.5) puede reescribirse como: 

 

𝑇𝐷 =
1

2
𝑀𝐷(𝑢̇

2 + 𝑤̇2) +
1

2
𝐼𝐷𝑥(𝜃̇

2 + 𝜓̇2) +
1

2
𝐼𝐷𝑦(𝜙̇

2 + 2𝜙̇𝜓̇𝜃) 
(2.6) 

 

  

Donde el término 
1

2
𝐼𝐷𝑦𝜙̇

2, el cual es constante, no tiene influencia en las ecuaciones y 

representa la energía del disco girando a una velocidad 𝜙̇, todos los otros 

desplazamientos son cero. El último término 𝐼𝐷𝑦𝜙̇𝜓̇𝜃, representa los efectos 

giroscópicos (Coriolis). 

 
2.1.2 LA FLECHA 

 

La flecha se representa como una viga con sección circular constante  y se caracteriza 

por medio de la energía cinética y de deformación. 

 
2.1.2.1 ENERGÍA CINÉTICA 

 

La ecuación general de la energía cinética de una flecha de longitud  𝐿 se expresa 

como: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫(𝑢̇2 + 𝑤̇2)

𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌𝐼

2
∫(𝜓̇2 + 𝜃̇2)

𝐿

0

𝑑𝑦 + 𝜌𝐼𝐿𝜙̇2 + 2𝜌𝐼𝜙̇ ∫ 𝜓̇𝜃𝑑𝑦
𝐿

0

 
(2.7) 

 

 

donde 𝜌 es la masa por unidad de volumen, 𝑆 es el área de la sección transversal de la 

viga, la cual es constante, e 𝐼 es el momento de inercia de área de la sección transversal 

de la flecha a lo largo del eje neutro. La primera integral es la expresión de la energía 

cinética de una viga en flexión; la segunda integral es el efecto secundario de la inercia 

rotacional (viga de Timoshenko); el término 𝜌𝐼𝐿𝜙̇2 es constante y no tiene influencia en 

las ecuaciones; y la última integral representa el efecto giroscópico (Coriolis).  

 

 
2.1.2.2 ENERGÍA DE DEFORMACIÓN 

 

La energía de deformación de la flecha se obtiene de acuerdo al sistema coordenado 

mostrado en la Figura 2.3.  
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Figura 2.3. Coordenadas del centro geométrico C y un punto arbitrario B en la flecha [33]. 

 

Del diagrama de la Figura 2.3, C es el centro geométrico de la flecha, B(𝑥, 𝑧) es un punto 

arbitrario sobre la sección transversal y 𝑢∗, 𝑤∗ son los componentes del 

desplazamiento del centro geométrico respecto a los ejes inerciales 𝑥, 𝑧 

respectivamente. 

 

Si se incluyen los términos de segundo orden, se puede demostrar que la deformación 

longitudinal del punto B es: 

 

𝜀 = −𝑥
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
− 𝑧

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
+
1

2
(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+
1

2
(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

 
(2.8) 

 

ó 

𝜀 = 𝜀𝑙 + 𝜀𝑛𝑙 (2.9) 

 

donde 𝜀𝑙 contiene los términos lineales y 𝜀𝑛𝑙 los términos no lineales.  La energía de la 

deformación es:  

 

𝑈1 =
1

2
∫𝜀𝑇𝜎𝑑𝜏
 

𝜏

 
(2.10) 

 

 

donde " 𝑇 " es el símbolo de la matriz transpuesta. Por otra parte, la relación entre 

deformación y esfuerzo se define como: 
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𝜎 = 𝐸𝜀 (2.11) 

Donde E es el módulo de Young, por tanto: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫(𝜀𝑙

2 + 2𝜀𝑙𝜀𝑛𝑙 + 𝜀𝑛𝑙
2)𝑑𝜏

 

𝜏

 
(2.12) 

 

 

Por la simetría de la sección transversal de la viga respecto a los ejes x y z se tiene que: 

 

∫𝜀𝑛𝑙𝜀𝑙𝑑𝜏
 

𝜏

= 0 
(2.13) 

 

 

El tercer término bajo la integral en la ecuación (2.12) es un término de segundo orden, 

por lo que se puede despreciar.  

 

Por lo tanto, la energía de deformación es: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫ ∫ (−𝑥

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
− 𝑧

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

𝑑𝑠𝑑𝑦
 

𝑠

𝐿

0

 
(2.14) 

 

 

Desarrollando la ecuación (2.14), se tiene que: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫ ∫ [𝑥2 (

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝑧2 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 2𝑥𝑧
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
] 𝑑𝑠𝑑𝑦

 

𝑠

𝐿

0

 
(2.15) 

 

 

A causa de la simetría de la flecha, la integral que corresponde al tercer término en la 

ecuación(2.15) es nulo.  

 

Si se consideran los momentos de inercia de la sección trasversal con respecto a los 

ejes x y z se tiene que: 

 

𝐼𝑥 = ∫𝑧
2𝑑𝑠

 

𝑠

 
(2.16) 

 

  

𝐼𝑧 = ∫𝑥
2𝑑𝑠

 

𝑠

 
(2.17) 
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Entonces, la expresión de la energía de deformación queda: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫ [𝐼𝑧 (

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 
(2.18) 

 

 

Para el caso de una flecha sujeta a una fuerza axial 𝐹0 constante, la expresión de la 

energía de deformación está dada como: 

 

𝑈2 =
𝐹0
2
∫ [(

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 
(2.19) 

 

 

Por lo tanto la energía de deformación de la flecha es igual a la suma de 𝑈𝑠 = 𝑈1 + 𝑈2 

 

𝑈𝑠 =
𝐸

2
∫[𝐼𝑧 (

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 + 
𝐹0
2
∫ [(

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 (2.20) 
 

 

Con el propósito de evitar términos periódicos dependientes del tiempo a causa de las 

propiedades de los soportes, la energía de deformación de la flecha se expresa como 

una función de 𝑢 y 𝑤, que son las componentes de los desplazamientos en 𝑅𝑜. Para 

este fin se utiliza las siguientes relaciones: 

 

𝑢∗ = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝜙 −  𝑤 𝑠𝑒𝑛 𝜙 (2.21) 

𝑤∗ = 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝜙 + 𝑤 𝑐𝑜𝑠 𝜙 (2.22) 

 

Las relaciones anteriores se pueden deducir de la Figura 2.3. Sustituyendo las 

ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuación (2.20) se tiene: 

 

𝑈𝑠 =
𝐸

2
∫[𝐼𝑧 (𝑐𝑜𝑠 𝜙

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 𝑠𝑒𝑛𝜙

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (𝑠𝑒𝑛𝜙
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑐𝑜𝑠 𝜙

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑦

+ 
𝐹0
2
∫ [(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 

(2.23) 
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Finalmente, para el caso más común de la energía de deformación para una flecha 

simétrica (es decir, 𝐼𝑥 = 𝐼𝑧 = 𝐼) la energía de deformación se convierte en: 

        

 

𝑈𝑠 =
𝐸𝐼

2
∫ [(

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 + 
𝐹0
2
∫ [(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

]

𝐿

0

𝑑𝑦 
(2.24) 

 

 
2.1.3 SOPORTES 

 

Para la caracterización de los soportes, los términos de rigidez 𝑘 y amortiguamiento 𝑐 

se consideran conocidos, y se muestran esquemáticamente en la Figura 2.4. 

  

El trabajo virtual 𝛿𝑊 de las fuerzas actuando sobre la flecha se determina de acuerdo a 

la siguiente expresión: 

 

𝛿𝑊 = −𝑘𝑥𝑥𝑢𝛿𝑢 − 𝑘𝑥𝑧𝑤𝛿𝑢 − 𝑘𝑧𝑧𝑤𝛿𝑤 − 𝑘𝑧𝑥𝑢𝛿𝑤 
            −𝑐𝑥𝑥𝑢̇𝛿𝑢 − 𝑐𝑥𝑧𝑤̇𝛿𝑢 − 𝑐𝑧𝑧𝑤̇𝛿𝑤 − 𝑐𝑧𝑥𝑢̇𝛿𝑤 

(2.25) 
 

 

 
Figura 2.4. Rigidez y amortiguamiento de los soportes [33]. 

 

La ecuación (2.25) también se puede expresar como:  

 

𝛿𝑊 = 𝐹𝑢𝛿𝑢 + 𝐹𝑤𝛿𝑤 (2.26) 
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donde 𝐹𝑢 y 𝐹𝑤 son las componentes de la fuerza generalizada. En forma matricial, las 

ecuaciones (2.25) y (2.26) se expresan como: 

 

[
𝐹𝑢
𝐹𝑤
] = − [

𝑘𝑥𝑥
𝑘𝑧𝑥

   
𝑘𝑥𝑧
𝑘𝑧𝑧

] [
𝑢
𝑤
] − [

𝑐𝑥𝑥
𝑐𝑧𝑥
   
𝑐𝑥𝑧
𝑐𝑧𝑧
] [
𝑢̇
𝑤̇
] (2.27) 

 
2.1.4 MASA DE DESBALANCE 

 

El desbalance se define mediante una masa 𝑚𝑢 localizada a una distancia 𝑒 a partir del 

centro geométrico de la flecha. La masa permanece en un plano perpendicular al eje 𝑦 

y su coordenada a lo largo de este eje es constante. En la Figura 2.5 se muestra un 

esquema de la masa de desbalance. 

 

 
Figura 2.5. Masa de desbalance [33]. 

 

Del diagrama de la Figura 2.5, las coordenadas de la masa de desbalance 𝑚𝑢 con 

respecto al sistema coordenado fijo con ejes  𝑋 y 𝑍  se expresan como: 

 

𝑂𝐷 = [
𝑢 + 𝑒 sen𝜙
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
𝑤 + 𝑒 cos𝜙

] (2.28) 

 

Si se deriva la ecuación (2.28) con respecto al tiempo, se obtiene: 

 

𝑉 =
𝑑(𝑂𝐷)

𝑑𝑡
= [

𝑢̇ + 𝑒𝜙̇ cos𝜙
0

𝑤̇ − 𝑒𝜙̇ sen𝜙

] (2.29) 
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Entonces, la expresión para la energía cinética a causa del desbalance está dada por: 

 

𝑇𝑢 =
𝑚𝑢

2
(𝑢̇2 + 𝑤̇2 + 𝜙̇2𝑒2 + 2𝜙̇𝑒𝑢̇ 𝑐𝑜𝑠 𝜙 − 2𝜙̇𝑒𝑤̇ 𝑠𝑒𝑛𝜙) (2.30) 

 

En la ecuación (2.30), el término 𝑚𝑢𝜙̇
2𝑒2/2 es una constante y no tiene influencia en 

las ecuaciones. La masa  𝑚𝑢 se considera pequeña con respecto a la masa del rotor, de 

esta forma la expresión para la energía cinética se puede rescribir como: 

 

𝑇𝑢 ≅ 𝑚𝑢𝜙̇𝑒(𝑢̇ 𝑐𝑜𝑠 𝜙 − 𝑤̇ 𝑠𝑒𝑛 𝜙) (2.31) 

 

Al aplicar las ecuaciones de Lagrange a (2.31) se obtiene el vector de fuerza generado 

por la masa de desbalance. 

 

 

2.2 MODELO MATEMÁTICO DE UN ROTOR CON 2GDL 

 

A continuación se presentan las ecuaciones de un rotor asimétrico con dos grados de 

libertad en comparación con las de un rotor simétrico [10]. Para esto, primeramente se 

dan las ecuaciones diferenciales de movimiento que describen el comportamiento 

vibratorio de un rotor simétrico, así como su solución analítica en estado estable, y a 

continuación se presentan las ecuaciones diferenciales de movimiento 

correspondientes a un rotor asimétrico.  

 
2.2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO DE UN ROTOR SIMÉTRICO CON 

DESBALANCE 

 

Con referencia a un sistema de coordenadas fijo (𝑥, 𝑧), las ecuaciones de movimiento 

en forma escalar correspondientes a un rotor simétrico con desbalance, pueden 

definirse respectivamente como [10]: 

 

𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇  + 𝑘𝑥 = 𝑚𝑢𝑒 𝜙̇
2 cos 𝜙 (2.32) 

𝑚𝑧̈ + 𝑐𝑧̇  + 𝑘𝑧 = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 sen𝜙 (2.33) 

Donde: 

 

m = masa del sistema 

c = amortiguamiento del sistema 
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k = rigidez del sistema 

𝑒 = excentricidad del rotor 

𝜙̇ = velocidad de giro del rotor  en estado estable (𝜙̇ = cte.) 

 

Definiendo 𝜂 como un parámetro complejo, de la forma: 

 

𝜂 = 𝑥 + 𝑗𝑧 (2.34) 

 

La ecuación de movimiento del sistema en forma compleja puede escribirse como: 

 

𝑚𝜂̈ + 𝑐𝜂̇  + 𝑘𝜂 = 𝑚𝑢 𝑒 𝜙̇
2𝑒𝑗𝜙 (2.35) 

 

Suponiendo una solución particular para la ecuación: 

 

𝜂 = 𝜂0  𝑒
𝑗(𝜙−𝜑) (2.36) 

 

Donde: 

𝜂0 = amplitud máxima de la vibración.   

𝜑 =  ángulo de fase de la respuesta con respecto a la posición angular del desbalance. 

 

y sustituyendo (2.36) en (2.35) se encuentra la solución de la ecuación diferencial en 

estado estable. La expresión para el desplazamiento 𝜂 se encuentra en función de m, k, 

c, e, 𝜙 y 𝜑, que puede simplificarse introduciendo los parámetros Ω para la frecuencia 

de excitación y 𝜁 para el factor de amortiguamiento mediante las relaciones siguientes: 

 

𝜙̇ = Ω𝜙̇𝑛 (2.37) 

 

𝑐 = 𝜁𝑐𝑐 (2.38) 

Con:  

 

𝜙̇𝑛 = √
𝑘
𝑚⁄  , frecuencia natural de oscilación no amortiguada. 

𝑐𝑐 = 2𝑚𝜙̇𝑛 , amortiguamiento crítico. 

 

Entonces, la expresión final en forma adimensional para el desplazamiento 𝜂 puede 

expresarse como: 
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 𝜂

𝑒
=

 Ω2

√(1 − Ω2)2 + (2𝜁Ω)2
𝑒𝑗(𝜙−𝜑) (2.39) 

 

𝜑 = tan−1 (
2𝜁Ω

1 − Ω2
) (2.40) 

 

Las ecuaciones (2.39) y (2.40)  indican que la amplitud adimensional 
 𝜂

𝑒
 y la fase 𝜑 son 

funciones únicamente del parámetro Ω y del factor de amortiguamiento 𝜁 del sistema. 
 

 

2.2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO DE UN ROTOR ASIMÉTRICO CON 

DESBALANCE 

 

A continuación se presentan las ecuaciones diferenciales de movimiento de un rotor 

asimétrico con desbalance a causa de una masa excéntrica.  

 

Las condiciones de análisis para el presente estudio son las siguientes: se consideró un 

modelo simplificado (tipo Jeffcott) de dos grados de libertad de un rotor asimétrico. 

Las formas modales del sistema son las mismas para ambos ejes de inercia principales 

del rotor, despreciando de esta manera la rigidez de los soportes (rigidez infinita), 

además de que la asimetría considerada en el sistema, es la misma en cualquier punto a 

lo largo del eje axial del rotor. 

 

 
2.2.2.1 SISTEMA COORDENADO 

 

En la figura 2.6 se muestra la sección transversal de un rotor asimétrico. Para su análisis 

se supone que el eje OY se encuentra perpendicular a la sección transversal del rotor y 

representa el eje axial del sistema. Por definición los ejes OXYZ forman un sistema de 

coordenadas fijo, en donde el eje OX se encuentra en la dirección horizontal y OZ sobre 

la dirección vertical, tal y como se muestra en la figura 2.6. De forma similar, los ejes 

OUVZ forman un sistema de coordenadas rectangulares rotatorio, de tal forma que los 

ejes OU y OV giran alrededor del eje OY con una velocidad angular 𝜙̇ = Ω  igual a la del 

rotor. Las direcciones OU y OV se asocian con los ejes de inercia principales del rotor, es 

decir se encuentran paralelos a los ejes que contienen las rigideces 𝑘𝑢  y 𝑘𝑣 de la 

sección transversal del rotor. 
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Los puntos S, G representan el centro geométrico del rotor y el centro de masa 

respectivamente y están separados por una distancia e (excentricidad), 𝜶 es la posición 

angular inicial de la fuerza de excitación con respecto al eje que contiene la rigidez 𝑘𝑢 

de la sección transversal del rotor. 

 

La transformación de un sistema de coordenadas a otro, puede llevarse a cabo 

mediante la relación siguiente: 

 

[
𝑖
𝑘
] = [

cos𝜙 sin𝜙
−sin𝜙 cos𝜙

] [
𝐼
𝐽
] (2.41) 

 

Donde i, j son vectores unitarios en las direcciones de los ejes OU y OV 

correspondientes al sistema de referencia rotatorio. Similarmente I, J son vectores 

unitarios en la dirección de los ejes OX, OY y corresponden al sistema de referencia fijo. 

 

Para propósitos del presente análisis, las ecuaciones diferenciales de movimiento se 

obtuvieron en términos de las coordenadas X, Z. Sin embargo, si se requiere el 

desplazamiento relativo a los ejes rotatorios OUVY, este puede obtenerse a través de la 

relación (2.41). 

 

 
Figura 2.6. Sección transversal de un rotor asimétrico en rotación [10]. 
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ENERGÍA CINÉTICA DEL ROTOR ASIMÉTRICO 

 

Las coordenadas del centro de masa G expresadas con referencia al sistema 

coordenado fijo (X,Z)  se definen como: 

 

𝑂𝐺 = 𝑂𝑂′ + 𝑂′𝐺 (2.42) 

 

𝑂𝐺 = [𝑥 +  𝑒 cos(𝜙 + 𝛼)] 𝐼 + [z +  𝑒 sin(𝜙 + 𝛼)] 𝐽 (2.43) 

 

 

La expresión para la velocidad V es: 

 

𝑉 =
𝑑𝑂𝐺

𝑑𝑡
= [𝑥̇ − 𝑒𝜙̇ sin(𝜙 + 𝛼) ]𝐼 +  [𝑧̇  +  𝑒𝜙̇ cos(𝜙 + 𝛼)]𝐽 

(2.44) 

 

 

Entonces, la expresión para la energía cinética es: 

 

 

𝑇 =
𝑚

2
[𝑥̇2 + 𝑧̇2 + 𝑒2𝜙̇2 − 2𝑒𝜙̇𝑥̇ sin(𝜙 + 𝛼) + 2𝑒𝜙̇𝑧̇ cos(𝜙 + 𝛼)] (2.45) 

 

Aplicando la ecuación de Lagrange a  (2.45) se obtienen las fuerzas de inercia que 

actuan en las direcciones X y Z respectivamente: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑥̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 𝑚[𝑥̈ − 𝑒𝜙̇2 cos(𝜙 + 𝛼) −𝑒𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼)] 

(2.46) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑧̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝑚[𝑧̈ − 𝑒𝜙̇2 sin(𝜙 + 𝛼) + 𝑒𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)] 

(2.47) 

 
FUERZAS QUE ACTÚAN SOBRE EL ROTOR AIMÉTRICO 

 

a) Fuerza elástica 

 

La fuerza que actúa sobre el sistema a causa de  la rigidez de la flecha, en coordenadas 

rotatorias puede expresarse como: 
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𝐹𝑒 = −𝑘𝑢𝑢 𝑖 − 𝑘𝑣𝑣 𝑗 (2.48) 

 

Aplicando la relación (2.41) a la ecuación (2.48) se encuentran los componentes de 

fuerza con respecto al sistema de coordenadas fijo: 

 

𝐹𝑒 = −𝑘𝑢(𝑥 cos𝜙 + 𝑧 sin𝜙)(cos𝜙 𝐼 + sin𝜙 𝐽)       
  −𝑘𝑣(𝑧 cos𝜙 −𝑥 sin𝜙)(cos𝜙 𝐽 − sin 𝜙 𝐼) 

(2.49) 

 

𝐹𝑒 = −
1

2
[(𝑘𝑢 + 𝑘𝑣)𝑥 + (𝑘𝑢 − 𝑘𝑣)𝑥 sin 2𝜙 + (𝑘𝑢 − 𝑘𝑣)𝑥 cos 2𝜙 ]𝐼 

    −
1

2
[(𝑘𝑢 + 𝑘𝑣)𝑧 + (𝑘𝑢 − 𝑘𝑣)𝑧 sin 2𝜙 − (𝑘𝑢 − 𝑘𝑣)𝑧 cos 2𝜙 ]𝐽 

(2.50) 

 

b) Fuerza a cuasa del amortiguamiento externo 

 

El amortiguamiento considerado es de tipo viscoso, por lo que es proporcional a la 

velocidad del centro de giro 𝑂′del rotor, ecuaciones (2.37) 𝑦 (2.38). En el sistema de 

coordenadas fijo, puede expresarse como: 

 

𝐹𝑎 = −𝑐𝑥 ̇ 𝐼 − 𝑐𝑧 ̇ 𝐾 (2.51) 

 

Donde 𝑐 es el coeficiente de amortiguamiento externo. 

 

Al aplicar la segunda ley de Newton, la ecuación diferencial de movimiento en forma 

matricial puede escribirse como: 

 

[
𝑚 0
0 𝑚

] {
𝑥̈
𝑧̈
} + [

𝑐 0
0 𝑐

] {
𝑥̇
𝑧̇
} + [

𝑘1 0
0 𝑘1

] {
𝑥
𝑧
} + cos(2𝜙) [

𝑘2 0
0 −𝑘2

] {
𝑥
𝑧
} + 

sin  (2𝜙) [
0 𝑘2
𝑘2 0

] {
𝑥
𝑧
} = 𝑚𝑢𝑒 𝜙̇

2 [
cos (𝜙 + 𝛼)

sen  (𝜙 + 𝛼)
] + 𝑚𝑢𝑒 𝜙̈ [

sen (𝜙 + 𝛼)

−cos  (𝜙 + 𝛼)
] 

(2.52) 

 

donde:  

 

𝑘1 =
𝑘𝑢 + 𝑘𝑣
2

 
 

𝑘2 =
𝑘𝑢 − 𝑘𝑣
2
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La ecuación matricial (2.52) puede reescribirse para las direcciones respectivas, como:  

 

𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇ + 𝑘1𝑥 + 𝑘2[  𝑥 cos(2𝜙) + 𝑧 sin(2𝜙) ] = 𝑚𝑢𝑒[𝜙̇
2 cos  (𝜙 + 𝛼) + 𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼)] (2.53) 

 

𝑚𝑧̈ + 𝑐𝑧̇ + 𝑘1𝑧 + 𝑘2 [ − 𝑧 cos  (2𝜙) + 𝑥 sin(2𝜙) ] = 𝑚𝑢𝑒[𝜙̇
2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)]  (2.54) 

 

Se ha mencionado que los rotores asimétricos presentan rigidez diferente en los ejes 

de inercia principales de la sección transversal del rotor, lo que trae como consecuencia 

que la fuerza elástica experimentada por el rotor en rotación, dependa de la posición 

angular del vector de vibración, esto puede apreciarse en el último término del lado 

izquierdo de las ecuaciones. 

 

La diferencia entre las ecuaciones de movimiento de un rotor simétrico (2.32) y (2.33) 

y las correspondientes a uno asimétrico (2.53) y (2.54) se da únicamente en el término 

correspondiente a la fuerza elástica que experimenta el rotor durante la excitación, por 

lo que, si la rigidez 𝑘𝑢 es igual que la rigidez 𝑘𝑣  de la sección transversal del rotor, 

entonces las ecuaciones (2.53) y (2.54) se reducen a (2.32) y (2.33) 

 

A diferencia de un rotor simétrico, la amplitud de la respuesta 𝜂 y el ángulo de fase 𝛼 

correspondiente a un rotor asimétrico no son funciones únicamente del parámetro Ω y 

de factor de amortiguamiento 𝜁 del sistema, ahora depende principalmente del factor 

de asimetría del rotor 𝜇, ecuación (1.1), en forma conjunta con el factor de 

amortiguamiento  𝜁. 
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2.3 MODELADO POR ELEMENTO FINITO DEL ROTOR (MÚLTIPLES GDL) 

Se presenta el modelado por el método del elemento finito para cada uno de los 

elementos del sistema rotor-chumacera [33]. En primera instancia se realizará el 

modelado de las ecuaciones a velocidad constante 𝜙̇ = cte., posteriormente se 

realizará a velocidad variable 𝜙̇ = 𝜙̇(𝑡) .  

Para formular el modelo matemático es necesario determinar las matrices globales de 

masa, rigidez y efectos giroscópicos representativas del sistema rotodinámico 

mediante la suma de las matrices locales de cada uno de los elementos finitos en los 

nodos correspondientes. Estas matrices locales contienen las características 

geométricas y las propiedades mecánicas de cada uno de los elementos que conforman 

el sistema: la flecha, los discos, los cojinetes y las masas de desbalance; y serán 

determinadas a continuación. 

 
2.3.1 MODELADO DEL DISCO 

 

En un nodo dado del rotor se tienen cuatro grados de libertad: dos desplazamientos 𝑢 y 

𝑤, y dos rotaciones 𝜃 y 𝜓 alrededor de los ejes 𝑋 y 𝑍 respectivamente (ver figura 2.2). 

Por lo tanto, el vector de desplazamiento nodal 𝛿 del centro del disco se expresa como: 

 

𝛿 = [𝑢,𝑤, 𝜃, 𝜓]𝑇 (2.55) 

 

Aplicando la ecuación de Lagrange a la ecuación (2.6) para la energía cinética del disco, 

se obtiene: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= [

𝑀𝐷

0
0
0

0
𝑀𝐷

0
0

0
0
𝐼𝐷𝑥
0

0
0
0
𝐼𝐷𝑥

] [

𝑢̈
𝑤̈
𝜃̈
𝜓̈

] + 𝛺 [

0 
0 
0
0

  0
  0
  0
  0

 0
 0
 0
   𝐼𝐷𝑦

0
0

−𝐼𝐷𝑦
0

] [

𝑢̇
𝑤̇
𝜃̇
𝜓̇

] (2.56) 

 

donde la primera matriz del miembro derecho de la ecuación (2.56) es la clásica matriz 

de masa, y la segunda es la matriz de efectos giroscópicos (Coriolis). 
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2.3.1.1  MODELOS DEL DISCO 

 

De acuerdo con la literatura, los discos de un rotor se pueden modelar  de tres formas 

diferentes [33], ver figura 2.7. 

 

En el modelo 1, el disco se monta o se ensambla sobre un eje ranurado. Para este caso, 

se considera que el disco no cambia la rigidez del eje, y las características de inercia del 

disco se concentran en el nodo  correspondiente. 

 

En el modelo 2, el disco se considera como un cambio de diámetro de la flecha y se 

modela con un elemento finito tipo viga, modificando la altura del disco en ℎ/2, por 

consecuencia el disco modifica la rigidez del sistema. El modelo 3, es similar al modelo 

2, con la diferencia de que adicionalmente se modifica el espesor del disco en ambos 

extremos en ℎ/4 

 

 

                                      Modelo 1                           Modelo 2                          Modelo 3 

Figura 2.7. Modelos disco-flecha [33]. 

 

Lalane-Ferraris [33] recomiendan modelar el disco como se propone en el modelo 1 de 

la figura 2.7. 

 
2.3.1 MODELADO DE LA FLECHA 

 

La flecha se modela como una viga con una sección transversal simétrica. El elemento 

finito utilizado en la discretización tiene dos nodos, cada uno con cuatro grados de 

libertad que en conjunto suman un total de ocho por elemento, los cuales representan 

cuatro desplazamientos laterales y cuatro rotaciones. Ver figura 2.3 y 2.8. 
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Figura 2.8. Elemento finito de la flecha [33]. 

 

Las relaciones entre los desplazamientos y las rotaciones son: 

 

𝜃 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

(2.57) 

𝜓 = −
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

(2.58) 

 

y el vector de desplazamiento nodal se define como: 

 

𝛿 = [𝑢1, 𝑤1, 𝜃1, 𝜓1, 𝑢2, 𝑤2, 𝜃2, 𝜓2]
𝑇 (2.59) 

 

Donde los desplazamientos correspondientes a los movimientos en las direcciones 𝑋 y 

𝑍 respectivamente, se definen como: 

 

𝛿𝑢 = [𝑢1, 𝜓1, 𝑢2, 𝜓2]
𝑇 (2.60) 

𝛿𝑤 = [𝑤1, 𝜃1, 𝑤2, 𝜃2]
𝑇 (2.61) 

 

Al derivar las ecuaciones (2.60) y (2.61) con respecto al tiempo, se obtienen los 

vectores de velocidad  𝛿̇ y aceleración 𝛿̈. 
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Por otra parte, el elemento finito se construye a partir de las siguientes relaciones: 
 
 

𝑢 = 𝑁1(𝑦)𝛿𝑢 (2.62) 

 

𝑤 = 𝑁2(𝑦)𝛿𝑤 (2.63) 

 

Donde, 𝑁1(𝑦) y 𝑁2(𝑦) son las funciones de desplazamiento (funciones de forma o de 

interpolación) típicas de una viga en flexión, las cuales se determinan por: 

𝑁1(𝑦) = [1 −
3𝑦2

𝐿2
+
2𝑦3

𝐿3
 ;  −𝑦 +

2𝑦2

𝐿
−
𝑦3

𝐿2
 ;  
3𝑦2

𝐿2
−
2𝑦3

𝐿3
 ;  
𝑦2

𝐿
−
𝑦3

𝐿2
] (2.64) 

  

𝑁2(𝑦) = [1 −
3𝑦2

𝐿2
+
2𝑦3

𝐿3
 ;  𝑦 −

2𝑦2

𝐿
+
𝑦3

𝐿2
 ;  
3𝑦2

𝐿2
−
2𝑦3

𝐿3
 ; − 

𝑦2

𝐿
+
𝑦3

𝐿2
] (2.65) 

La energía cinética de la flecha se obtiene al sustituir las ecuaciones (2.57), (2.58), 

(2.62) y (2.63) en la ecuación (2.7). 

𝑇 =
𝜌𝑆

2
∫[𝛿𝑢̇𝑇𝑁1

𝑇𝑁1𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇
𝑇𝑁2

𝑡𝑁2𝛿𝑤̇]𝑑𝑦

𝐿

0

                                        

+  
𝜌𝐼

2
∫ [𝛿𝑢̇𝑇

𝑑𝑁1
𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁1
𝑑𝑦

𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇𝑇
𝑑𝑁2

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤̇]

𝐿

0

𝑑𝑦   

− 2𝜌𝐼𝜙̇ ∫ 𝛿𝑢̇𝑇
L

0

𝑑𝑁1
𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤𝑑𝑦 + 𝜌𝐼𝐿𝜙̇2 

(2.66) 

 

Ahora, en (2.66) su sustituyen las funciones de forma, ecuaciones (2.64) y (2.65) , así 

como sus derivadas. Posteriormente, se realizan las integraciones correspondientes, de 

tal forma que la ecuación para la energía cinética de la flecha se puede reescribir como: 

 

𝑇 =
1

2
𝛿𝑢̇𝑇𝑀1𝛿𝑢̇ +

1

2
𝛿𝑤̇𝑇𝑀2𝛿𝑤̇ +

1

2
𝛿𝑢̇𝑇𝑀3𝛿𝑢̇ +

1

2
𝛿𝑤̇𝑇𝑀4𝛿𝑤̇ + 𝜙̇𝛿𝑢̇

𝑇𝑀5𝛿𝑤 + 𝜌𝐼𝐿𝜙̇
2 

 

(2.67) 

donde las matrices 𝑀1 y 𝑀2 son las matrices de masa, 𝑀3 y 𝑀4 proporcionan la 

influencia del efecto secundario de la inercia rotacional, y 𝑀5 aporta los efectos 

giroscópicos.  
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De la aplicación de la ecuación de Lagrange a la ecuación  (2.67), se tiene: 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= (𝑀𝑇 +𝑀𝑠)𝛿̈ + 𝐶𝛿̇ 

 

(2.68) 

 
En donde 𝑀 y 𝑀𝑠 se obtienen de las matrices 𝑀1, 𝑀2 y 𝑀3, 𝑀4 respectivamente y la 
matriz 𝐶 de 𝑀5. 
  
Aquí, 𝑀 representa la matriz de masa consistente para el movimiento de traslación, la 
cual esta dada por:  
 

[𝑀] =
𝜌𝑆𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
156
0
0

−22𝐿
54
0
0
13𝐿

 

0
156
22𝐿
0
0
54
−13𝐿
0

 

0
22𝐿
4𝐿2

0
0
13𝐿
−3𝐿2

0

 

−22𝐿
0
0
4𝐿2

−13𝐿
0
0

−3𝐿2

54
0
0

−13𝐿
156
0
0
22𝐿

 

0
54
13𝐿
0
0
156
−22𝐿
0

 

0
−13𝐿
−3𝐿2

0
0

−22𝐿
4𝐿2

0

 

13𝐿
0
0

−3𝐿2

22𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 (2.69) 

 
donde 𝜌 es la densidad volumétrica del material, 𝑆 es el área de la sección transversal, y  
𝐿 es la longitud del elemento finito.  
 
Por otra parte, 𝑀𝑠 representa la matriz de masa consistente para el movimiento de 

rotación, la cual se expresa  como:   

[𝑀𝑠] =
𝜌𝐼

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

0
36
3𝐿
0
0
−36
−3𝐿
0

   

0
3𝐿
4𝐿2

0
0
3𝐿
−𝐿2

0

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

  

0
−36
3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

   

0
3𝐿
−𝐿2

0
0
−3𝐿
4𝐿2

0

   

3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 (2.70) 

 
donde 𝐼 es el segundo momento de área del elemento.  
 

Finalmente 𝐶 representa la matriz de efectos giroscópicos, la cual está en función de la 

velocidad de rotación del rotor y se define como:  
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[𝐶] =
𝜌𝐼𝜙̇

15𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

   

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

   

0
−3𝐿
−4𝐿2

0
0
3𝐿
𝐿2

0

  

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2

   

0
−3𝐿
𝐿2

0
0
3𝐿
4𝐿2

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 (2.71) 

 

donde 𝜙̇ es la velocidad de rotación.         

La energía de deformación de la flecha se obtiene al sustituir las ecuaciones (2.62) y 
(2.63) en la ecuación (2.24) , reescribiéndose como:   
 

𝑈𝑠 =
𝐸𝐼

2
∫ [𝛿𝑢𝑇

𝑑2𝑁1
𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁1
𝑑𝑦2

𝛿𝑢 + 𝛿𝑤𝑇
𝑑2𝑁2

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

𝛿𝑤]𝑑𝑦

𝐿

0

                                       

+
𝐹𝑜

2
∫ [𝛿𝑢𝑇

𝑑𝑁1
𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁1
𝑑𝑦

𝛿𝑢 + 𝛿𝑤𝑇
𝑑𝑁2

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤]

𝐿

0

𝑑𝑦 

(2.72) 

 
Ahora, en (2.72) se sustituyen las funciones de forma, ecuaciones (2.64) y (2.65) , así 
como sus derivadas. Posteriormente, se realizan las integraciones correspondientes. 
Después de la integración 𝑈𝑠 se convierte en:  
 

𝑈𝑠 =
1

2
𝛿𝑢𝑇𝐾1𝛿𝑢 +

1

2
𝛿𝑤𝑇𝐾2𝛿𝑤 +

1

2
𝛿𝑢𝑇𝐾3𝛿𝑢 +

1

2
𝛿𝑤𝑇𝐾4𝛿𝑤 

(2.73) 

 
donde 𝐾1 y 𝐾2 son las matrices clásicas de rigidez, mientras que  𝐾3 y 𝐾4  son las 

matrices a causa de las fuerzas axiales. 

Aplicando la ecuación de Lagrange a la ecuación (2.73) se obtiene: 
 

𝜕𝑈

𝜕𝛿
= 𝐾𝛿 

(2.74) 

 
con :     
    

𝐾 = 𝐾𝐶  + 𝐾𝐹 (2.75) 
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La influencia de los efectos cortantes proporciona una matriz 𝐾𝑠, matriz que no se 

obtiene en este desarrollo, sin embargo se considera su influencia en la matriz de 

rigidez clásica. Por tanto, la matriz de rigidez clásica 𝐾𝐶  resulta de las matrices 𝐾1, 𝐾2 y 

𝐾𝑠,  mientras que 𝐾𝐹  se obtiene de las matrices 𝐾3 y 𝐾4 . 

Donde 𝐾𝐶  y 𝐾𝐹  se expresan como: 
 

[𝐾𝐶] =
𝐸𝐼

(1 + 𝑎)𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

 

0
12
6𝐿
0
0
−12
6𝐿
0

 

0
6𝐿

(4 + 𝑎)𝐿2

0
0
−6𝐿

(2 − 𝑎)𝐿2

0

 

−6𝐿
0
0

(4 + 𝑎)𝐿2

6𝐿
0
0

(2 − 𝑎)𝐿2

−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

 

0
−12
−6𝐿
0
0
12
−6𝐿
0

 

0
6𝐿

(2 − 𝑎)𝐿2

0
0
−6𝐿

(4 + 𝑎)𝐿2

0

 

−6𝐿
0
0

(2 − 𝑎)𝐿2

6𝐿
0
0

(4 + 𝑎)𝐿2]
 
 
 
 
 
 
 

 (2.76) 

 

[𝐾𝐹] =
𝐹

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

 

0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

 

0
3𝐿
4𝐿2

0
0
−3𝐿
−𝐿2

0

 

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

 

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

 

0
3𝐿
−𝐿2

0
0
−3𝐿
4𝐿2

0

 

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 (2.77) 

 
donde 𝐸 es el módulo de Young del material y 𝑎 es el efecto cortante, éste último se 
determina como: 
 

𝑎 =
12𝐸𝐼

𝐺𝑆𝐿2
 

(2.78) 

 
el módulo a cortante se define: 
 

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
 

(2.79) 

 
siendo 𝜈 la relación de Poisson del material. 
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2.3.3 MODELADO DE LOS SOPORTES 

 
Las expresiones de trabajo virtual de los soportes están dadas por las ecuaciones 
(2.25) y (2.26), las cuales se pueden expresar como: 
 

𝐹𝑢 = −𝑘𝑥𝑥𝑢 − 𝑘𝑥𝑧𝑤 − 𝑐𝑥𝑥𝑢̇ − 𝑐𝑥𝑧𝑤̇ 
𝐹𝑤 = −𝑘𝑧𝑧𝑤 − 𝑘𝑧𝑥𝑢 − 𝑐𝑧𝑧𝑤̇ − 𝑐𝑧𝑥𝑢̇ 

(2.80) 

 
Como  𝐹𝜃 = 𝐹𝜓 = 0, el vector de fuerzas que actúan sobre la flecha es: 

 

[

𝐹𝑢
𝐹𝜃
𝐹𝑤
𝐹𝜓

] = − [

𝑘𝑥𝑥
0
𝑘𝑧𝑥
0

  

0
0
0
0

  

𝑘𝑥𝑧
0
𝑘𝑧𝑧
0

  

0
0
0
0

] [

𝑢
𝜃
𝑤
𝜓

  ] − [

𝑐𝑥𝑥
0
𝑐𝑧𝑥
0

  

0
0
0
0

  

𝑐𝑥𝑧
0
𝑐𝑧𝑧
0

  

0
0
0
0

] [

𝑢̇
𝜃̇
𝑤̇
𝜓̇

  ] (2.81) 

 
La primera matriz es la matriz de rigidez de los soportes y la segunda es la matriz de 
amortiguamiento viscoso. Estas matrices generalmente son asimétricas (𝑘𝑥𝑧  ≠
 𝑘𝑧𝑥  𝑦  𝑐𝑥𝑧  ≠  𝑐𝑧𝑥) y los términos de las matrices pueden variar significativamente 
como una función de la velocidad de rotación. 
 
 
2.3.4 MODELADO DE LA MASA DE DESBALANCE 

 

Si se tiene 𝜙̇ = 𝑐𝑡𝑒., aplicando la ecuación de Lagrange a la ecuación (2.31), se obtiene: 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇𝑢

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇𝑢
𝜕𝛿

= −𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
sin𝜙
cos𝜙

] 
(2.82) 

 
El vector de desplazamiento se expresa como: 
 

𝛿 = [𝑢,𝑤]𝑇  (2.83) 

 
La expresión (2.82) corresponde a la masa de desbalance situada en el eje Z (figura 2.5) 
en  𝑡 = 0. Cuando se estudian los rotores industriales, se debe considerar la influencia 
de muchas masas de desbalance actuando de manera simultánea. Para una masa de 
desbalance situada en una posición angular 𝛼 con respecto al eje Z en  𝑡 = 0, se 
generan fuerzas a causa de la masa del desbalance que se definen como: 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇𝑢

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇𝑢
𝜕𝛿

= −𝑚𝑢𝑒 𝜙̇
2 [
sin(𝜙 + 𝛼)

cos(𝜙 + 𝛼)
] 

(2.84) 
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Dichas fuerzas pueden ser reescritas como: 
 

[
𝐹𝑢
𝐹𝑤
] = 𝐹2 𝑠𝑒𝑛 𝜙̇𝑡 + 𝐹3 𝑐𝑜𝑠 𝜙̇𝑡 

(2.85) 

 
donde 𝐹2 y 𝐹3 son las fuerzas producidas por la masa del desbalance en los ejes 𝑋, 𝑍, 

respectivamente, las cuales se determinan como:   

𝐹2 = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [

𝑐𝑜𝑠 𝛼
−𝑠𝑒𝑛 𝛼

]                                                     

𝐹3 = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
𝑠𝑒𝑛 𝛼
𝑐𝑜𝑠 𝛼

]                                                         

 

2.4 RESPUESTA AL DESBALANCE EN FUNCIÓN DEL TIEMPO 

 

Para el presente análisis es importante conocer lo que sucede cuando un rotor inicia, se 
detiene o pasa por una velocidad crítica, dichos efectos son conocidos como 

movimientos transitorios, en donde se considera que la velocidad angular del rotor 𝜙̇ 
varía en función del tiempo [33], es decir: 
 

𝜙̇ = 𝜙̇(𝑡) (2.86) 
 
2.4.1 DISCO 
 

Al aplicar la ecuación de Lagrange a la ecuación (2.6) para la energía cinética del disco, 
se tiene:  
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= 𝑀𝐷𝛿̈ + 𝜙̇𝐶𝐷𝛿̇ + 𝜙̈𝐾𝐷𝑇𝛿 

(2.87) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= [

𝑀𝐷
0
0
0

0
𝑀𝐷
0
0

0
0
𝐼𝐷𝑥
0

0
0
0
𝐼𝐷𝑥

] [

𝑢̈
𝑤̈
𝜃̈
𝜓̈

] + 𝜙̇ [

0 
0 
0
0

  0
  0
  0
  0

 0
 0
 0
   𝐼𝐷𝑦

0
0

−𝐼𝐷𝑦
0

] [

𝑢̇
𝑤̇
𝜃̇
𝜓̇

] + 𝜙̈ [

0 
0 
0
0

  0
  0
  0
  0

 0
 0
 0
   𝐼𝐷𝑦

 

0
0
0
0

] [

𝑢
𝑤
𝜃
𝜓

] 

(2.88) 

 

Donde la primera matriz es la matriz clásica de masa, la segunda es la matriz de efectos 
giroscópicos (Coriolis) y la tercera es una matriz de rigidez 𝐾𝐷𝑇, la cual sólo tiene un 
término y está multiplicada por la aceleración angular. 
 
2.4.2 FLECHA 
 

De la aplicación de la ecuación de Lagrange a la ecuación (2.7)  para la energía cinética 
de la flecha, se tiene: 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= (𝑀 +𝑀𝑠)𝛿̈ + 𝜙̇𝐶𝑠𝛿̇ + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇𝛿 

(2.89) 

 
De forma similar a lo que ocurre con el disco, de la energía cinética de la flecha surge un 
término adicional que da lugar a la formación de una matriz de rigidez que está 
multiplicada por la aceleración angular del rotor: 
 

𝐾𝑆𝑇 =
𝜌𝐼

15𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

   

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

 (2.90) 

 
2.4.3 MASA DE DESBALANCE 

 

Como resultado de considerar la velocidad de rotación del rotor como una función del 

tiempo 𝜙̇(𝑡), al aplicar la ecuación de Lagrange a la expresión para la energía cinética 
de la masa de desbalance (2.31) se obtiene: 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇𝑢

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇𝑢
𝜕𝛿

= 𝑚𝑢𝑒(𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̇
2 sin(𝜙 + 𝛼)) 

− 𝑚𝑢𝑒(𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇
2 cos(𝜙 + 𝛼)) 

 

(2.91) 

 
El vector de desplazamiento se expresa como: 
 

𝛿 = [𝑢,𝑤]𝑇  (2.92) 

 
Las fuerzas producidas por una masa de desbalance situada en la posición angular 𝛼 
respecto al eje 𝑍 en el tiempo 𝑡 = 0, se expresan como: 
 

[
𝐹𝑢
𝐹𝑤
] = 𝜙̇2𝐹1 (𝜙) + 𝜙̈𝐹2 (𝜙) 

(2.93) 

 
donde 𝐹1 y 𝐹2 son las fuerzas producidas por el desbalance en los ejes 𝑋 y 𝑍, 
respectivamente.  
 
Únicamente las ecuaciones para el cálculo de la energía cinética de los componentes de 

un sistema rotodinámico se ven afectadas al considerar el movimiento transitorio 𝜙̇(𝑡). 
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2.5  RAMPA DE EXCITACIÓN 

 

El término rampa de excitación significa una variación de la frecuencia de excitación de 

manera continua con una tasa específica con respecto al tiempo y puede ser en sentido 

ascendente (subidas) o descendente (bajadas). 

 

La frecuencia de excitación de la mayoría de los sistemas rotatorios reales no varía 

linealmente con el tiempo. Sin embargo, en algunos casos, la variación de frecuencia es 

lo suficientemente lenta como para aproximarla a una función lineal en un intervalo 

limitado de frecuencias [10]. La variación de la frecuencia de excitación es de la forma: 

 

𝜙̇(𝑡) = 𝜔0 + 𝜙̈ 𝑡 (2.94) 

Donde: 

𝜔0 = frecuencia de excitación al inicio de la rampa. 

𝜙̈ = aceleración o tasa de cambio de la frecuencia de excitación con respecto al tiempo. 

 
 
2.6 PARÁMETROS QUE INFLUYEN EN LA RESPUESTA VIBRATORIA DE UN ROTOR  
 

 
De acuerdo con los autores citados en la revisión bibliográfica [10], la respuesta 

vibratoria de un rotor asimétrico con excitación de frecuencia variable (rampa de 

excitación) depende principalmente de tres parámetros adimensionales: 

 

a) Factor de amortiguamiento modal del sistema. Este parámetro es diferente para 

cada modo de vibración del rotor y puede expresarse de la manera siguiente: 

 

𝜁 =
𝑐

2𝑚𝜔∗
 (2.95) 

 

Donde 𝜔∗es la frecuencia natural promedio del sistema para un modo de vibración en 

particular, definiéndose como: 

 

𝜔∗ = √
𝜔𝑢2 + 𝜔𝑣2

2
 

(2.96) 

Siendo 𝜔𝑢 y 𝜔𝑣 las frecuencias naturales correspondientes a las rigideces 𝑘𝑢 y 𝑘𝑣 de la 

sección transversal del rotor respectivamente. 
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b) Factor de velocidad de la rampa de excitación: 

 

𝑊𝑎 =
𝜔∗2

𝜙̈
= 4𝜋𝑁 

(2.97) 

 

Donde  N es el número de ciclos de la excitación que ocurren al variar la frecuencia de 
excitación desde cero hasta la frecuencia natural del sistema. 
 
c) Factor de asimetría modal. Expresa el grado de asimetría existente en el modo de 
vibración considerado y está dado por: 
 

𝜇 =
1

2
 
𝜔𝑢

2 − 𝜔𝑣
2

𝜔𝑢2 + 𝜔𝑣2
 

(2.98) 

 
Para que la respuesta vibratoria del rotor asimétrico sea estable, considerando rampas 

de excitación, debe satisfacerse la relación siguiente: 

 

𝜁 > 𝜇 (2.99) 

 

Si la relación  (2.99) no se satisface, se presentará una región de inestabilidad en el 

sistema en la zona de resonancia. 

 

Para el caso de un rotor simétrico,  en los incisos a) y b) 𝜔∗ = 𝜙̇𝑛 , donde 𝜙̇𝑛 se define 

por la ecuación (2.37) y el inciso c) no es aplicable ya que el factor de asimetría  modal 

se considera igual a cero. 

 

Un parámetro adimensional de efecto de barrido (rampa de excitación) según 

Gutiérrez [34] para el análisis de la respuesta vibratoria en la región correspondiente a 

la zona de resonancia, está definido como: 

 

𝜖 =
𝜙̈

𝜔∗2𝜁2
 (2.100) 

 

La vibración de un rotor simétrico aplicando rampas de excitación puede considerarse 

aproximadamente igual a la de estado estable si 0 ≤ 𝜖 ≤ 0.04. 
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2.7 MÉTODOS DE SOLUCIÓN AL MODELO MATEMÁTICO 

 

2.7.1  SOLUCIÓN EN ESTADO ESTABLE PARA UN ROTOR SIMÉTRICO 

 

Las ecuaciones de movimiento (2.32) y (2.33) correspondientes al rotor simétrico con 

2 GDL analizado anteriormente, pueden escribirse de forma general como: 

 

[𝑀]{𝑈̈} + [𝐶]{𝑈̇} + [𝐾]{𝑈} = {𝐹(𝑡)}                                      (2.101) 

 

Donde {𝑈} es el vector que contiene todos los desplazamientos; [𝑀] es la matriz de 

masa del sistema, [𝐶] es la matriz de amortiguamiento, [𝐾] es la matriz de rigidez y 

{𝐹(𝑡)} el vector de fuerza. 

 

La ecuación (2.101) se puede solucionar en condiciones de estado estable, la solución 

provee de la respuesta vibratoria en ambas direcciones simultáneamente. 

 

El desbalance  𝐹(𝑡) está determinado por: 

{𝐹(𝑡)} = {𝐹1}𝑐𝑜𝑠 𝜙 + {𝐹2}𝑠𝑒𝑛 𝜙                                                (2.102) 

Donde:  

{𝐹1} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
cos 𝛼
sen 𝛼

],          {𝐹2} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
−sen𝛼
cos 𝛼

]             

 
Para obtener la respuesta vibratoria a causa del desbalance, se propone una solución 

para la ecuación (2.101) de la forma: 

 
𝑈 = 𝑢1𝑠𝑒𝑛 𝜙 + 𝑢2𝑐𝑜𝑠 𝜙                                               (2.103) 

 
Sustituyendo la ecuación (2.103) y sus derivadas en la ecuación (2.101), e 

identificando los términos en 𝑠𝑒𝑛 𝜙 y 𝑐𝑜𝑠 𝜙 se obtiene: 

 

[
[𝐾] − 𝜙̇2[𝑀]

−𝜙̇[𝐶]

𝜙̇[𝐶]

[𝐾] − 𝜙̇2[𝑀]
] [
𝑢1
𝑢2
] = [

𝐹1
𝐹2
]                                 (2.104) 

 

El arreglo matricial (2.104) se resuelve para los valores de la velocidad angular 𝜙̇.  
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2.7.2 MÉTODOS NUMÉRICOS  

 

De acuerdo con Bathe [35], los métodos numéricos de integración directa pueden 
utilizarse para resolver cualquier ecuación diferencial, ya sea lineal o no lineal. 
 

El término “integración directa” se refiere a que no se requiere ninguna transformación 
de las ecuaciones (como por ejemplo reducción de orden) antes de la integración 
numérica. Estos métodos integran las ecuaciones, mediante un procedimiento 
numérico paso a paso y consisten en encontrar una solución a todo el sistema de 
ecuaciones en cada intervalo discreto de tiempo Δt, en vez de una solución general 
para cualquier instante de tiempo t, asumiendo una variación de los desplazamientos, 
velocidades y aceleraciones en cada intervalo de tiempo Δt. Esta última consideración, 
determina la precisión, estabilidad y esfuerzo de cómputo del procedimiento de 
solución. Algunos de los métodos de integración directa más populares en el diseño 
estructural son los de Diferencia Central, Houbolt, Newmark y Wilson θ. 
 
2.7.2.1  INTEGRACIÓN DIRECTA DE NEWMARK 

 

El método de integración directa de Newmark se basa en la suposición de que la 

aceleración varía linealmente entre dos instantes de tiempo [35]. Las expresiones para 

la velocidad y el desplazamiento están dadas por: 

 

𝑈̇ 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝑈̇ 

(𝑡) + [(1 − 𝛿) 𝑈̈ 
(𝑡) + 𝛿 𝑈̈ 

(𝑡+Δ𝑡) ]Δ𝑡                          (2.105) 

𝑈 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝑈 

(𝑡) + 𝑈̇ 
(𝑡) Δ𝑡 + [(

1

2
− 𝛼) 𝑈̈ 

(𝑡) + 𝛼 𝑈̈ 
(𝑡+Δ𝑡) ] Δ𝑡2               (2.106) 

 

Los parámetros 𝛿 y 𝛼 se eligen para obtener la precisión y la estabilidad deseada en la 

integración. Cuando 𝛿 = 1/2 y 𝛼 = 1/4, corresponde a la suposición de que la 

aceleración se mantiene constante en un valor promedio de ( 𝑈̈ 
(𝑡) + 𝑈̇ 

(𝑡+Δ𝑡) )/2. 

 

 
Figura 2.9. Esquema de la aceleración promedio de Newmark [35]. 
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El algoritmo completo utilizando el método de integración numérica de Newmark se 

muestra en la Tabla 2.1. 

 

Tabla 2.1 Algoritmo basado en el método de Newmark. 

𝛿 ≥ 0.5;  𝛼 ≥ 0.25(0.5 + 𝛿)2 

(𝑎) Cálculos iniciales: 
        
       1. Formular las matrices de rigidez [𝐾], masa [𝑀] y amortiguamiento [𝐶] 
 

       2. Condiciones iniciales 𝑈0, 𝑈0̇ y 𝑈0̈. 
 
       3. Seleccionar el paso de tiempo ∆𝑡, los parámetros 𝛿 y 𝛼, y calcular las constantes 
de integración. 
 

 

𝑎0 =
1

𝛼(∆𝑡)2
;  𝑎1 =

𝛿

𝛼∆𝑡
;  𝑎2 =

1

𝛼∆𝑡
;  𝑎3 =

1

2𝛼
− 1;  𝑎4 =

𝛿

𝛼
− 1; 

 

𝑎5 =
∆𝑡

2
(
𝛿

𝛼
− 2);  𝑎6 = ∆𝑡(1 − 𝛿);  𝑎7 = 𝛿∆𝑡 

 

       4. Formular la matriz de rigidez efectiva:    [𝐾̂] = [𝐾] + 𝑎0[𝑀] + 𝑎1[𝐶] 

 

       5. Triangularizar  [𝐾̂] ∶  [𝐾̂] = [𝐿][𝐷][𝐿]𝑇 

 

𝐹̂ 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝐹 

(𝑡+Δ𝑡) + [𝑀](𝑎0 𝑈 
(𝑡) + 𝑎2 𝑈̇ 

(𝑡) + 𝑎3 𝑈̈ 
(𝑡) ) + [𝐶](𝑎1 𝑈 

(𝑡) + 𝑎4 𝑈̇ 
(𝑡) + 𝑎5 𝑈̈ 

(𝑡) )  

[𝐾̂] 𝑈 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝐹̂ 

(𝑡+Δ𝑡)  

𝑈̈ 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝑎0( 𝑈 

(𝑡+Δ𝑡) − 𝑈 
(𝑡) ) − 𝑎2 𝑈̇ 

(𝑡) − 𝑎3 𝑈̈ 
(𝑡)  

𝑈̇ 
(𝑡+Δ𝑡) = 𝑈̇ 

(𝑡) + 𝑎6 𝑈̈ 
(𝑡) + 𝑎7 𝑈̈ 

(𝑡+Δ𝑡)  

 
(𝑏) Para cada paso de tiempo: 
 
       1. Calcular el vector de fuerza efectiva en el tiempo 𝑡 + ∆𝑡: 
 

     
          2. Resolver para los desplazamientos en el tiempo 𝑡 + ∆𝑡 
 

 

      3. Calcular 𝑈 ̇ y 𝑈̈ en el tiempo 𝑡 + ∆𝑡: 
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2.8 AMORTIGUAMIENTO ESPECTRAL 

 

El amortiguamiento es una fuente de disipación de energía en la estructura y eso 

conduce al decaimiento de la amplitud de vibración libre en función del tiempo. 

Normalmente, es difícil obtener el amortiguamiento global de un sistema, y en general, 

se debe determinar experimentalmente [36]. En vibraciones libres y análisis modal, el 

amortiguamiento se puede despreciar o se puede asumir un valor pequeño para el 

amortiguamiento global del sistema. Esta es una suposición razonable ya que en la 

práctica el amortiguamiento es lo suficientemente pequeño, y por lo general, se 

supone del tipo viscoso. En las vibraciones forzadas sin embargo, cuando la frecuencia 

forzada esta cerca de una de las frecuencias naturales del sistema, la respuesta es 

dominada por los valores específicos de amortiguamiento. De acuerdo con Malkus et 

al. [37], el análisis computacional del amortiguamiento puede ser categorizado como:   

 

• Métodos de amortiguamiento fenomenológico, que consisten en modelar el 

mecanismo de amortiguamiento, el cual puede ser elasto-plástico, histerético, uniones 

estructurales con fricción, etc. 

 

 • Métodos de amortiguamiento espectral, donde se introduce amortiguamiento 

viscoso a través de fracciones de amortiguamiento crítico exclusivas para un 

determinado modo de vibración o para un intervalo de frecuencias  (ω1 −ω2). 

 

Los métodos fenomenológicos, requieren modelos detallados para los mecanismos 

disipativos y casi siempre dan como resultado análisis no lineales, por lo tanto, rara vez 

se utilizan.  

 

En el método de amortiguamiento espectral se realiza experimentación con la 

respuesta vibratoria de la estructura para asignar una fracción de amortiguamiento 

crítico como una función de la frecuencia. Un procedimiento de amortiguamiento 

espectral conocido como Rayleigh o proporcional, consiste en formar una matriz de 

amortiguamiento global [C] a partir de una combinación lineal de las matrices de 

rigidez [K] y masa [M], como se muestra en la ecuación (2.107):   

 

[C] = σ[K] + τ[M] (2.107) 

donde σ y τ son constantes de amortiguamiento proporcional de rigidez y masa 

respectivamente.  
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La matriz [C] dada por la ecuación (2.107), es una matriz de amortiguamiento 

ortogonal, ya que permite que los modos sean desacoplados por los eigenvectores 

asociados con el sistema sin amortiguamiento. La relación entre σ y τ, y la fracción de 

amortiguamiento crítico ξ en la frecuencia ω está dada por la siguiente ecuación: 

 

ξ =
1

2
(σω +

τ

ω
) 

(2.108) 

 

Las constantes de amortiguamiento σ y τ, se determinan por la elección de las 

fracciones de amortiguamiento crítico (ξ1  y  ξ2), a dos frecuencias diferentes 

(ω1  y  ω2) y solucionando las ecuaciones simultáneas para σ y τ. De esta forma se 

tiene:  

 

σ = 2(ξ2ω2 − ξ1ω1)/(ω2
2 −ω1

2) (2.109) 

τ = 2ω1ω2(ξ1ω2 − ξ2ω1)/(ω2
2 −ω1

2) (2.110) 

 
En la Figura 2.10, se muestran las contribuciones de masa y rigidez a la fracción de 

amortiguamiento crítico en función de la frecuencia. El amortiguamiento atribuible a 

σ[K] aumenta con el incremento de la frecuencia, mientras que el amortiguamiento 

atribuible a τ[M] aumenta con el decremento de la frecuencia.  Por lo general, ω1 y ω2 

se eligen para limitar el espectro de diseño. De esta forma, ω1 se toma como la 

frecuencia natural más baja de la estructura, y ω2 es la frecuencia máxima de interés. 

 

 
Figura 2.10. Fracción del amortiguamiento crítico en función de la frecuencia para el 

amortiguamiento de Rayleigh [37]. 
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CAPÍTULO III  

 

MODELO MATEMÁTICO PROPUESTO DE UN ROTOR 

ASIMÉTRICO DE MÚLTIPLES GRADOS DE LIBERTAD 

 

Tomando como base la metodología y el desarrollo del modelo matemático para un 

rotor  simétrico de múltiples grados de libertad presentado por Ferraris y Lalane [33] 

(ver Capítulo II), con el objetivo de observar los efectos de la asimetría en la respuesta 

de vibración del sistema, en este capítulo se presenta el desarrollo del modelo 

matemático propuesto para un rotor asimétrico de múltiples grados de libertad. 

 

La geometría de la sección transversal que se considera para la flecha asimétrica se 

muestra en la figura 3.1. De acuerdo con Pisarenko [38], los momentos de inercia con 

respecto al marco de referencia rotatorio  𝐼𝑥 y 𝐼𝑧 se definen como:  

 

 
Figura 3.1 Sección transversal asimétrica de la flecha [38]. 

 

𝐼𝑥 =
(2𝑠)4

32
(𝜗 −

𝑠𝑒𝑛 (4𝜗)

4
)                                          (3.1) 

 

𝐼𝑧 =
(2𝑠)4

32
(𝜗 +

𝑠𝑒𝑛 (2𝜗)

2
+
𝑠𝑒𝑛(2𝜗)𝑐𝑜𝑠(𝜗)2

3
)                        (3.2) 
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𝑆 = 𝑠2(𝑠𝑒𝑛(2𝜗) + 2𝜗)                                               (3.3) 

Donde: 

𝜏 = cos−1 (1 −
𝑠 − 𝑓

𝑠
) 

 

𝜗 =
𝜋

2
− 𝜏 

 

Para el caso de una flecha asimétrica con la geometría que se muestra en la figura 3.1, 

los momentos de inercia 𝐼𝑥 e 𝐼𝑧  que se encuentran expresados por definición en las 

ecuaciones (2.16) y (2.17) del Capítulo II, se determinan mediante las ecuaciones (3.1) 

y (3.2) respectivamente.  

 

3.1  ENERGÍA CINÉTICA DE LA FLECHA ASIMÉTRICA 

 

Como se mencionó anteriormente, la ecuación de la energía cinética de una flecha 

proviene de una extensión de la ecuación general del disco, ecuación (2.5), y en su 

forma más general sin despreciar ningún término en el vector de velocidad angular, 

ecuación (2.3), ni realizar simplificaciones por geometría, resulta en: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌𝐼𝑥
2
∫ (𝜓̇2𝑠𝑒𝑛2𝜙 − 2𝜓̇𝜃̇𝑠𝑒𝑛𝜙𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝜃̇2𝑐𝑜𝑠2𝜙)
𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌𝐼𝑦

2
∫ (𝜙̇2 + 2𝜙̇𝜓̇𝜃 + 𝜓̇2𝜃2)𝑑𝑦
𝐿

0

+
𝜌𝐼𝑧
2
∫ (𝜓̇2𝑐𝑜𝑠2𝜙 + 2𝜓̇𝜃̇𝑠𝑒𝑛𝜙𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝜃̇2𝑠𝑒𝑛2𝜙)
𝐿

0

𝑑𝑦                             (3.4) 

donde 𝜌 es la masa por unidad de volumen, 𝑆 es el área de la sección transversal de la 

viga,  𝐼𝑥, 𝐼𝑧 son los momentos de inercia de área de la sección transversal de la flecha e 

𝐼𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑧 es el momento polar de inercia a lo largo del eje neutro.  

 

La primera integral es la expresión de la energía cinética de una viga en flexión; la 

segunda y la cuarta  integral es el efecto secundario de la inercia rotacional (viga de 

Timoshenko); el término 𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇
2 es constante y no tiene influencia en las ecuaciones a 

causa de que la velocidad angular 𝜙̇ = 𝑐𝑡𝑒. y el término se anula al aplicar la ecuación 

de Lagrange, el término 𝜌𝐼𝑦𝜓̇
2𝜃2  se desprecia por que 𝜃2 es muy pequeño; finalmente,  

la tercera integral representa el efecto giroscópico (Coriolis).   
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3.2 ENERGÍA DE DEFORMACIÓN DE LA FLECHA ASIMÉTRICA 

 

Si se sustituyen todos los términos de la deformación  longitudinal (2.8) en la expresión 

de la energía de deformación dada por la ecuación (2.12) del Capítulo II, la ecuación 

general de la energía de deformación se expresa como: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫ ∫ [(−𝑥

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
− 𝑧

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

+ (−𝑥
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
− 𝑧

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)((

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

)
 

𝑠

𝐿

0

+
1

4
((
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

)

2

] 𝑑𝑠𝑑𝑦                                                                    (3.5) 

 

Introduciendo los momentos de inercia de área respecto a los ejes x y z, tal como se 

definió en las ecuaciones (2.16)  𝑦 (2.17) respectivamente, así como los productos de 

inercia,  momentos estáticos y área definidos por: 

𝐼𝑥𝑧 = ∫𝑥𝑧𝑑𝑠
 

𝑠

                                                           (3.6) 

𝑄𝑥 = ∫𝑧𝑑𝑠
 

𝑠

                                                              (3.7) 

𝑄𝑧 = ∫𝑥𝑑𝑠
 

𝑠

                                                              (3.8) 

𝑆 = ∫𝑑𝑠
 

𝑠

                                                                 (3.9) 

 

 La ecuación (3.5) queda:  

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫[𝐼𝑧 (

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)

2

+ 2𝐼𝑥𝑧
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2

𝐿

0

− (𝑄𝑥
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦2
+ 𝑄𝑧

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑦2
)((

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

)

+
1

4
𝑆 ((

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑦
)
2

)

2

] 𝑑𝑦                                                                    (3.10) 
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Sustituyendo las ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuación (3.10) se tiene: 

 

𝑈1 =
𝐸

2
∫[(𝐼𝑧𝑐𝑜𝑠

2𝜙 + 𝐼𝑥𝑠𝑒𝑛
2𝜙 + 𝐼𝑥𝑧𝑠𝑒𝑛(2𝜙)) (

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2𝐿

0

+ (𝐼𝑧𝑠𝑒𝑛
2𝜙 + 𝐼𝑥𝑐𝑜𝑠

2𝜙 − 𝐼𝑥𝑧𝑠𝑒𝑛(2𝜙)) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

+ [(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙) + 2𝐼𝑥𝑧𝑐𝑜𝑠(2𝜙)]
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

− ((𝑄𝑥𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑄𝑧𝑠𝑒𝑛𝜙)
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ (𝑄𝑧𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑄𝑥𝑠𝑒𝑛𝜙)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)((

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

) +
1

4
𝑆 ((

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

)

2

] 𝑑𝑦                                                   (3.11) 

 

De acuerdo con la geometría propuesta para la sección trasversal de la flecha del rotor, 

ésta presenta doble simetría, por tanto el producto de inercia 𝐼𝑥𝑧 = 0,  así como los 

momentos estáticos o primeros momentos de área  respecto a los ejes centroidales  

𝑄𝑥 = 0 y 𝑄𝑧 = 0.  Por otra parte, el último término de la ecuación (3.11) que multiplica 

al área 𝑆, representa el cuadrado de los desplazamientos y corresponde a la parte no 

lineal de la deformación 𝜀𝑛𝑙,  por lo que este término puede despreciarse. 

De acuerdo con lo anterior, la ecuación (3.11) se reduce como: 

 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
∫[(𝐼𝑧𝑐𝑜𝑠

2𝜙 + 𝐼𝑥𝑠𝑒𝑛
2𝜙)(

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ (𝐼𝑧𝑠𝑒𝑛
2𝜙 + 𝐼𝑥𝑐𝑜𝑠

2𝜙)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2𝐿

0

+ [(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙)]
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
] 𝑑𝑦                                                                        (3.12)   

Agrupando términos  semejantes en  𝑠𝑒𝑛2𝜙 𝑦 𝑐𝑜𝑠2𝜙 se tiene: 

 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
∫ {[𝐼𝑥 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑧 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] 𝑠𝑒𝑛2𝜙 + [𝐼𝑧 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] 𝑐𝑜𝑠2𝜙

𝐿

0

+ (𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙)
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
} 𝑑𝑦                                                                             (3.13)  
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Sustituyendo las identidades trigonométricas (3.14) de doble ángulo correspondientes 

al  𝑠𝑒𝑛2𝜙 y 𝑐𝑜𝑠2𝜙 en la ecuación (3.13):  

 

𝑠𝑒𝑛2𝜙 =
1

2
−
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙),         𝑐𝑜𝑠2𝜙 =

1

2
+
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙)                         (3.14) 

 

 se tiene: 

 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
∫{[𝐼𝑥 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑧 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] (
1

2
−
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙))

𝐿

0

+ [𝐼𝑧 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] (
1

2
+
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙)) + (𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
} 𝑑𝑦  

(3.15) 

Reagrupando términos, la ecuación (3.15) se puede reescribir como:  

 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
∫{(

𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) [(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] + (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) 𝑐𝑜𝑠(2𝜙) [(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

− (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

+ (𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙)
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
} 𝑑𝑦                                                                             (3.16) 

 

Declarando las siguientes relaciones:  

𝐼𝑝 = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

)      𝐼𝑑 = (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

)                                                      (3.17) 

 

Finalmente se obtiene la ecuación para la energía de deformación de la flecha 

asimétrica: 

 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
∫{𝐼𝑝 [(

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

+ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

] + 𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙) [(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

− (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

2

]

𝐿

0

+ 2𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 } 𝑑𝑦                                                                                     (3.18)  



Modelo Matemático Propuesto de un Rotor Asimétrico de Múltiples GDL Capítulo III 

 

 60 

 

3.3 MODELADO DE LA FLECHA ASIMÉTRICA 

 

La flecha se modela como una viga con sección transversal asimétrica, ver figura 3.1. De 

igual forma, el elemento finito utilizado en la discretización tiene dos nodos, cada uno 

con cuatro grados de libertad los cuales representan cuatro desplazamientos laterales 

y cuatro rotaciones. 

 

Sustituyendo las ecuaciones (2.57)𝑦 (2.58) y sus derivadas correspondientes en la 

ecuación (3.4), se tiene que la ecuación de la energía cinética se define como: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌

2
(𝐼𝑥𝑠𝑒𝑛

2𝜙 + 𝐼𝑧𝑐𝑜𝑠
2𝜙)∫ (

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌

2
(𝐼𝑥𝑐𝑜𝑠

2𝜙 + 𝐼𝑧𝑠𝑒𝑛
2𝜙)∫ (

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑦
𝐿

0

 +
𝜌

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛2𝜙∫

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

𝐿

0

𝑑𝑦

− 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦

L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                               (3.19) 

 

Agrupando términos semejantes en 𝑠𝑒𝑛2𝜙 𝑦 𝑐𝑜𝑠2𝜙 de la ecuación (3.19) se tiene: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌

2
𝑠𝑒𝑛2𝜙∫ [𝐼𝑥 (

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ 𝐼𝑧 (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

]
𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌

2
𝑐𝑜𝑠2𝜙∫ [𝐼𝑧 (

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

] 𝑑𝑦
𝐿

0

 +
𝜌

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛2𝜙∫

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

𝐿

0

𝑑𝑦

− 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦

L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                               (3.20) 

 

Sustituyendo las ecuaciones (3.14) en (3.20), 𝑇𝑠 queda como: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌

2
(
1

2
−
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙))∫ [𝐼𝑥 (

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ 𝐼𝑧 (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

]
𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌

2
(
1

2
+
1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜙))∫ [𝐼𝑧 (

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ 𝐼𝑥 (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

] 𝑑𝑦
𝐿

0

 

+
𝜌

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛2𝜙∫

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

𝐿

0

𝑑𝑦 − 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦

L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                                                                       (3.21) 
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Reagrupando términos:  

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌

2
(
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

)∫ [(
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

]
𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌

2
(
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) 𝑐𝑜𝑠(2𝜙)∫ [(
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

− (
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

] 𝑑𝑦
𝐿

0

 +
𝜌

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛2𝜙∫

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

𝐿

0

𝑑𝑦

− 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦

L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                               (3.22) 

 

Sustituyendo las ecuaciones (3.17) en (3.22)  finalmente se tiene que: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫ (𝑢̇2 + 𝑤̇2)
𝐿

0

𝑑𝑦 +
𝜌

2
𝐼𝑝∫ [(

𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

]
𝐿

0

𝑑𝑦

+
𝜌

2
𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)∫ [(

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
)
2

− (
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦
)
2

] 𝑑𝑦
𝐿

0

 + 𝜌𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛2𝜙∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

𝐿

0

𝑑𝑦

− 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫
𝜕𝑢̇

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦

L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                               (3.23) 

 

Retomando la ecuación (3.23) y sustituyendo las relaciones (2.62) y (2.63), esta se 

puede reescribir como: 

 

𝑇𝑠 =
𝜌𝑆

2
∫[𝛿𝑢̇𝑇𝑁1

𝑇𝑁1𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇
𝑇𝑁2

𝑡𝑁2𝛿𝑤̇]𝑑𝑦

𝐿

0

+
𝜌

2
𝐼𝑝∫ [𝛿𝑢̇𝑇

𝑑𝑁1
𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁1
𝑑𝑦

𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇𝑇
𝑑𝑁2

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤̇] 𝑑𝑦
𝐿

0

+
𝜌

2
𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)∫ [𝛿𝑤̇𝑇

𝑑𝑁2
𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤̇ − 𝛿𝑢̇𝑇
𝑑𝑁1

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁1
𝑑𝑦

𝛿𝑢̇] 𝑑𝑦
𝐿

0

 

+ 𝜌𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛2𝜙∫ [ 𝛿𝑢̇𝑇
𝑑𝑁1

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤̇]
𝐿

0

𝑑𝑦 − 𝜌𝐼𝑦𝜙̇ ∫ [ 𝛿𝑢̇𝑇
𝑑𝑁1

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝛿𝑤]𝑑𝑦
L

0

+
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                                                                                                       (3.24) 

 

Sustituyendo las funciones de forma definidas por las ecuaciones (2.64) y (2.65)  y sus 

derivadas correspondientes en (3.24),  la ecuación para la energía cinética de la flecha 

se modifica como: 

 

𝑇𝑠 = 𝑇1 + 𝑇2 

 

Con:  

(3.25) 
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𝑇1 =
𝜌𝑆

2
[𝛿𝑢̇𝑇𝑀1𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇

𝑇𝑀2𝛿𝑤̇] 

𝑇2 =
𝜌

2
𝐼𝑝[𝛿𝑢̇

𝑇𝑀3𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇
𝑇𝑀4𝛿𝑤̇] +

𝜌

2
𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)[𝛿𝑤̇

𝑇𝑀4𝛿𝑤̇ − 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀3𝛿𝑢̇]  

+ 𝜌𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛2𝜙[ 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀5𝛿𝑤̇] − 𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝛿𝑢̇

𝑇𝑀5𝛿𝑤] +
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
 

 

 

Donde: 

 

𝑀1 = ∫ 𝑁1
𝑇𝑁1 

𝐿

0

 

 

𝑀2 = ∫ 𝑁2
𝑇𝑁2 

𝐿

0

 

 

𝑀3 = ∫
𝑑𝑁1

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁1
𝑑𝑦

𝐿

0

 

 

𝑀4 = ∫
𝑑𝑁2

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝐿

0

 

 

𝑀5 = ∫
𝑑𝑁1

𝑇

𝑑𝑦

𝑑𝑁2
𝑑𝑦

𝐿

0

 

 

De las matrices 𝑀1, 𝑀2,  𝑀3, 𝑀4 𝑦 𝑀5 se determina la matriz de masa de translación 𝑀, 

la matriz del efecto secundario de la inercia rotacional 𝑀𝑠 y la matriz de los efectos 

giroscópicos 𝐶𝑠 .  

 

Realizando las integraciones correspondientes, se tiene que: 

 

𝑀1 =
𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
156
0
0

−22𝐿
54
0
0
13𝐿

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

−22𝐿
0
0
4𝐿2

−13𝐿
0
0

−3𝐿2

54
0
0

−13𝐿
156
0
0
22𝐿

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

13𝐿
0
0

−3𝐿2

22𝐿
0
0
4𝐿2 ]
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𝑀2 =
𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
156
22𝐿
0
0
54
−13𝐿
0

 

0
22𝐿
4𝐿2

0
0
13𝐿
−3𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
54
13𝐿
0
0
156
−22𝐿
0

 

0
−13𝐿
−3𝐿2

0
0

−22𝐿
4𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑀3 =
1

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

0
0
0
0
0
0
0
0

   

0
0
0
0
0
0
0
0

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

  

0
0
0
0
0
0
0
0

   

0
0
0
0
0
0
0
0

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑀4 =
1

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

   

0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

   

0
3𝐿
4𝐿2

0
0
−3𝐿
−𝐿2

0

   

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

   

0
3𝐿
−𝐿2

0
0
−3𝐿
4𝐿2

0

   

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑀5 =
1

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

   

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

3𝐿
0
0

−4𝐿2

−3𝐿
0
0
𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

3𝐿
0
0
𝐿2

−3𝐿
0
0

−4𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

De la aplicación de la ecuación de Lagrange a la ecuación (3.25), se obtiene 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= (𝑀 +𝑀𝑠)𝛿̈ + 𝜙̇𝐶𝑠𝛿̇                                      (3.26) 

Donde 𝑀 representa la matriz de masa para el movimiento de translación, 𝑀𝑠 la matriz 

de masa para el movimiento de rotación y 𝐶𝑠 la matriz de efectos giroscópicos. 
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3.3.1 MATRIZ DE MASA DE TRANSLACIÓN 

 

Retomando 𝑇1 de la ecuación (3.25)  se tiene que: 

 

𝑇1 =
𝜌𝑆

2
[𝛿𝑢̇𝑇𝑀1𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇

𝑇𝑀2𝛿𝑤̇]                                       (3.27) 

 

Aplicando la ecuación de Lagrange a (3.27) se encuentra que: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇1

𝜕𝛿𝑢̇
) −

𝜕𝑇1
𝜕𝛿𝑢

=
𝜌𝑆

2
[𝑀1𝛿𝑢̈ + 𝛿𝑢̈

𝑇𝑀1] =
𝜌𝑆

2
[𝑀1𝛿𝑢̈ + 𝑀1

𝑇𝛿𝑢̈] = 𝜌𝑆[𝑀1𝛿𝑢̈]          (3.28) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇1

𝜕𝛿𝑤̇
) −

𝜕𝑇1
𝜕𝛿𝑤

=
𝜌𝑆

2
[𝑀2𝛿𝑤̈ + 𝛿𝑤̈

𝑇𝑀2] =
𝜌𝑆

2
[𝑀2𝛿𝑤̈ + 𝑀2

𝑇𝛿𝑤̈] = 𝜌𝑆[𝑀2𝛿𝑤̈]     (3.29) 

 

En (3.28) 𝑦 (3.29) se utilizó la propiedad (AB)T =BTAT , además de 𝑀1 = 𝑀1
𝑇, 𝑀2 =

𝑀2
𝑇por ser matrices simétricas, por tanto de forma generalizada (3.28) 𝑦 (3.29) se 

puede escribir como. 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇1

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇1
𝜕𝛿

=  𝜌𝑆[𝑀1𝛿𝑢̈ + 𝑀2𝛿𝑤̈]                                  (3.30) 

 
Sustituyendo las matrices 𝑀1 y 𝑀2, así como las derivadas de los vectores que 
contienen los grados de libertad por nodo ecuaciones (2.60) 𝑦 (2.61) en (3.30) se 
tiene que: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇1

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇1
𝜕𝛿

=  
𝜌𝑆𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
156
0
0

−22𝐿
54
0
0
13𝐿

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

−22𝐿
0
0
4𝐿2

−13𝐿
0
0

−3𝐿2

54
0
0

−13𝐿
156
0
0
22𝐿

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 

13𝐿
0
0

−3𝐿2

22𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑢̈1
0
0
𝜓̈1
𝑢̈2
0
0
𝜓̈2

 

]
 
 
 
 
 
 
 

 

+
𝜌𝑆𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
156
22𝐿
0
0
54
−13𝐿
0

 

0
22𝐿
4𝐿2

0
0
13𝐿
−3𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

 0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
54
13𝐿
0
0
156
−22𝐿
0

 

0
−13𝐿
−3𝐿2

0
0

−22𝐿
4𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0
𝑤̈1
𝜃̈1
0
0
𝑤̈2
𝜃̈2
0

 

]
 
 
 
 
 
 
 

                    (3.31) 
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Reagrupando (3.31) de acuerdo con la ecuación (2.59), esta se puede reescribir como: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇1

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇1
𝜕𝛿

=
𝜌𝑆𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
156
0
0

−22𝐿
54
0
0
13𝐿

 

0
156
22𝐿
0
0
54
−13𝐿
0

 

0
22𝐿
4𝐿2

0
0
13𝐿
−3𝐿2

0

 

−22𝐿
0
0
4𝐿2

−13𝐿
0
0

−3𝐿2

54
0
0

−13𝐿
156
0
0
22𝐿

 

0
54
13𝐿
0
0
156
−22𝐿
0

 

0
−13𝐿
−3𝐿2

0
0

−22𝐿
4𝐿2

0

 

13𝐿
0
0

−3𝐿2

22𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑢̈1
𝑤̈1
𝜃̈1
𝜓̈1
𝑢̈2
𝑤̈2
𝜃̈2
𝜓̈2

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

      (3.32) 

 

La ecuación (3.32) representa la matriz de masa consistente para el movimiento de 

traslación, la cual finalmente se define como:  

𝑀 =
𝜌𝑆𝐿

420

[
 
 
 
 
 
 
 
156
0
0

−22𝐿
54
0
0
13𝐿

 

0
156
22𝐿
0
0
54
−13𝐿
0

 

0
22𝐿
4𝐿2

0
0
13𝐿
−3𝐿2

0

 

−22𝐿
0
0
4𝐿2

−13𝐿
0
0

−3𝐿2

54
0
0

−13𝐿
156
0
0
22𝐿

 

0
54
13𝐿
0
0
156
−22𝐿
0

 

0
−13𝐿
−3𝐿2

0
0

−22𝐿
4𝐿2

0

 

13𝐿
0
0

−3𝐿2

22𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

                    (3.33) 

 
donde 𝜌 denota la densidad volumétrica del material, 𝑆 el área de la sección transversal 
de la flecha, y  𝐿 la longitud del elemento finito tipo viga.  
 
3.3.2 MATRIZ DE MASA DE ROTACIÓN Y MATRIZ DE EFECTOS GIROSCÓPICOS  
 

Para obtener la matriz de masa consistente para el movimiento de rotación y la matriz 
de efectos giroscópicos, se retoma  𝑇2 de la ecuación (3.25). 
 

𝑇2 =
𝜌

2
𝐼𝑝[𝛿𝑢̇

𝑇𝑀3𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑤̇
𝑇𝑀4𝛿𝑤̇] +

𝜌

2
𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)[𝛿𝑤̇

𝑇𝑀4𝛿𝑤̇ − 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀3𝛿𝑢̇]

+ 𝜌𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛2𝜙[ 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀5𝛿𝑤̇] − 𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝛿𝑢̇

𝑇𝑀5𝛿𝑤] +
𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇

2 

2
                                (3.34) 

 

Aplicando  la ecuación de Lagrange a (3.34), se tiene que: 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇2

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇2
𝜕𝛿

=
𝜌

2
𝐼𝑝
𝑑

𝑑𝑡
([𝑀3𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑢̇

𝑇𝑀3] + [𝑀4𝛿𝑤̇ + 𝛿𝑤̇
𝑇𝑀4])

+
𝜌

2
𝐼𝑑
𝑑

𝑑𝑡
{𝑐𝑜𝑠(2𝜙)([𝑀4𝛿𝑤̇ + 𝛿𝑤̇

𝑇𝑀4] − [𝑀3𝛿𝑢̇ + 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀3])}

+ 𝜌𝐼𝑑
𝑑

𝑑𝑡
(𝑠𝑒𝑛2𝜙[ 𝑀5𝛿𝑤̇ + 𝛿𝑢̇

𝑇𝑀5]) − 𝜌𝐼𝑦
𝑑

𝑑𝑡
(𝜙̇[ 𝑀5𝛿𝑤])

− (−𝜌𝐼𝑦𝜙̇[𝛿𝑢̇
𝑇𝑀5])                                                                                            (3.35) 



Modelo Matemático Propuesto de un Rotor Asimétrico de Múltiples GDL Capítulo III 

 

 66 

 

De manera similar que en la ecuación (3.27), en la ecuación (3.35) se usa la propiedad 

(AB)T = BTAT, además de 𝑀3 = 𝑀3
𝑇, 𝑀4 = 𝑀4

𝑇por ser matrices simétricas, desarrollando 

se tiene: 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇2

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇2
𝜕𝛿

= 𝜌𝐼𝑝([𝑀3𝛿𝑢̈] + [𝑀4𝛿𝑤̈]) + 𝜌𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)([𝑀4𝛿𝑤̈] − [𝑀3𝛿𝑢̈])

+ 2𝜌𝐼𝑑𝜙̇𝑠𝑒𝑛2𝜙([𝑀3𝛿𝑢̇] − [𝑀4𝛿𝑤̇]) + 𝜌𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛2𝜙[ 𝑀5𝛿𝑤̈ + 𝑀5
𝑇𝛿𝑢̈]

+ 2𝜌𝜙̇𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠2𝜙[ 𝑀5𝛿𝑤̇ + 𝑀5
𝑇𝛿𝑢̇] − 𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝑀5𝛿𝑤̇ − 𝑀5

𝑇𝛿𝑢̇]                          (3.36) 

 

Como se mencionó en el Capítulo II, se observa que el término  𝜌𝐼𝑦𝐿𝜙̇
2/2  de la 

ecuación (3.25) se anula al aplicar la ecuación de Lagrange. 

 

Para obtener la matriz de masa de rotación se consideran únicamente los términos de 

la ecuación (3.36) que contienen los vectores de aceleración 𝛿𝑢̈ 𝑦 𝛿𝑤̈, luego de sustituir 

las matrices  𝑀3,𝑀4 𝑦 𝑀5  se tiene que: 

 

𝑀𝑆 =
𝜌𝐼𝑝
30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

   

0
3𝐿
4𝐿2

0
0
−3𝐿
−𝐿2

0

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

  

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

   

0
3𝐿
−𝐿2

0
0
−3𝐿
4𝐿2

0

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

+
𝐸𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)

30𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

   

0
3𝐿
4𝐿2

0
0
−3𝐿
−𝐿2

0

   

3𝐿
0
0

−4𝐿2

−3𝐿
0
0
𝐿2

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

  

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

   

0
3𝐿
−𝐿2

0
0
−3𝐿
4𝐿2

0

   

3𝐿
0
0
𝐿2

−3𝐿
0
0

−4𝐿2]
 
 
 
 
 
 
 

+
𝐸𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)

30𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

3𝐿
0
0

−4𝐿2

−3𝐿
0
0
𝐿2

   

0
−3𝐿
−4𝐿2

0
0
3𝐿
𝐿2

0

 

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

 

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

3𝐿
0
0
𝐿2

−3𝐿
0
0

−4𝐿2

 

0
−3𝐿
𝐿2

0
0
3𝐿
−4𝐿2

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

                   (3.37) 

Finalmente sumando las matrices anteriores obtenemos la matriz de inercia rotacional  
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𝑀𝑠 =
𝜌

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
 36𝐼𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑧′
−36𝐼𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑧′

   

36𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′

−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′

   

3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′

−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′
−𝐿2𝐼𝑥′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′

   

−3𝐿𝐼𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−𝐿2𝐼𝑧′

  

−36𝐼𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
36𝐼𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′

  

−36𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′
−3𝐿𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′
−3𝐿𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′

   

3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′
−𝐿2𝐼𝑥′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′

−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′

   

−3𝐿𝐼𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−𝐿2𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′ ]

 
 
 
 
 
 
 
 

    (3.38) 

𝐶𝑜𝑛:                                        𝐼𝑧′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) − (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 − 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) + (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 + 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′𝑧′ =
1

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙) = 𝐼𝑑 sen(2𝜙) 

 

Por otra parte, para determinar la matriz de efectos giroscópicos, la cual está en 

función de la velocidad de rotación del rotor, se toman los términos de la ecuación 

(3.36) que contienen  a los vectores de velocidad 𝛿𝑢̇ 𝑦 𝛿𝑤̇, al  sustituir las matrices 𝑀3, 

𝑀4 y 𝑀5 según corresponda, se tiene que: 

 

𝐶𝑆 =
𝜌𝐼𝑝
15𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

   

0
−3𝐿
−4𝐿2

0
0
3𝐿
𝐿2

0

 

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

 

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2

 

0
−3𝐿
𝐿2

0
0
3𝐿
−4𝐿2

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

+
𝐸𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)

15𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

3𝐿
0
0

−4𝐿2

−3𝐿
0
0
𝐿2

   

0
−3𝐿
−4𝐿2

0
0
3𝐿
𝐿2

0

 

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

 

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

3𝐿
0
0
𝐿2

−3𝐿
0
0

−4𝐿2

 

0
−3𝐿
𝐿2

0
0
3𝐿
−4𝐿2

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

+
𝐸𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)

15𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

0
−36
−3𝐿
0
0
36
−3𝐿
0

   

0
−3𝐿
−4𝐿2

0
0
3𝐿
𝐿2

0

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

  

0
36
3𝐿
0
0
−36
3𝐿
0

   

0
−3𝐿
𝐿2

0
0
3𝐿
−4𝐿2

0

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

                  (3.39) 
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De forma análoga a la matriz de masa por efecto de rotación, al sumar las matrices 

anteriores se obtiene la matriz 𝐶𝑠 de efectos giroscópicos para un rotor asimétrico: 

 

𝐶𝑠 =
1

15𝐿
𝜌𝜙̇

[
 
 
 
 
 
 
 
 36𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′

−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′

−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′

  

−36𝐼𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
36𝐼𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′

  

−3𝐿𝐼𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−𝐿2𝐼𝑧′

   

−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′
−4𝐿2𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′
𝐿2𝐼𝑥′

−𝐿2𝐼𝑥′𝑧′

  

−36𝐼𝑥′𝑧′
−36𝐼𝑥′
−3𝐿𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
36𝐼𝑥′
−3𝐿𝐼𝑥′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′

 

36𝐼𝑧′
36𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑧′
−36𝐼𝑧′
−36𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑧′

 

−3𝐿𝐼𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−𝐿2𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′

 

−3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−3𝐿𝐼𝑥′
𝐿2𝐼𝑥′

−𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′𝑧′
3𝐿𝐼𝑥′
−4𝐿2𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′ ]

 
 
 
 
 
 
 
 

            (3.40)   

𝐶𝑜𝑛:                                        𝐼𝑧′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) − (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 − 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) + (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 + 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′𝑧′ =
1

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙) = 𝐼𝑑 sen(2𝜙) 

 
3.3.3 MATRIZ DE RIGIDEZ 

 

Introduciendo las funciones de forma y sus derivadas a la expresión final de  la energía 

de deformación, y realizando las operaciones necesarias incluyendo las integrales que 

conllevan a la obtención de matrices parciales y finalmente aplicando la ecuación de 

Lagrange se obtienen tres matrices de rigidez: la primera acompaña al momento de 

inercia promedio y es idéntica a la matriz de rigidez correspondiente a un rotor 

simétrico; las siguientes dos matrices multiplican a la semidiferencia de los momentos 

de inercia acompañadas por el coseno y seno respectivamente. 

 

Retomando la ecuación (3.18) y sustituyendo las relaciones (2.62) y  (2.63),   se tiene: 

 

𝑈𝑠 =
𝐸

2
{𝐼𝑝∫ [𝛿𝑢𝑇

𝑑2𝑁1
𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁1
𝑑𝑦2

𝛿𝑢 + 𝛿𝑤𝑇
𝑑2𝑁2

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

𝛿𝑤]𝑑𝑦
𝐿

0

+ 𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)∫ [𝛿𝑤
𝑇
𝑑2𝑁2

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

𝛿𝑤 − 𝛿𝑢𝑇
𝑑2𝑁1

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁1
𝑑𝑦2

𝛿𝑢] 𝑑𝑦

𝐿

0

+ 2𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)∫ [𝛿𝑢𝑇
𝑑2𝑁1

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

𝛿𝑤]𝑑𝑦
𝐿

0

}                                                        (3.41) 
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O bien: 

 

𝑈𝑠 =
𝐸

2
{𝐼𝑝[𝛿𝑢

𝑇𝑘1𝛿𝑢 + 𝛿𝑤
𝑇𝑘2𝛿𝑤] + 𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)[𝛿𝑤

𝑇𝑘2𝛿𝑤 − 𝛿𝑢
𝑇𝑘1𝛿𝑢]

+ 2𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)[𝛿𝑢
𝑇𝑘3𝛿𝑤]}                                                                                          (3.42) 

 

Donde: 

𝑘1 = ∫
𝑑2𝑁1

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁1
𝑑𝑦2

,
𝐿

0

     𝑘2 = ∫
𝑑2𝑁2

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

,
𝐿

0

      𝑘3 = ∫
𝑑2𝑁1

𝑇

𝑑𝑦2
𝑑2𝑁2
𝑑𝑦2

𝐿

0

                  

 

Al realizar las integraciones correspondientes se tienen las siguientes matrices: 

 

𝑘1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

 

−6𝐿
0
0
4𝐿2

6𝐿
0
0
2𝐿2

−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

 

−6𝐿
0
0
2𝐿2

6𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

                  

 𝑘2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
12
6𝐿
0
0
−12
6𝐿
0

 

0
6𝐿
4𝐿2

0
0
−6𝐿
2𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

 

0
−12
−6𝐿
0
0
12
−6𝐿
0

 

0
6𝐿
2𝐿2

0
0
−6𝐿
4𝐿2

0

 

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑘3 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

 

12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

 

6𝐿
0
0

−4𝐿2

−6𝐿
0
0

−2𝐿2

 

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

 

−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

 

6𝐿
0
0

−2𝐿2

−6𝐿
0
0

−4𝐿2

 

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

                                                        

 

Aplicando la ecuación de Lagrange a la ecuación (3.42) se obtiene: 

 
𝜕𝑈𝑆
𝜕𝛿

= 𝐾𝑆𝛿                                                                         (3.43) 
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𝜕𝑈𝑆
𝜕𝛿

= 𝐸{𝐼𝑝[𝑘1𝛿𝑢 + 𝑘2𝛿𝑤] + 𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)[𝑘2𝛿𝑤 − 𝑘1𝛿𝑢] + 𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)[𝑘3𝛿𝑤 + 𝑘3
𝑇𝛿𝑢]}      (3.44) 

 

Desarrollando las operaciones correspondientes, se tiene que; 

𝐾𝑆 =
𝐸𝐼𝑝
𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

 

0
12
6𝐿
0
0
−12
6𝐿
0

 

0
6𝐿
4𝐿2

0
0
−6𝐿
2𝐿2

0

 

−6𝐿
0
0
4𝐿2

6𝐿
0
0
2𝐿2

−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

 

0
−12
−6𝐿
0
0
12
−6𝐿
0

 

0
6𝐿
2𝐿2

0
0
−6𝐿
4𝐿2

0

 

−6𝐿
0
0
2𝐿2

6𝐿
0
0
4𝐿2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

+
𝐸𝐼𝑑𝑐𝑜𝑠(2𝜙)

𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

 

0
12
6𝐿
0
0
−12
6𝐿
0

 

0
6𝐿
4𝐿2

0
0
−6𝐿
2𝐿2

0

 

6𝐿
0
0

−4𝐿2

−6𝐿
0
0

−2𝐿2

12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

 

0
−12
−6𝐿
0
0
12
−6𝐿
0

 

0
6𝐿
2𝐿2

0
0
−6𝐿
4𝐿2

0

 

6𝐿
0
0

−2𝐿2

−6𝐿
0
0

−4𝐿2]
 
 
 
 
 
 
 

 

+
𝐸𝐼𝑑𝑠𝑒𝑛(2𝜙)

𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
0
12
6𝐿
0
0
−12
6𝐿
0

 

12
0
0
−6𝐿
−12
0
0
−6𝐿

 

6𝐿
0
0

−4𝐿2

−6𝐿
0
0

−2𝐿2

 

0
−6𝐿
−4𝐿2

0
0
6𝐿
−2𝐿2

0

0
−12
−6𝐿
0
0
12
−6𝐿
0

 

−12
0
0
6𝐿
12
0
0
6𝐿

 

6𝐿
0
0

−2𝐿2

−6𝐿
0
0

−4𝐿2

 

0
−6𝐿
−2𝐿2

0
0
6𝐿
−4𝐿2

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

                       (3.45) 

 

La expresión para la matriz de rigidez que resulta de todas las matrices anteriores se 
puede escribir como:  
 

𝐾𝑆 =
𝐸

𝐿3

[
 
 
 
 
 
 
 
 12𝐼𝑧′
12𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑧′
−12𝐼𝑧′
−12𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑧′

 

12𝐼𝑥′𝑧′
12𝐼𝑥′
6𝐿𝐼𝑥′

−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−12𝐼𝑥′𝑧′
−12𝐼𝑥′
6𝐿𝐼𝑥′

−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′

 

6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′

−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′
2𝐿2𝐼𝑥′

−2𝐿2𝐼𝑥′𝑧′

 

−6𝐿𝐼𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′
6𝐿𝐼𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−2𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
2𝐿2𝐼𝑧′

−12𝐼𝑧′
−12𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑧′
12𝐼𝑧′
12𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑧′

 

−12𝐼𝑥′𝑧′
−12𝐼𝑥′
−6𝐿𝐼𝑥′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
12𝐼𝑥′𝑧′
12𝐼𝑥′
−6𝐿𝐼𝑥′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′

 

6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′
2𝐿2𝐼𝑥′

−2𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′
4𝐿2𝐼𝑥′

−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′

 

−6𝐿𝐼𝑧′
−6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−2𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
2𝐿2𝐼𝑧′
6𝐿𝐼𝑧′
6𝐿𝐼𝑥′𝑧′
−4𝐿2𝐼𝑥′𝑧′
4𝐿2𝐼𝑧′ ]

 
 
 
 
 
 
 
 

            (3.46) 

 
Donde 𝐸 es el módulo de Young del material y 𝐿 es la longitud del elemento finito tipo 
viga.  



Modelo Matemático Propuesto de un Rotor Asimétrico de Múltiples GDL Capítulo III 

 

 71 

 

Donde los momentos de inercia de rotación se definen como: 
 

 𝐼𝑧′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) − (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 − 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′ = (
𝐼𝑥 + 𝐼𝑧
2

) + (
𝐼𝑥 − 𝐼𝑧
2

) cos(2𝜙) = 𝐼𝑝 + 𝐼𝑑 cos(2𝜙) 

𝐼𝑥′𝑧′ =
1

2
(𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝑠𝑒𝑛(2𝜙) = 𝐼𝑑 sen(2𝜙) 

 

 

3.4 RESPUESTA AL DESBALANCE EN FUNCIÓN DEL TIEMPO 

 

3.4.1 FLECHA 

 

De la aplicación de la ecuación de Lagrange en la ecuación (3.1)  para la energía cinética 

de la flecha, se tiene: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= (𝑀 +𝑀𝑠)𝛿̈ + 𝜙̇𝐶𝑠𝛿̇ + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇𝛿                         (3.47)  

 

Al igual que para el disco, de la energía cinética de la flecha ecuación (3.1), surge un 

término adicional que da lugar a la formación de una matriz de rigidez 𝐾𝑆𝑇 que está 

multiplicada por la aceleración angular del rotor: 

 

Aplicando la ecuación de Lagrange al penúltimo término de la ecuación (3.34) 

−𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝛿𝑢̇
𝑇𝑀5𝛿𝑤] se tiene: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
=
𝑑

𝑑𝑡
(−𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝑀5𝛿𝑤]) − (−𝜌𝐼𝑦𝜙̇[𝑀5

𝑇𝛿𝑢̇])               (3.48) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
= −𝜌𝐼𝑦𝜙̇[ 𝑀5𝛿𝑤̇ − 𝑀5

𝑇𝛿𝑢̇] − 𝜌𝐼𝑦𝜙̈𝑀5𝛿𝑤                  (3.49) 

 

Tomando únicamente el término que está acompañado de la aceleración angular 𝜙̈ el 

cual resulta al considerar la velocidad angular variable 𝜙̇ = 𝜙̇(𝑡), se obtiene la siguiente 

matriz de rigidez: 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝛿̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝛿
=
−𝜌𝐼𝑦𝜙̈

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

   

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

3𝐿
0
0

−4𝐿2

−3𝐿
0
0
𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

3𝐿
0
0
𝐿2

−3𝐿
0
0

−4𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0
𝑤1
𝜃1
0
0
𝑤2
𝜃2
0

 

]
 
 
 
 
 
 
 

             (3.50) 

𝐾𝑆𝑇 =
𝜌𝐼𝑦

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0

   

−36
0
0
3𝐿
36
0
0
3𝐿

   

−3𝐿
0
0
4𝐿2

3𝐿
0
0
−𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0

  

36
0
0
−3𝐿
−36
0
0
−3𝐿

   

−3𝐿
0
0
−𝐿2

3𝐿
0
0
4𝐿2

   

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 

                                (3.51)   

Donde: 

 

𝐼𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑧                                                          (3.52)  

 

Nótese que al considerar movimiento transitorio 𝜙̇(𝑡), se afecta únicamente las 
ecuaciones correspondientes a la energía cinética de los componentes del sistema 
rotodinámico, esto a causa de la derivada con respecto al tiempo que presenta la 
ecuación de Lagrange. 
 

 

3.5 ECUACIÓN GENERAL DEL SISTEMA ROTOR ASIMÉTRICO-SOPORTES  

 

Como resultado de la aplicación de la ecuación de Lagrange  a un sistema rotodinámico, 

considerando flecha asimétrica, la ecuación diferencial de movimiento generalizada se 

puede escribir como: 

 

𝑀𝐺𝛿̈ + 𝐶𝐺𝛿̇ + 𝐾𝐺𝛿 = 𝐹(𝑡)                                                (3.53) 

Donde:        

𝐶𝐺 = 𝐶𝐵 + 𝜙̇𝐶𝑅 

       𝐾𝐺 = 𝐾𝐵 +𝐾𝑅 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇 

      𝐹 = 𝜙̇2𝐹1 (𝜙) + 𝜙̈𝐹2 (𝜙) 
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 𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐹1 = 𝑚𝑢𝑒(sin(𝜙 + 𝛼) + cos(𝜙 + 𝛼)) 

𝐹2 = 𝑚𝑢𝑒(sin(𝜙 + 𝛼) − cos(𝜙 + 𝛼)) 

 

En la ecuación (3.53) el vector 𝛿 incluye todos los grados de libertad del rotor 

pertenecientes a todos los nodos según la discretización del sistema, es decir, es el 

vector que contiene todos los desplazamientos nodales; 𝑀𝐺  es la matriz global de masa 

del sistema, 𝐶𝐺  es la matriz global de amortiguamiento del sistema, que incluye los 

efectos giroscópicos en función de la velocidad de rotación (𝜙̇𝐶𝑅), y 𝐶𝐵 que contiene el 

amortiguamiento atribuible a los soportes. 𝐾𝐺  es la matriz global de rigidez del sistema 

y está formada por: 𝐾𝑅 que incluye la rigidez del rotor, 𝐾𝐵 que corresponde a la rigidez 

de los soportes y 𝜙̈𝐾𝑆𝑇  que es un término de rigidez que está en función de la 

aceleración angular del rotor, así como  𝐹1 y 𝐹2, conforman el vector de fuerza causado 

por una masa de desbalance. 

 

Si en la ecuación (3.53) se hace que 𝜙̈ → 0, dicha ecuación se aproximará a la de un 

rotor cuya velocidad de rotación es constante, es decir, 𝜙̇ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒. 

𝑀𝐺𝑃  es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de masa de los discos, primera matriz del miembro derecho de la ecuación (2.56), así 

como las matrices elementales de masa de translación, ecuación (2.69),  y rotación, 

ecuación (2.70), de las secciones simétricas de la flecha, además de las matrices 

elementales de masa de translación, ecuación (3.30),  y las matrices elementales de 

rotación que están acompañadas de la semisuma de los momentos de inercia 𝐼𝑝, 

primera matriz del miembro derecho de la ecuación(3.34),  en las secciones asimétricas 

de la flecha.  

 

𝑀𝐺𝐶  es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función coseno, segunda matriz 

del miembro derecho de la ecuación(3.34), en las secciones asimétricas de la flecha.  
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𝑀𝐺𝑆 es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función seno, tercera matriz del 

miembro derecho de la ecuación(3.34), en las secciones asimétricas de la flecha.  

 

𝐶𝐺𝑃  es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de efectos giroscópicos: de los discos, segunda matriz del miembro derecho de la 

ecuación (2.56), de las secciones simétricas de la flecha, ecuación (2.71), y de las 

matrices que están acompañadas de la semisuma de los momentos de inercia 𝐼𝑝, 

primera matriz del miembro derecho de la ecuación(3.36),  de las secciones asimétricas 

de la flecha.  

 

𝐶𝐺𝐶  es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de efectos giroscópicos que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función 

coseno, segunda matriz del miembro derecho de la ecuación(3.36), en las secciones 

asimétricas de la flecha.  

 

𝐶𝐺𝑆 es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de efectos giroscópicos que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función 

seno, tercera matriz del miembro derecho de la ecuación(3.36), en las secciones 

asimétricas de la flecha. 

 

𝐾𝐺𝑃 es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de rigidez: de las secciones simétricas de la flecha, ecuación (2.76), y de las matrices 

que están acompañadas de la semisuma de los momentos de inercia 𝐼𝑝, primera matriz 

del miembro derecho de la ecuación(3.42),  de las secciones asimétricas de la flecha.  

 

𝐾𝐺𝐶  es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de rigidez que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función coseno, 

segunda matriz del miembro derecho de la ecuación(3.42), en las secciones asimétricas 

de la flecha.  

 

𝐾𝐺𝑆 es una matriz global que está compuesta por la suma de las matrices elementales 

de rigidez que están acompañadas por la semidiferencia 𝐼𝑑  y la función seno, tercera 

matriz del miembro derecho de la ecuación(3.42), en las secciones asimétricas de la 

flecha.  
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3.6 MÉTODOS DE SOLUCIÓN  DEL MODELO MATEMÁTICO  

 

3.6.1  SOLUCIÓN EN ESTADO ESTABLE 

El modelo matemático (3.53) para un rotor asimétrico con múltiples GDL, puede 

solucionarse en el dominio de la frecuencia considerando al sistema se encuentra en 

condiciones de estado estable.  

 

De la ecuación (3.53) se debe tener presente que las matrices globales de masa [𝑀𝐺], 

amortiguamiento [𝐶𝐺] y rigidez [𝐾𝐺] del sistema, son el resultado de la suma de cada 

una de las matrices elementales que fueron obtenidas anteriormente para los distintos 

componentes del rotor: disco, soportes y  flecha con secciones simétrica y asimétrica 

según la discretización de ésta última.   

 

De forma análoga siguiendo el desarrollo al realizado en el Capítulo II para un rotor 

simétrico, se llega al siguiente arreglo matricial:  

 

[
[𝐾𝐺𝑃] + [𝐾𝐺𝐶] + [𝐾𝐵] − 𝜙̇

2([𝑀𝐺𝑃] + [𝑀𝐺𝐶])

−𝜙̇(𝜙̇([𝐶𝐺𝑃] − [𝐶𝐺𝐶]) + 𝐶𝐵)

𝜙̇(𝜙̇([𝐶𝐺𝑃] + [𝐶𝐺𝐶]) + 𝐶𝐵)

[𝐾𝐺𝑃] − [𝐾𝐺𝐶] + [𝐾𝐵] − 𝜙̇
2([𝑀𝐺𝑃] − [𝑀𝐺𝐶])

] {
𝑢1
𝑢2
} = {

𝐹1
𝐹2
} 

(3.54) 

Con: 

 

{𝑢1} = {
𝑢1𝑥
𝑢1𝑦

},            {𝑢2} = {
𝑢2𝑥
𝑢2𝑦

} 

 

{𝐹1} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
cos 𝛼
sen 𝛼

],          {𝐹2} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
−sen𝛼
cos 𝛼

]             

 

 

3.6.2  INTEGRACIÓN DIRECTA DE NEWMARK 

Como ya se ha explicado en el Capítulo II, los métodos numéricos de integración directa 

pueden resolver ecuaciones no lineales de segundo orden, en este caso la ecuación 

general de movimiento del sistema, ecuación (3.53). 

 

De la tabla 2.1, se observa la ventaja que ofrece el método de integración numérica de 

Newmark, en este se requiere ingresar las matrices globales de rigidez [𝐾𝐺], masa [𝑀𝐺] 

y amortiguamiento [𝐶𝐺] del sistema, tal como se encuentran en el modelo matemático. 
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3.7 SIMULACIÓN DEL SISTEMA ROTOR ASIMÉTRICO-SOPORTES  

 

En esta sección, se presentan los resultados numéricos obtenidos para un sistema 

rotodinámico cuya configuración pertenece al sistema rotor asimétrico con soportes 

presentado por Inagaki et al. [9], figura 3.2, éste está compuesto por un eje simétrico 

con una parte asimétrica en el centro, dos discos inerciales localizados a lo largo del eje 

Y, con soportes colocados cerca de los extremos. Asimismo, se considera que en el 

rotor, solo existe una masa de desbalance 𝑚𝑢 = 0.0002 𝑘𝑔 con ubicación en la 

periferia del primer disco 𝑒 = 0.05 𝑚, por lo que se tiene una cantidad de desbalance 

de 𝑚𝑢𝑒 = 1𝑥10
5 𝑘𝑔.𝑚  con una posición angular 𝛼 = 45° en el plano X-Z medido 

respecto al eje Z. 

 

3.7.1 DISCRETIZACIÓN DEL SISTEMA A MÚLTIPLES GDL 

 

De acuerdo con Bathe [35] y Malkus et al. [37], a mayor número de elementos finitos 

utilizados en la discretización de un modelo existe una mayor precisión en los 

resultados, sin embargo, también es importante tomar en cuenta que el número de 

elementos finitos utilizados afecta en forma directa el esfuerzo de cómputo requerido. 

De acuerdo con lo anterior, para el análisis se realizaron 3 discretizaciones del rotor 

usando 7, 14 y 25 elementos finitos, tal como se muestra en las figuras 3.2, 3. 3 𝑦 3.4 

respectivamente. La solución se obtuvo utilizando el arreglo matricial de la ecuación 

(3.54), solución en estado estable. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2. Discretización del sistema rotor-soportes en 7 elementos finitos tipo viga [9]. 
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Figura 3.3. Discretización del sistema rotor-soportes en 14 elementos finitos tipo viga [9]. 

 

 
Figura 3.4. Discretización del sistema rotor-soportes en 25 elementos finitos tipo viga [9]. 
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En las Tablas 3.1 y 3.2, se muestran las propiedades mecánicas y geométricas de la 

flecha y los discos respectivamente. 

Tabla 3.1. Propiedades mecánicas y geométricas de la flecha. 

Propiedades mecánicas             Geometría 

𝑬 = 𝟐. 𝟎𝟓𝟗𝟒𝒆𝟏𝟏 𝑵/𝒎𝟐              𝑠 = 0.006 𝑚 

𝝆 = 𝟕𝟖𝟕𝟎 𝒌𝒈/𝒎𝟑 𝑓 = 0.004 𝑚 

𝝂 = 𝟎. 𝟑  

𝑮 = 𝟕. 𝟗𝟒𝟑𝟒𝒆𝟏𝟎 𝑵/𝒎𝟐  
𝒂 = 𝟎. 𝟖𝟗 (𝑭𝒂𝒄𝒕𝒐𝒓 𝒅𝒆 𝒅𝒆𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝒑𝒐𝒓 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆)                                                                                                        

 
Tabla 3.2. Propiedades mecánicas y geométricas de los discos. 

Propiedades mecánicas Geometría 

𝑬 = 𝟐. 𝟎𝟓𝟗𝟒𝒆𝟏𝟏 𝑵/𝒎𝟐 Disco 𝐷1 𝐷2 

𝝆 = 𝟕𝟖𝟕𝟎𝒌𝒈/𝒎𝟑 𝑒𝐷 (𝑚) 0.02 0.02 

𝝂 = 𝟎. 𝟑 𝑟𝑒𝐷 (𝑚) 0.05 0.05 

 𝑟𝑖𝐷 (𝑚) 0.006 0.006 

 

En las Tabla 3.3 y 3.4, se muestran las características de rigidez y amortiguamiento 

viscoso de los soportes, así como los coeficientes para el amortiguamiento espectral. 

 

Tabla 3.3. Características de los soportes. 

Rigidez Coeficiente de amortiguamiento 

𝒌𝒙𝒙 = 𝟏. 𝟐𝟐𝟓𝟖𝒙𝟏𝟎
𝟓𝑵/𝒎 𝑐𝑥𝑥 = 3.7265𝑥104𝑁/𝑚/𝑠 

𝒌𝒛𝒛 = 𝟏. 𝟐𝟐𝟓𝟖𝒙𝟏𝟎
𝟓𝑵/𝒎 𝑐𝑧𝑧 = 3.7265𝑥10

4𝑁/𝑚/𝑠 

𝒌𝒙𝒛 = 𝒌𝒛𝒙 = 𝟎 𝑐𝑥𝑧 = 𝑐𝑧𝑥 = 0 

 

Tabla 3.4. Coeficientes para el amortiguamiento proporcional o espectral de Rayleigh. 

Fracción de 

amortiguamiento crítico 

Frecuencia 

𝛏𝟏 = 𝟎 ω1 = 0  𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝛏𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟒 ω2 = 650  𝑟𝑎𝑑/𝑠 
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En la figura 3.5 a) se muestra la comparación de la respuesta de vibración al desbalance 

en el primer disco, nodo 3, 5 y 8 para las tres discretizaciones respectivamente. En la 

figura b) se realizó un zoom de la figura 3.5 a)  y se observa que, en general, no existe 

una diferencia importante entre los resultados obtenidos. 

 

 
a) 

 
b) 

Figura 3.5.  a) Amplitud de la respuesta de vibración en el disco 1 en la dirección vertical del rotor 
para los modelos de 7, 14 y 25 elementos finitos. b) Zoom de la figura 3.5 a).   

 

              7 elementos 

14 elementos  

25 elementos 
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3.7.2 VALIDACIÓN DEL MÉTODO DE NEWMARK 

 

A continuación se presentan los diagramas de bode de magnitud, de fase y polares de 

respuesta de vibración  del sistema rotor asimétrico-soportes con amortiguamiento 

proporcional a causa del desbalance (fuerza de excitación).  

 

Para la simulación se consideró el modelo de la figura 3.2 (discretización de 7 

elementos finitos), esto se debe a que se observó que, en general, no existe una 

diferencia importante en los resultados obtenidos al comparar las discretizaciones, sin 

embargo, el esfuerzo de cómputo requerido en la solución del modelo es menor 

cuando se considera una discretización de 7 elementos finitos.  

 

En las figuras 3.6 y 3.7 se muestra la amplitud de vibración en función de la velocidad de 

giro obtenidas por el método de integración directa de Newmark, de la componente 

real e imaginaria respectivamente para la respuesta en dirección Z.  

 

De ambas figuras, se observan dos señales: la señal en color rojo representa la 

respuesta de vibración en cualquier instante de tiempo discreto, mientras que la señal 

en color azul, representa la respuesta de vibración en el instante en que el rotor 

completa una revolución (señal filtrada). 

 

Para validar los resultados obtenidos con el método de Newmark, éstos se comparan 

con los resultados obtenidos considerando al sistema en condiciones de estado estable 

(solución en estado estable).  Es importante recordar que la aproximación de ambos 

métodos será más exacta en tanto la rampa de excitación lineal sea más “lenta”, es 

decir, cuando la aceleración se acerque más a cero (𝜙̈ → 0).  La comparación entre 

ambos métodos de solución se realizó, usando una rampa de excitación lineal con una 

aceleración constante de 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 y un incremento de tiempo 𝑑𝑡 = 0.0001, para 

el método de integración directa de Newmark.  
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Figura 3.6. Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

 

Figura 3.7. Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

 

En las figuras 3.8 y 3.9 se compara la respuesta de vibración resultante en dirección Z 

obtenida por el método de Newmark (color rojo) y la solución en  estado estable (color 

azul), se puede observar que ambas soluciones son similares tanto en comportamiento 

como amplitud. 

            Tiempo discreto 

Filtro 

            Tiempo discreto 

Filtro 
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Figura 3.8. Desplazamiento resultante en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

 
Figura 3.9. Desplazamiento logarítmico resultante en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

 

Por otra parte, en la figura 3.10 se muestra el diagrama de fase de la respuesta de 

vibración en el tiempo discreto (señal en color rojo) obtenida por el método de 

Newmark. En esta figura se aprecian dos gráficas adicionales que corresponden a la 

fase de la respuesta de vibración en el instante en que el rotor completa una revolución 

(señal filtrada) color azul, y la fase obtenida por el método de solución en estado 

estable (color negro). De la comparación entre ambas gráficas, se puede observar que 

ambas soluciones son muy similares. 

            Newmark 

Estado Estable 

            Newmark 

Estado Estable 
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Figura 3.10. Fase en dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

En la figura 3.11 se muestran los diagramas polares de respuesta a causa de la masa de 

desbalance colocada en una posición angular  de 45° respecto al eje Z. Estos últimos 

diagramas resultan de graficar la amplitud resultante (figura 3.8)  Vs la fase (figura 3.10) 

de la respuesta  de vibración del sistema en dirección Z. 

  
Figura 3.11. Diagramas polares de respuesta al desbalance en la dirección Z, 𝛼 = 45, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

𝑚𝑢𝑒 𝑚𝑢𝑒 

             Tiempo discreto 

Filtro  

Estado estable 

             Tiempo discreto 

Filtro  

Estado estable 
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En la figura  3.11 se observa que al comparar el diagrama polar de respuesta obtenido 

por el método de Newmark correspondientes a la señal filtrada (color azul) de la 

respuesta vibratoria para cualquier instante de tiempo (color rojo), contra el diagrama 

polar de respuesta obtenido mediante la solución en estado estable (color negro), 

estos presentan un comportamiento muy similar, por lo que se puede concluir que el 

programa desarrollado cuya solución emplea el método de Newmark, ofrece 

resultados confiables. 

Con la intención de observar el segundo modo de vibración del sistema rotodinámico 

analizado, en  la figura 3.12 se muestra la respuesta del sistema para un intervalo de 

operación de 0 − 12000 𝑟𝑝𝑚. En la figura 3.12 a) se presenta el diagrama de bode de 

amplitud de la respuesta del sistema, mientras que en la figura 3.12 b) se observa el 

diagrama polar de respuesta. Con ambas gráficas se observa la presencia de un 

segundo modo de vibración, en la figura 3.12 b) se observa que el diagrama polar de 

respuesta para el segundo modo de vibración del rotor asimétrico, presenta una forma 

geométrica circular, tal y como se presenta la respuesta de vibración en un rotor 

simétrico. Lo anterior se debe a que el amortiguamiento modal del segundo modo de 

vibración es mucho mayor que la asimetría modal. 

 

  

  
a)                               b)                                        

Figura 3.12. a) Desplazamiento en la dirección Z en estado estable,  𝛼 = 45,  𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

b) Diagrama polar en la dirección Z en estado estable,  𝛼 = 45,  𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

𝑚𝑢𝑒 
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3.7.3 EFECTOS DE LA ASIMETRÍA DEL ROTOR EN LA RESPUESTA VIBRATORIA 

DEL SISTEMA ROTODINÁMICO PARA MULTIPLES GRADOS DE LIBERTAD 

 

En esta sección se muestra el comportamiento dinámico de la respuesta al desbalance 

de un rotor asimétrico considerando los efectos de asimetría en las matrices de masa, 

efectos giroscópicos y rigidez, ecuación (3.53 ).  

 

𝑀𝐺𝛿̈ + 𝐶𝐺𝛿̇ + 𝐾𝐺𝛿 = 𝐹(𝑡)                                                (3.53) 

Donde:        

𝐶𝐺 = 𝐶𝐵 + 𝜙̇𝐶𝑅 

       𝐾𝐺 = 𝐾𝐵 +𝐾𝑅 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇 

      𝐹 = 𝜙̇2𝐹1 (𝜙) + 𝜙̈𝐹2 (𝜙) 

 𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐹1 = 𝑚𝑢𝑒(sin(𝜙 + 𝛼) + cos(𝜙 + 𝛼)) 

𝐹2 = 𝑚𝑢𝑒(sin(𝜙 + 𝛼) − cos(𝜙 + 𝛼)) 

Para lo anterior, se utilizó el modelo del rotor que se muestra en la figura 3.2, con masa 

de desbalance de 𝑚𝑢𝑒 = 1 𝑘𝑔.𝑚  colocada en una posición angular de 𝛼 = 45° (0.785 

rad) respecto al eje Z en el disco  D1 correspondiente al nodo 3. Se obtuvo y se analizó 

la respuesta del rotor para cuatro casos diferentes. 

 

 Caso 1: Solución de la ecuación (3.53)  considerando sólo el efecto de la rigidez es 

decir:  

 

𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 
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Caso 2: Solución de la ecuación (3.53) considerando sólo el efecto de la rigidez y 

efectos giroscópicos (EG),  es decir: 

 

𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

Caso 3: Solución de la ecuación (3.53) considerando sólo el efecto de la rigidez y la 

masa del rotor,  es decir: 

 

𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

Caso 4: Solución de la ecuación (3.53)  considerando el efecto de la rigidez, la masa y 

efectos giroscópicos del rotor,  es decir: 

 

𝑀𝐺 = 𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐶𝑅 = 𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

𝐾𝑅 = 𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) 

 

En las figuras 3.13 y 3.14 se muestra la respuesta al desbalance, diagramas de bode y 

diagramas polares de respuesta respectivamente,  para los cuatro casos considerados;  

aquí, se puede observar que no existen diferencias relevantes en la respuesta del rotor. 

Asimismo, en las figuras 3.13 b) y 3.14 b) se muestra un zoom para un punto específico 

marcado con un asterisco en  las figuras 3.13 a) y 3.14 a) respectivamente. Tomando 

como referencia el caso 1, donde se consideran los efectos de la asimetria únicamente 

en los cambios de rigidez del rotor, se puede apreciar que la respuesta es similar para 

los casos 2, 3 y 4, esto se debe a que la asimetría de acuerdo a la geometría del rotor 

del modelo de la figura 3.2,  no tiene efectos significativos en las matrices de masa y de 

efectos giroscópicos. De lo que se concluye, que los efectos importantes de la asimetría 

en la respuesta, se presentan en los cambios de rigidez del rotor (matriz de rigidez). 
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a)                                                          b) 

Figura 3.13.  a) Amplitud resultante de la respuesta de vibración en la dirección vertical del rotor.  
b) Zoom de la figura 3.13 a).   

 

 

  
a)                                                                       b) 

Figura 3.14.  a) Diagrama polar de respuesta al desbalance.  
b) Zoom de la figura 3.14 a).   

 

 

𝑚𝑢𝑒 

               Rigidez  

Rigidez + EG  

Rigidez +Masa 

Rigidez + Masa + EG 

               Rigidez  

Rigidez + EG  

Rigidez +Masa 

Rigidez + Masa + EG 
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CAPÍTULO IV 

 

IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA EN LÍNEA PARA LA 

ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS DE UN ROTOR ASIMÉTRICO DE 

MÚLTIPLES GDL 

 

La identificación algebraica, es una técnica que se apoya en el algebra diferencial y el 

cálculo operacional para el desarrollo de estimadores, que permiten la determinación 

de parámetros desconocidos de un sistema a partir de su modelo matemático.  

 

Una de las características de la identificación algebraica, es proporcionar relaciones de 

identificación completamente independientes de las condiciones iniciales del sistema. 

Las estimaciones se realizan en línea y en tiempo continuo o discreto. Además, de 

acuerdo con Fliess y Sira-Ramírez [28], esta técnica presenta buenas propiedades de 

robustez con respecto a una gran variedad de perturbaciones, además de ser eficiente. 

 

La identificación algebraica está basada en las siguientes herramientas, con un carácter 

algebraico  [39], [40]:  

 

 Algebra diferencial [41], [42]: realiza respecto a las ecuaciones diferenciales un 

papel similar que el álgebra conmutativa con respecto a las ecuaciones 

algebraicas. Estas técnicas fueron introducidas en la teoría de control no lineal 

por M. Fliess. 

 

 Calculo operacional [43], [44], [45]: es una herramienta clásica entre los 

ingenieros de control y mecánicos. Con frecuencia se normaliza mediante la 

transformada de Laplace. 

 

En este apartado se proporciona una breve nota sobre el desarrollo matemático 

utilizado en la estimación de parámetros mediante el método derivativo algebraico. Los 

resultados fundamentales están basados en la 𝑡𝑒𝑜𝑟í𝑎 𝑑𝑒 𝑚ó𝑑𝑢𝑙𝑜𝑠 para sistemas 

lineales. (Ver también [46] para un conocimiento general) 
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4.1 BASE MATEMÁTICA DEL IDENTIFICADOR ALGEBRAICO 

 

La estimación paramétrica se puede formalizar como: 

 

𝑦 = 𝐹(𝑥, Θ) + 𝑛                                                          (4.1) 

 

donde la señal observada 𝑦 es una función 𝐹 de la señal verdadera 𝑥, que depende de 

un conjunto Θ de parámetros. Por otro lado, el ruido que perturba las observaciones 

está definido por 𝑛. 

 

Encontrar una buena aproximación de los parámetros Θ es el objeto de una vasta 

literatura en varios campos de la matemática aplicada. 

 

Se considera el campo de números reales o complejos descrito por 𝑝 y se define como 

𝑝 [
𝑑

𝑑𝑡
] el anillo de operadores diferenciales lineales con coeficientes en 𝑝: 

 

∑ 𝐶𝑣

𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒

𝑗=0

𝑑𝑗

𝑑𝑡𝑗
, 𝐶𝑣  ∈ 𝑝                                                     (4.2) 

 

Los anillos de operadores diferenciales lineales también pueden ser llamados anillos 

diferenciales. Se considera un conjunto finito de indeterminaciones, tal 𝑦1, … , 𝑦𝑚 en 

asociación con un anillo de operadores lineales diferenciales. 

 

Estas indeterminaciones representan las variables que describen, en el dominio del 

tiempo, las señales de donde se obtienen los parámetros desconocidos.  

 

La forma más general en que los parámetros pueden aparecer en los coeficientes de 

una expresión diferencial incluye expresiones algebraicas involucrando sumas, 

multiplicaciones, raíces, etc., de dichos parámetros. En otras palabras; las expresiones 

de los parámetros provienen de las soluciones de las ecuaciones algebraicas que 

envuelven los parámetros desconocidos. 

 

Un objeto natural adecuado para expresar la complejidad de tales expresiones, que 

aparecen en los coeficientes de un polinomio diferencial, está dado por una extensión 

algebraica finita del campo de los números reales o complejos. 
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Sea 𝑃 = 𝑝(Θ) una extensión algebraica finita del campo 𝑝 = 𝑍, 𝑅 de los números 

complejos o reales generados por un conjunto finito Θ = (𝜃1, … , 𝜃𝑟) de 

𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑜𝑠. 

 

El conjunto Θ de parámetros desconocidos se dice ser algebraicamente identificable si, 

y solo si, cualquier componente de Θ es algebraico sobre 𝑝 < 𝑡, 𝑦 >. Se dice ser 

linealmente identificable si, y solo si, 

 

𝑄1 (
𝜃1
⋮
𝜃𝑟

) = 𝑄2                                                    (4.3) 

donde 

 

 𝑄1 𝑦 𝑄2 𝑠𝑜𝑛 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑟 ×  𝑟 𝑦 𝑟 ×  1 

 𝑙𝑎𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑃 𝑦 𝑄 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒𝑛 𝑎𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑝 [
𝑑

𝑑𝑡
] (1, 𝑦) 

 𝑑𝑒𝑡(𝑃)  ≠  0. 

 

Donde 𝑘 [
𝑑

𝑑𝑡
] (1, 𝑦) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de 

(1, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) 𝑖. 𝑒. 𝐷0  ∙ 1 + ∑ 𝐷𝑖𝑦𝑖
𝑚
𝑖=1 . Los coeficientes 𝐷𝑖  pertenecen a 𝑝 [

𝑑

𝑑𝑡
]. Por 

tanto, 𝐷𝑖  es un operador diferencial de la forma: 

 

 

∑(
∑ 𝑎𝑘,𝑗𝑡

𝑘𝑘𝑗
𝑘=0

∑ 𝑏𝑙,𝑗𝑡𝑙
𝑙𝑗
𝑙=0

)

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑗

𝑑𝑡𝑗
                                                 (4.4) 

 

Con  𝑎𝑘,𝑗, 𝑏𝑙,𝑗 𝜖 𝑝. 
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4.2 IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA EN LÍNEA DE LA CANTIDAD Y POSICIÓN 

ANGULAR DE DESBALANCE PARA EL ROTOR ASIMÉTRICO CON SOPORTES, DE 

MULTIPLES GDL  

 

En este Capítulo se desarrolla el modelo matemático de identificación en línea en un 

rotor asimétrico para determinar la excentricidad y la posición angular de la masa de 

desbalance,  para esto se utiliza el método de identificación algebraica. Para la 

aplicación del método, se requiere el modelo matemático del sistema representado por 

la ecuación (3.53). 

 
4.2.1 DESARROLLO DE LOS IDENTIFICADORES 

 

Se considera que el vector de desplazamientos del sistema {𝛿} definido por (2.59) se 

conoce, y está disponible para utilizarse en el esquema de identificación. Para un 

sistema real, {𝛿} sería la señal que se obtiene a partir de sensores de desplazamiento, 

localizados en cada uno de los nodos a lo largo de la discretización del rotor. En este 

caso {𝛿} se obtiene al solucionar el modelo matemático definido por la ecuación (3.53), 

mediante el método de integración numérica de Newmark considerando una rampa de 

aceleración lineal para la velocidad del rotor. 

Al considerar el modelo matématico descrito en la ecuación (3.53), debe tenerse en 

cuenta que las matrices globales de masa 𝑀𝐺  , amortiguamiento 𝐶𝐺  y rigidez 𝐾𝐺  del 

rotor están integradas a su vez por submatrices acompañadas por los términos que 

contienen al sen(2𝜙) y cos(2𝜙) de la posición angular del rotor en función del tiempo. 

Es por ello, que antes del tratamiento matemático propio de la identificación 

algebraica, es necesario reescribir la ecuación (3.53) de la siguiente forma: 

 

[𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙)]𝛿̈ + [𝜙̇(𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙)) + 𝐶𝐵]𝛿̇

+ [𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) + 𝐾𝐵 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇]𝛿

= 𝑚𝑢𝑒[𝜙̇
2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)]

+ 𝑚𝑢𝑒[𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇
2 cos(𝜙 + 𝛼)]                                                        (4.5) 

 

Donde las matrices 𝑀𝐺𝑃,  𝑀𝐺𝐶 ,  𝑀𝐺𝑆 ,  𝐶𝐺𝑃,  𝐶𝐺𝐶 , 𝐶𝐺𝑆, 𝐶𝐵,  𝐾𝐺𝑃, 𝐾𝐺𝐶 , 𝐾𝐺𝑆, 𝐾𝑆𝑇 fueron 

definidas en el Capítulo III. 



Identificación Algebraica de parámetros de un rotor asimétrico de múltiples GDL Capítulo IV 

 

 92 

 

Mutiplicando por 𝑡2 e integrando el resultado dos veces con respecto al tiempo 𝑡, se 

tiene: 

∫ [𝑀𝐺𝑃 +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙)]𝑡
2𝛿̈                  

(2)

.

+ [𝜙̇(𝐶𝐺𝑃 + 𝐶𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆 sen(2𝜙)) + 𝐶𝐵] 𝑡
2𝛿̇

+ [𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐺𝐶 cos(2𝜙) + 𝐾𝐺𝑆 sen(2𝜙) + 𝐾𝐵 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇]𝑡
2𝛿

= ∫ 𝑚𝑢𝑒[𝜙̇
2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)]𝑡2

(2)

.

+∫ 𝑚𝑢𝑒[𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇
2 cos(𝜙 + 𝛼)]𝑡2

(2)

.

                                           (4.6) 

 

Realizando las integrales del lado izquierdo de la ecuación (4.6) hasta obtener 

integrales únicamente en función del vector de desplazamientos 𝛿(𝑡) en los puntos 

nodales, haciendo el resultado igual a 𝑏(𝑡) se tiene: 

 
𝑏(𝑡)

= 𝑀𝐺𝑃 [𝑡
2𝛿(𝑡) − 4∫ ∆𝑡

 

𝑡0.

𝛿(𝑡) + 2∫ 𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝑀𝐺𝐶 [𝑡
2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) − 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) + 2∫ 𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2𝜙̈∫ 𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝑀𝐺𝑆 [𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 2∫ 𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2𝜙̈ ∫ 𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶𝐺𝑃 [∫ 𝜙̇𝑡2
𝑡

𝑡0.

𝛿(𝑡) − 2∫ 𝜙̇𝑡𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

− 𝜙̈∫ 𝑡2𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶𝐺𝐶 [∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) − 𝜙̈∫ 𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶𝐺𝑆 [∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 𝜙̈ ∫ 𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) sen (2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶𝐵 [∫ 𝑡2
 

𝑡0.

𝛿(𝑡) − 2∫ 𝑡𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

] + [𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐵 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇]∫ ∆𝑡2𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

+ 𝐾𝐺𝐶 ∫ 𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 𝐾𝐺𝑆∫ 𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

                                                                                                                                             (4.7) 
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O bien, reagrupando las integrales por orden: 

 

𝑏(𝑡) = (𝑀𝐺𝑃𝑡
2𝛿(𝑡) +𝑀𝐺𝐶𝑡

2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) +𝑀𝐺𝑆𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙))

+ ∫ [−4𝑀𝐺𝑃𝑡𝛿(𝑡) + 𝑀𝐺𝑆(−4𝑡𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 4𝜙̇𝑡
2𝛿(𝑡) cos(2𝜙))

 

𝑡0.

+𝑀𝐺𝐶(−4𝑡𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 4𝜙̇𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)) + 𝐶𝐺𝑃𝜙̇𝑡

2𝛿(𝑡)

+ 𝐶𝐺𝐶𝜙̇𝑡
2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 𝐶𝐺𝑆𝜙̇𝑡

2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) + 𝐶𝐵𝑡
2𝛿(𝑡)]

+ ∫ [2𝑀𝐺𝑃𝛿(𝑡)
(2)

𝑡0.

+𝑀𝐺𝑆(2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) + 8𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 2𝜙̈𝑡
2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)

− 4𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙))

+ 𝑀𝐺𝐶(2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) − 8𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 2𝜙̈𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)

− 4𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)) − 𝐶𝐺𝑃(2𝜙̇𝑡+𝜙̈𝑡
2)𝛿(𝑡)

+ 𝐶𝐺𝐶(−𝜙̈𝑡
2𝛿(𝑡) cos(2𝜙) − 2𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) cos(2𝜙) + 2𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) sen(2𝜙))

+ 𝐶𝐺𝑆(−𝜙̈𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 2𝜙̇𝑡𝛿(𝑡) sen(2𝜙) − 2𝜙̇2𝑡2𝛿(𝑡) cos(2𝜙))

− 2𝐶𝐵𝑡𝛿(𝑡) + (𝐾𝐺𝑃 + 𝐾𝐵 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇)𝑡
2𝛿(𝑡) + 𝐾𝐺𝐶𝑡

2𝛿(𝑡) cos(2𝜙)

+ 𝐾𝐺𝑆𝑡
2𝛿(𝑡) sen(2𝜙)]                                                                                                   (4.8) 

 

Donde  ∫ 𝜑(𝑡)
(𝑛)

.
  son integrales iteradas de la forma ∫ ∫ ⋯∫ 𝜑(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛

𝜎𝑛−1

0

𝜎1

0

𝑡

0
⋯𝑑𝜎1, 

con ∫𝜑(𝑡) ∫ 𝜑(𝜎)𝑑𝜎
𝑡

0
  y  𝑛 un entero positivo.  

 

La ecuación (4.8) se puede simplificar de la siguiente manera: 

 

𝑏(𝑡) = 𝑀𝑡2𝛿(𝑡) + ∫ [−4𝑀𝑡 − 4𝜙̇𝑡2(𝑀𝐺𝑆 cos(2𝜙) − 𝑀𝐺𝐶 sen(2𝜙)) + (𝐶𝐵 + 𝜙̇𝐶𝑅)𝑡
2]𝛿(𝑡)

 

𝑡0.

+∫ [2𝑀𝛿(𝑡) + (8𝜙̇𝑡 + 2𝜙̈𝑡2)(𝑀𝐺𝑆 cos(2𝜙) −𝑀𝐺𝐶 sen(2𝜙))
(2)

𝑡0.

− 4𝜙̇2𝑡2(𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙)) + 2𝜙̇
2𝑡2(𝐶𝐺𝐶 sen(2𝜙) − 𝐶𝐺𝑆 cos(2𝜙))

− 2(𝐶𝐵 + 𝜙̇𝐶𝑅)𝑡 − 𝐶𝑅 𝜙̈𝑡
2

+ (𝐾𝐵 + 𝐾𝑅 + 𝜙̈𝐾𝑆𝑇)𝑡
2]𝛿(𝑡)                                                                                       (4.9) 
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Sustituyendo las relaciones para 𝐶𝐺  y 𝐾𝐺 de la ecuaciones (3.53) en la ecuación  (4.9), 

esta se puede escribir como:  

𝑏(𝑡) = 𝑀𝑡2𝛿(𝑡) + ∫ [−4𝑀𝑡 − 4𝜙̇𝑡2(𝑀𝐺𝑆 cos(2𝜙) −𝑀𝐺𝐶 sen(2𝜙)) + 𝐶𝑡
2]𝛿(𝑡)

 

𝑡0.

+∫ [2𝑀 + (8𝜙̇𝑡 + 2𝜙̈𝑡2)(𝑀𝐺𝑆 cos(2𝜙) −𝑀𝐺𝐶 sen(2𝜙))
(2)

𝑡0.

− 4𝜙̇2𝑡2(𝑀𝐺𝑆 sen(2𝜙) +𝑀𝐺𝐶 cos(2𝜙)) + 2𝜙̇
2𝑡2(𝐶𝐺𝐶 sen(2𝜙) − 𝐶𝐺𝑆 cos(2𝜙))

− 2𝐶𝑡 − 𝐶𝐺 𝜙̈𝑡
2 + 𝐾𝐺𝑡

2]𝛿(𝑡)                                                                                   (4.10) 

 

De forma análoga se procede a realizar las integrales para el lado derecho de la 

ecuación (4.6)  haciendo el resultado igual a 𝑎(𝑡). 

 

El proceso de integración se puede reducir al considerar las siguientes relaciones 

matemáticas: 

 

−
𝑑

𝑑𝑡
[𝜙̇ cos(𝜙 + 𝛼)] = 𝜙̇2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)                      (4.11) 

𝑑

𝑑𝑡
[𝜙̇ sin(𝜙 + 𝛼)] = 𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇2 cos(𝜙 + 𝛼)                       (4.12) 

 

Ahora, sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuación (4.6) antes de la 

integración se tiene: 

𝑎(𝑡)  = −𝑚𝑢𝑒∫ 𝑡2
𝑑

𝑑𝑡
[𝜙̇ cos(𝜙 + 𝛼)]

(2)

.

+𝑚𝑢𝑒∫ 𝑡2
𝑑

𝑑𝑡
[𝜙̇ sin(𝜙 + 𝛼)]

(2)

.

     (4.13) 

 

O bien: 

 

𝑎(𝑡) = −𝑚𝑢𝑒∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)
2
𝑑

𝑑𝜎2
[𝜙̇ cos(𝜙 + 𝛼)]𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

 

+ 𝑚𝑢𝑒∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)
2
𝑑

𝑑𝜎2
[𝜙̇ sin(𝜙 + 𝛼)]𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

                             (4.14) 
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Al realizar la primera integración a la ecuación (4.14) se tiene: 

 

𝑎(𝑡) = −𝑚𝑢𝑒∫ [(𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ cos(𝜙 + 𝛼) − 2∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) cos(𝜙 + 𝛼)𝑑𝜎2

𝜎1

𝑡0.

]
𝑡

𝑡0.

𝑑𝜎1

+𝑚𝑢𝑒∫ [(𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ sin(𝜙 + 𝛼)

𝑡

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) sin(𝜙 + 𝛼)𝑑𝜎2

𝜎1

𝑡0.

] 𝑑𝜎1                                                     (4.15) 

 

Introduciendo las siguientes identidades trigonométricas en la ecuación (4.15): 

 

cos(𝜙 + 𝛼) = cos𝜙 cos 𝛼 − sin𝜙 sin 𝛼                                     (4.16) 

sin(𝜙 + 𝛼) = sin𝜙 cos 𝛼 + cos𝜙 sin 𝛼                                     (4.17) 

 

Esta se puede escribir como: 

 

𝑎(𝑡) = −𝑚𝑢𝑒 [cos 𝛼∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ cos𝜙 𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0.

− sin 𝛼∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ sin 𝜙 𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0.

− 2 cos 𝛼∫ ∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) cos𝜙 𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

+ 2 sin 𝛼∫ ∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) sin𝜙 𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

]

+ 𝑚𝑢𝑒 [cos 𝛼∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ sin𝜙 𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0.

+ sin𝛼∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝜙̇ cos 𝜙 𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0.

− 2 cos 𝛼∫ ∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) sin 𝜙 𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

− 2 sin 𝛼∫ ∫ 𝜙̇(𝜎2 − 𝑡0) cos𝜙 𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0.

𝑡

𝑡0.

]                                               (4.18) 
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Finalmente, agrupando los términos de 𝑐𝑜𝑠 𝛼  𝑦 sin 𝛼, se obtiene: 

𝑎(𝑡) = 𝑚𝑢𝑒 {−cos𝛼 [∫ (∆𝑡)2𝜙̇ cos 𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) cos𝜙
(2)

𝑡0.

]

+ sin 𝛼 [∫ (∆𝑡)2𝜙̇ sin𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) sin𝜙
(2)

𝑡0.

]}

+ 𝑚𝑢𝑒 {cos 𝛼 [∫ (∆𝑡)2𝜙̇ sin𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) sin𝜙
(2)

𝑡0.

]

+ sin 𝛼 [∫ (∆𝑡)2𝜙̇ cos 𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) cos𝜙
(2)

𝑡0.

]}                                    (4.19) 

 

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar mediante un sistemas de ecuaciones 

lineales de la forma: 

 

𝐴(𝑡)Θ = 𝐵(𝑡)                                                  (4.20) 

 

donde,  𝜃 = [𝑚𝑢𝑒𝜂 = 𝑚𝑢𝑒 cos 𝛼 ,  𝑚𝑢𝑒𝜁 = 𝑚𝑢𝑒 sin 𝛼]
𝑇

 y denota el vector a ser 

identificado. 

 𝐴(𝑡) está dado por: 

 

𝐴(𝑡) =  [
−𝑎11(𝑡) 𝑎12(𝑡)
𝑎12(𝑡) 𝑎11(𝑡)

]                                              (4.21) 

Donde: 

𝑎11(𝑡) = ∫ (∆𝑡)2𝜙̇ cos𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) cos𝜙
(2)

𝑡0.

 

𝑎12(𝑡) = ∫ (∆𝑡)2𝜙̇ sin𝜙
 

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇(∆𝑡) sin𝜙
(2)

𝑡0.

 

𝐵(𝑡) está dado por: 

𝐵(𝑡) =  [
𝑏1(𝑡)
𝑏2(𝑡)

]                                              (4.22) 
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Donde 𝑏1(𝑡)  y 𝑏2(𝑡) tienen la forma de la ecuación (4.10) y están en función del vector 

de respuesta de vibración 𝛿(𝑡), el cual contiene los desplazamientos para los diferentes 

puntos nodales en las direcciones X y Z respectivamente. 

 

De la ecuación (4.20), se puede concluir que el vector Θ es identificable 

algebraicamente sí, y solo sí, la trayectoria del sistema dinámico es persistente en el 

sentido establecido por Fliess y Sira-Ramírez [28]; es decir, las trayectorias del 

comportamiento dinámico del sistema satisface la condición  𝑑𝑒𝑡[𝐴(𝑡) ≠ 0]. En 

general, esta condición se mantiene al menos en un intervalo pequeño (𝑡0, 𝑡0 + 𝜀], 

donde 𝜀 es un valor positivo y suficientemente pequeño. 

 

De la solución de la ecuación  (4.20) se obtiene el identificador algebraico para los 

parámetros de magnitud de la masa de desbalance y su posición angular de un rotor 

asimétrico, por tanto se tiene que: 

 

𝑚𝑢𝑒𝜂 =
𝑏2𝑎12 − 𝑏1𝑎11
𝑎112 + 𝑎122

𝑚𝑢𝑒𝜁 =
𝑏1𝑎12 + 𝑏2𝑎11
𝑎112 + 𝑎122

𝑚𝑢𝑒 = √𝑚𝑢𝑒𝜂2 +𝑚𝑢𝑒𝜁2

𝛼 = cos−1 (
𝑚𝑢𝑒𝜂

𝑚𝑢𝑒
)

}
 
 
 
 

 
 
 
 

∀𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝜖]                         (4.23) 

 

Como se puede observar en (4.23), la identificación algebraica de los parámetros de la 

cantidad y su posición angular del desbalance del sistema rotodinámico es 

independiente de las condiciones iniciales, además, solo depende del vector de 

desplazamientos del sistema en las direcciones X y Z para cada instante del tiempo, así 

como del tipo de rampa de excitación.  
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4.2.2 RESULTADOS DE LA IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA DE LA CANTIDAD Y POSICIÓN 

ANGULAR DE DESBALANCE  

 

Para la simulación de la identificación algebraica de la cantidad y la posición angular de 

desbalance en un rotor asimétrico, se consideró la configuración del modelo 

correspondiente a la  figura 3.2, donde las propiedades mecánicas y geométricas del 

rotor se muestran en las tablas 3.2-3.4. Para este caso se consideró un desbalance 

𝑚𝑢𝑒 = 1𝑥10
5 𝐾𝑔.𝑚  en una posición angular 𝛼 = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z, 

colocado en el nodo 3. Para la simulación se consideró la respuesta del rotor obtenida 

con una rampa de excitación lineal con aceleración angular 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. En las figuras 

3.6 y 3.7, se muestra la componente real e imaginaria de la respuesta en el tiempo en 

dirección Z.  

 

En las figuras 4.1 a) y 4.2 a) se muestra el comportamiento en el tiempo de los 

identificadores de la cantidad de desbalance y su posición angular respectivamente. 

Por otra parte, en las figuras 4.1 b) y 4.2 b) se muestra la rapidez con que convergen los 

identificadores en los primeros instantes de tiempo.  

 

En las figuras 4.1 y 4.2, las líneas punteadas corresponden a los valores originales del 

desbalance y su posición angular respectivamente, mientras que las líneas continuas 

representan los valores de la estimación algebraica.  

 

 
a)                                                                       b) 

Figura 4.1. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒), 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2.  

b) Zoom de la figura de la figura 4.1. a). 

(𝑘
𝑔
.𝑚
) 

(𝑘
𝑔
.𝑚
) 
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a)                                                                           b) 

Figura 4.2. Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼), 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. b) Zoom de la 

figura de la figura 4.2. a). 

 

Como se observa de las figuras, el método de identificación algebraica en línea, 

identifica los parámetros desconocidos en una fracción de segundo y se mantiene 

estable en los valores determinados para todo el dominio de tiempo. 

 

En las figuras 4.3 a) y 4.3 b), se muestra la componente real e imaginaria de la respuesta 

en el tiempo en dirección Z para el nodo 1.  

 

                  
a)                                                                          b) 

Figura 4.3 a) Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

b) Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2, nodo 1 
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Por otra parte, en las figuras 4.4 y 4.5, se muestran los resultados para el 

comportamiento en función del tiempo del identificador del desbalance y su posición 

angular, para un el nodo 1 donde no existe desbalance en el rotor.  

 

 
a) 

 
b) 

Figura 4.4. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒) para el nodo 1, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

b) Zoom de la figura de la figura 4.4. a). 
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a) 

 
b) 

Figura 4.5. Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼) para el nodo 1, 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

b) Zoom de la figura de la figura 4.5. a). 

 

En la figura 4.4 a) se aprecia cómo el identificador del desbalance tiende de forma 

inmediata a un valor de cero y  en la figura 4.4 b) se observa como mantiene esta 

tendencia a lo largo de todo el dominio de tiempo, esto a causa de que en el nodo 1 no 

existe masa que cause desequilibrio al sistema.  
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Asimismo, en la figura 4.5 a) y b) se observa que el identificador correspondiente a la 

posición angular  no converge en un valor fijo, esto también a causa de que en el nodo 

analizado no existe masa que cause desbalance en el sistema. Cabe mencionar que este 

comportamiento se presenta en todos los nodos del rotor donde no existe masa de 

desbalance.  

El método de identificación tiene la capacidad de detectar parámetros de desbalance, 

en cualquier nodo dentro de la discretización del sistema. Además, esta cualidad del 

método permite encontrar la posición de la(s) masa(s) de desbalance a lo largo del 

rotor y de esta manera poder encontrar el equilibrio dinámico del sistema (ver 

apéndice A).  

 

4.3 IDENTIFICADOR ALGEBRAICO VS RAMPA DE EXCITACIÓN 

 

Un problema asociado a la aplicación de los métodos convencionales de balanceo 

(balanceo modal, coeficientes de influencia), es que éstos requieren de la respuesta de 

vibración en estado estable para diferentes valores de frecuencia de la excitación, 

además de la necesidad de llevar al sistema rotatorio hasta su velocidad nominal de 

operación. Sin embargo, en la práctica la frecuencia de excitación varía de manera 

continua, lo que impide al sistema alcanzar una vibración completamente estable, 

limitando la utilidad de los datos de la respuesta  de vibración del rotor, por la carencia 

de métodos de análisis en los que se considere la velocidad de las rampas de excitación.  

 

De acuerdo con lo anterior, se analizó el comportamiento del identificador del 

desbalance y su posición angular en función del tiempo para diferentes rampas de 

excitación de tipo lineal para los casos donde 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  𝑦  𝜙̈ =

200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2.  Para el análisis se consideró el modelo del rotor de la figura 3.2, con una 

masa de desbalance de 𝑚𝑢𝑒 = 1𝐸5 𝑘𝑔.𝑚 , colocada en el disco 1, en una posición 

angular 𝛼 = 45° (0.785 rad)  respecto al eje Z. 

 

Para cada uno de los casos, se muestra la señal en el tiempo de las componentes real e 

imaginaria de la respuesta del rotor en la dirección Z (color rojo), en estas figuras se 

aprecia una gráfica adicional que corresponde a la señal de vibración filtrada (color 

azul), es decir, el desplazamiento del rotor cada vez que éste completa una revolución. 

También se muestra el diagrama polar de respuesta del sistema (línea azul) 

correspondiente a cada caso, comparado con el diagrama polar obtenido de la solución 

en estado estable (línea negra). 
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Asimismo, para cada caso se presenta el comportamiento en el tiempo de los 

identificadores para el desbalance y su posición angular; aquí, la línea discontinua 

corresponde al valor del parámetro de referencia, mientras que la línea continua (color 

azul) corresponde  al valor obtenido de la identificación algebraica. En cada gráfica se 

muestra únicamente hasta 0.1 segundos del dominio de tiempo, ya que esto tarda el 

identificador en converger al parámetro buscado. 

 

CASO I.     𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

 

En las figuras 4.6 y 4.7, se muestra la respuesta de vibración del sistema rotodinámico 

para una rampa de excitación de tipo lineal con 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2.  En la figura 4.7 se 

puede apreciar que al aumentar 10 veces la rapidez de la rampa de excitación con 

respecto al caso donde 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 (sección 4.2.2), la respuesta de vibración del 

rotor se distorsiona, lo que limita la utilidad de los datos de la respuesta de vibración 

para el proceso de balanceo.    

 

 
a) b) 

Figura 4.6. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  
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Figura 4.7 Diagrama polar de respuesta al desbalance en la dirección Z, 𝛼 = 45,  𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

 

Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y 

su posición angular que toman como dato de entrada la señal de las figuras 4.6 a) y b), 

se muestran en la figura 4.8 a) y b) respectivamente. Se puede apreciar que 

independientemente de que la rampa de excitación sea más rápida y la señal de la 

respuesta se encuentre distorsionada, los identificadores convergen rápidamente al 

valor absoluto buscado y se mantienen constantes en el tiempo. 

 

 
a) b) 

Figura 4.8. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒) para el nodo 3, 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

b) Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼) para el nodo 3, 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

𝑚𝑢𝑒 
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CASO II.     𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

 

En las figuras 4.9 y 4.10, se presenta la respuesta de vibración del mismo sistema 

rotodinámico para el caso cuando 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. En las figuras 4.9 a), 4.9 b) y 4.10 se 

puede apreciar que al incrementar 10 veces la rapidez de la rampa de excitación con 

respecto al caso anterior, ó 100 veces para cuando 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 (sección 4.2.2),  la 

respuesta de vibración del rotor presenta un grado de distorsión mayor, lo que 

complica aún más la interpretación de la señal y su análisis.    

 

 
a) b) 

Figura 4.9. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  
 

 
Figura 4.10 Diagrama polar de respuesta al desbalance en la dirección Z, 𝛼 = 45, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

𝑚𝑢𝑒 
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Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y 

su posición angular, que toman como dato de entrada la señal de las figura 4.9 a) y 4.9 

b), se muestran en la figura 4.11 a) y 4.11 b) respectivamente. Se puede apreciar que, 

independientemente de que la rampa de excitación sea más rápida, y nuevamente la 

señal de la respuesta se encuentre distorsionada, los identificadores nuevamente 

convergen rápidamente al valor absoluto buscado y se mantienen constantes en el 

tiempo. 

 

 
a)                                                                              b) 

Figura 4.11. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒) para el nodo 3, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

b) Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼) para el nodo 3, 𝜙̈ = 100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

CASO III.     𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

 

En las figuras 4.12 y 4.13, se presenta la respuesta de vibración del sistema 

rotodinámico, para 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2.  

 

En las figuras 4.12 a), 4.12 b) y 4.13 se puede apreciar que, al incrementar 20 veces la 

rapidez de la rampa de la rampa de excitación con respecto al caso donde 𝜙̈ =

10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 , ó 200 veces para cuando 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  (sección 4.2.2), la respuesta de 

vibración del rotor presenta un grado de distorsión mucho mayor con respecto a todos 

los casos estudiados, lo que definitivamente hace prácticamente imposible el análisis 

de la señal de vibración en la aplicación de los procesos de balanceo.    
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a) b) 

Figura 4.12. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z , 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  

 

 
Figura 4.13. Diagrama polar de respuesta al desbalance en la dirección Z, 𝛼 = 45, 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 

 

Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y 

su posición angular, que toman como dato de entrada la señal de las figuras 4.12 a) y 

4.12 b), se muestran en la figura 4.14 a) y 4.14 b) respectivamente. Se puede apreciar 

que, independientemente de que la rampa de excitación sea más rápida, y que la señal 

de la respuesta se encuentre completamente distorsionada, los identificadores una vez 

más convergen rápidamente al valor buscado y se mantienen constantes en el tiempo. 

 

𝑚𝑢𝑒 
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a)                                                                              b) 

Figura 4.14. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒) para el nodo 3, 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

b) Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼) para el nodo 3, 𝜙̈ = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

Nótese que el identificador de parámetros en línea no se ve afectado por la velocidad 

de la rampa de excitación, ya que este está en función del vector de desplazamientos 

del sistema para cada instante de tiempo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Conclusiones 

 

 109 

 

CAPÍTULO V 

 

IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA EN LÍNEA PARA LA 

ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS DE UN ROTOR ASIMÉTRICO DE 

2 GDL 

 

5.1 MODELO MATEMÁTICO DE UN ROTOR ASIMÉTRICO DE 2 GDL 

 

En el Capítulo II, se definió el modelo matemático reportado en la literatura [10] para 

un rotor asimétrico, ecuación (2.52), donde se considera únicamente los efectos de los 

cambios de rigidez a causa de la asimetría del rotor, en este modelo no está presente la 

influencia que tiene el sistema a causa de la asimetría en las matrices de masa y efectos 

giroscópicos en la respuesta vibratoria. 

 

En el Capítulo III se desarrollo el modelo matemático para un rotor asimétrico para 

multiples grados de libertad donde se incluyeron los efectos de la asimetría del rotor en 

las matrices de masa, efectos giroscópico y de rigidez, sin embargo no fue posible 

demostrar la influencia que tiene en la respuesta del rotor al considerar los efectos de 

forma independiente para cada una de las matrices del sistema rotatorio (sección 

3.7.3). 

 

De acuerdo con lo anterior, para observar los efectos mencionados, se redujeron las 

matrices elementales con dimensiones de 8X8 pertenecientes a un sistema de 

múltiples grados de libertad ecuación (3.53),  a matrices de dimensiones de 2X2.  Por lo 

que el modelo de múltiples grados de libertad de la ecuacion (3.53) se puede 

simplificar a un sistema de dos grados de libertad 2 GDL  de la forma siguiente: 

 

[
𝑀1 0
0 𝑀1

] {
𝑥̈
𝑧̈
} + cos(2𝜙) [

−𝑀2 0
0 𝑀2

] {
𝑥̈
𝑧̈
} + sen(2𝜙) [

0 𝑀2
𝑀2 0

] {
𝑥̈
𝑧̈
} 

 

+𝜙̇ [
0 −𝐶1
𝐶1 0

] {
𝑥̇
𝑧̇
} + 𝜙̇ cos(2𝜙) [

0 𝐶2
𝐶2 0

] {
𝑥̇
𝑧̇
} + 𝜙̇ sen(2𝜙) [

𝐶2 0
0 −𝐶2

] {
𝑥̇
𝑧̇
} + [

𝑐𝑥 0
0 𝑐𝑧

] {
𝑥̇
𝑧̇
} 

 

+[
𝐾1 0
0 𝐾1

] {
𝑥
𝑧
} + cos(2𝜙) [

−𝐾2 0
0 𝐾2

] {
𝑥
𝑧
} + sen(2𝜙) [

0 𝐾2
𝐾2 0

] {
𝑥
𝑧
} + [

𝑘𝑥 0
0 𝑘𝑧

] {
𝑥
𝑧
} 

 

= 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
cos(𝜙 + 𝛼)

sen(𝜙 + 𝛼)
] + 𝑚𝑢𝑒𝜙̈ [

sen(𝜙 + 𝛼)

−cos(𝜙 + 𝛼)
]                                    (5.1) 
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Donde: 

𝑀1 =
𝑀𝑥 +𝑀𝑧

2
,           𝑀2 =

𝑀𝑥 −𝑀𝑧

2
         

 

𝐶1 =
𝐶𝑥 + 𝐶𝑧
2

,           𝐶2 =
𝐶𝑥 − 𝐶𝑧
2

         

 

𝐾1 =
𝐾𝑥 + 𝐾𝑧

2
,           𝐾2 =

𝐾𝑥 − 𝐾𝑧
2

         

Los subíndices  "𝑥"  y  "𝑧" que acompañan a la masa (𝑀𝑥, 𝑀𝑧), rigidez (𝐾𝑥, 𝐾𝑧) y efectos 

giroscópicos (𝐶𝑥, 𝐶𝑧) del rotor, así como rigidez (𝑘𝑥, 𝑘𝑧)  y amortiguamiento viscoso 

(𝑐𝑥, 𝑐𝑧) de los soportes corresponden a las direcciones respecto a los ejes x, z del 

sistema rotatorio de la figura 3.1 respectivamente. 

 

5.2 MÉTODOS DE SOLUCIÓN AL MODELO MATEMÁTICO 

 

5.2.1 SOLUCIÓN EN ESTADO ESTABLE PARA UN ROTOR ASIMÉTRICO  

 

De manera similar que el sistema de multiples grados de libertad, aplicando la 

metodologia de solución en estado estable a la ecuación (5.1) sin olvidar las 

condiciones propias del método, es decir 𝜙̇ = cte., 𝜙̈ = 0, donde 𝜙 = 2𝜋𝑛 con 

𝑛 = 1,2,3, . . , 𝑁 vueltas, se tiene el siguiente arreglo matricial: 

 

[
[𝐾𝑝] + [𝐾𝑑] + [𝐾] − 𝜙̇

2([𝑀𝑝] + [𝑀𝑑])

−𝜙̇(𝜙̇([𝐶𝑝] − [𝐶𝑑]) + 𝐶)

𝜙̇(𝜙̇([𝐶𝑝] + [𝐶𝑑]) + 𝐶)

[𝐾𝑝] − [𝐾𝑑] + [𝐾] − 𝜙̇
2([𝑀𝑝] − [𝑀𝑑])

] [
{𝑢1}

{𝑢2}
] = [

{𝐹1}
{𝐹2}

]   

(5.2) 

Donde:  

 

[𝑀𝑝] = [
𝑀1 0
0 𝑀1

],         [𝑀𝑑] = [
−𝑀2 0
0 𝑀2

] 

 

[𝐾𝑝] = [
𝐾1 0
0 𝐾1

],     [𝐾𝑑] = [
−𝐾2 0
0 𝐾2

],     [𝐾] = [
𝑘𝑥 0
0 𝑘𝑧

] 

 

[𝐶𝑝] = [
0 −𝐶1
𝐶1 0

],     [𝐶𝑑] = [
0 𝐶2
𝐶2 0

],     [𝐶] = [
𝑐𝑥 0
0 𝑐𝑧

] 

 



 Conclusiones 

 

 111 

 

{𝑢1} = {
𝑢1𝑥
𝑢1𝑧

},            {𝑢2} = {
𝑢2𝑥
𝑢2𝑧

} 

 

{𝐹1} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
cos 𝛼
sen 𝛼

],          {𝐹2} = 𝑚𝑢𝑒𝜙̇
2 [
−sen𝛼
cos 𝛼

]             

 
Los resultados obtenidos mediante la solución en estado estable, ecuación (5.2), se 

compararán con los resultados obtenidos mediante el método numérico (Newmark). 

  

Es importante hacer notar que con el modelo matemático de dos grados de libertad 

que se presenta en la ecuación (5.1) es posible observar de manera independiente lo 

efectos de cada una de las matrices  del sistema en la respuesta del rotor, ya que que 

un rotor asimétrico tipo Jeffcott de 2 GDL,  tanto la masa como la rigidez y efectos 

giroscópicos se consideran puntuales e independientes una de otra, mientras que en el 

sistema de multiples grados de libertad cada variable es dependiente una de la otra. 

 

5.2.2 MÉTODO NUMÉRICO DE NEWMARK  

 

Se consideran para la solución del modelo de la ecuación (5.1) las matrices de rigidez 

[𝐾𝑃], [𝐾𝑑] , masa [𝑀𝑝], [𝑀𝑑] y efectos giroscópicos [𝐶𝑝], [𝐶𝑑] así como [𝑘] y [𝑐] rigidez y 

amortiguamiento de los soportes respectivamente. Para la solución se seleccionó una 

rampa de excitación con 𝜙̈ = 0.0001 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 y un incremento de tiempo 𝑑𝑡 = 0.001. 

De acuerdo con la aceleración que se consideró (rampa de excitación), la respuesta del 

rotor se puede suponer que es similar a la de un sistema en estado estable, por tanto es 

posible comparar la solución obtenida con el método numérico de Newmark con la 

obtenida en la sección  5.2.1 (solución en estado estable). 

 

5.3  SIMULACIÓN: “VALIDACIÓN DEL MÉTODO DE NEWMARK” 

 

La validación del método numérico de Newmark se realizó a través de la comparación 

de los resultados obtenidos con aquellos arrojados al aplicar el método de solución en 

estado estable en la solución de la ecuación (5.1).  Los valores usados para la 

simulación son: 𝐾𝑥 = 1.1 N/m, 𝐾𝑧 = 1 N/m,  𝑀𝑥 = 1 kg, 𝑀𝑧 = 1.01 kg, 𝐶𝑥 = 0.17 N/m/s,

𝐶𝑧 = 0.15 N/m/s, 𝑘𝑥 = 0.01 N/m, 𝑘𝑧 = 0.01 N/m, 𝑐𝑥 = 0.1 N/m/s, 𝑐𝑧 = 0.1 N/m/s 

aplicando una masa de desbalance de 𝑚𝑢𝑒 = 1 kg.m colocada en una posición angular 

𝛼 = 45 0 con respecto al eje Z. 
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En las figuras 5.1 y 5.2 se muestra la respuesta de vibración (desplazamiento) del 

sistema vibratorio,  de la componente real e imaginaria para la respuesta en dirección Z 

obtenidas por el método de Newmark.  De ambas figuras, se observan dos señales en 

cada figura, la señal en color rojo representa la respuesta de vibración en cualquier 

instante de tiempo discreto en las direcciones Z y X respectivamente, mientras que la 

señal en color azul, representa la respuesta de vibración en el instante en que el rotor 

completa una revolución (señal filtrada). 

 

 
Figura 5.1. Componente real de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 0.0001 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

 
Figura 5.2. Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ = 0.0001 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

            Tiempo discreto 

Filtro 

            Tiempo discreto 

Filtro 

(𝑚
) 

(𝑚
) 

(𝑟𝑝𝑚) 

(𝑟𝑝𝑚) 



 Conclusiones 

 

 113 

 

Asimismo en la figura 5.3 se muestra el diagrama de Bode resultante de la respuesta de 

vibración del sistema en la dirección Z. Este se obtiene de elevar al cuadrado la 

amplitud de las señales filtradas (señales color azul) de las figuras 5.1 y 5.2 

respectivamente, posteriormente se suman y se saca la raíz cuadrada.  

 

En esta misma figura, se compara el diagrama de Bode obtenido por el método de 

Newmark (color azul) con el diagrama de Bode obtenido con la solución en estado 

estable (color negro). De la figura se puede observar que ambos métodos arrojan 

soluciones muy similares tanto en amplitud como en frecuencia.  

 

 
Figura 5.3. Desplazamiento resultante de la respuesta vibratoria en la dirección Z, 𝜙̈ =

0.0001 𝑟𝑎𝑑/𝑠2   

 

En la figura 5.4 se compara el diagrama polar de respuesta  obtenido por el método de 

Newmark (color azul) con el diagrama polar de respuesta obtenido con la solución en 

estado estable (color negro). De la figura se puede observar que ambos métodos 

arrojan soluciones muy similares tanto en amplitud de respuesta como fase.  

 

De lo anterior, se puede concluir que el programa desarrollado cuya solución emplea el 

método de Newmark ofrece resultados confiables. 

            Newmark 

Estado Estable 

 (𝑚
) 

(𝑟𝑝𝑚) 
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Figura 5.4. Diagrama polar de respuesta al desbalance en la dirección Z, 𝛼 = 450, 𝜙̈ =

0.0001 𝑟𝑎𝑑/𝑠2.  

 

5.4  EFECTOS DE LA ASIMETRÍA DEL ROTOR EN LOS DIAGRAMAS POLARES DE 

RESPUESTA 

 

En las figuras 5.5 a 5.7 se muestra la influencia de la asimetría de la flecha en la 

respuesta de vibración del rotor (diagramas polares de respuesta) considerando los 

efectos en las matrices de rigidez, masa y efectos giroscópicos. Para lo anterior, se 

considera en el sistema una cantidad de desbalance de 𝑚𝑢𝑒 = 1 𝑘𝑔.𝑚  colocada en una 

posición angular de 𝛼 = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z 

 

Cabe recordar que la respuesta de vibración en rotor asimétrico a causa de una masa 

excéntrica (masa de desbalance) depende principalmente del factor de asimetría y del 

factor de amortiguamiento por lo que se debe cumplir que el factor de 

amortiguamiento siempre tiene que ser mayor que el factor de asimetría, ecuación  

(2.99), para evitar inestabilidad en la respuesta en la zona de resonancia.  Lo anterior 

se cumple en las gráficas de las figuras 5.5 a 5.7.  

 

En las figuras se muestra la variación de cada uno de los parámetros del rotor con el 

objetiv0 de observar la influencia de la asimetría de forma independiente en la 

respuesta del rotor, por lo que el resto de los parámetros se consideran igual a la 

unidad. 

            Newmark 

Estado Estable 

 

𝑚𝑢𝑒 
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En la figura 5.5 se muestran los efectos de manera independiente que tienen las 

matrices de rigidez que se ven afectadas por la asimetría del rotor, es decir, las matrices 

de rigidez acompañadas por las funciones de sen(2𝜙) y cos(2𝜙) en la ecuación (5.1).  

En la figura se puede observar que cuando el rotor tiene la misma rigidez en los ejes 

principales  𝐾𝑥 = 𝐾𝑧, el diagrama polar de respuesta del rotor presenta una geometría 

circular (respuesta de un rotor simétrico), por otra parte, conforme se aumenta la 

asimetría del rotor, es decir se aumenta la rigidez 𝐾𝑥 con respecto a 𝐾𝑧 el diagrama 

polar de respuesta presenta una geometría elíptica y la amplitud de la vibración se 

incrementa, provocando que la elipse generada por la respuesta sea más pronunciada. 

 

 
 

En la figura 5.6  se muestran los efectos de manera independiente que tienen las 

matrices de masa que se ven afectadas por la asimetría del rotor, matrices de masa 

acompañadas por las funciones de sen(2𝜙) y cos(2𝜙) en la ecuación (5.1).  En la figura 

se puede observar que cuando el rotor tiene la misma rigidez en los ejes principales  

𝑀𝑥 = 𝑀𝑧, el diagrama polar de respuesta del rotor presenta una geometría circular 

(respuesta de un rotor simétrico), por otra parte, conforme se aumenta la asimetría del 

rotor, es decir se aumenta la masa 𝑀z con respecto a 𝑀𝑥  el diagrama polar de 

respuesta presenta una geometría elíptica y la amplitud de de la vibración se 

incrementa, provocando que la elipse generada por la respuesta sea más pronunciada.  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 

 𝐾𝑥 = 1, 𝐾𝑧 = 1,   

  𝐾𝑥 = 1.1, 𝐾𝑧 = 1,   

𝐾𝑥 = 1.15, 𝐾𝑧 = 1,   

𝐾𝑥 = 1.2, 𝐾𝑧 = 1,   

𝑚𝑢𝑒 

 Figura  5.5.  Respuesta de vibración a causa 

de un desbalance en 45°, considerando 

únicamente cambios de rigidez. 

 

𝑘𝑥 = 1 

𝑘𝑥 = 1.1 

𝑘𝑥 = 1.15 

𝑘𝑥 = 1.2 
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Tomando como referencia la gráfica 5.5, el comportamiento de los diagramas polares 

de respuesta de la figura 5.6 es diferente, ya que los cambios en las amplitudes de la 

vibración en 5.6  son mayores. 

 

 
 

Por otra parte, en la figura 5.7 se muestran los efectos de manera independiente que 

tienen las matrices de efectos giroscópicos que se ven afectadas por la asimetría del 

rotor, matrices de efectos giroscópicos acompañadas por las funciones de sen(2𝜙) y 

cos(2𝜙) en la ecuación (5.1).  En la figura se puede observar que cuando el rotor tiene 

los mismos efectos giroscópicos en los ejes principales  𝐶𝑥 = 𝐶𝑧, el diagrama polar de 

respuesta del rotor presenta una geometría circular (respuesta de un rotor simétrico), 

por otra parte, conforme se aumenta la asimetría del rotor, es decir se aumenta 𝐶x con 

respecto a 𝐶z  el diagrama polar de respuesta presenta una geometría elíptica y la 

amplitud de la vibración se incrementa, provocando que la elipse generada por la 

respuesta sea más pronunciada. Tomando como referencia la gráfica 5.5, el 

comportamiento de los diagramas polares de respuesta de la figura 5.7 son muy 

similares.  

 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 

 𝑀𝑥 = 1, 𝑀𝑧 = 1 

  𝑀𝑥 = 1, 𝑀𝑧 = 1.1 

𝑀𝑥 = 1, 𝑀𝑧 = 1.15 

𝑀𝑥 = 1, 𝑀𝑧 = 1.18 

𝑚𝑢𝑒 

 Figura  5.6. Respuesta de vibración a 

causa de un desbalance en 45°, 

considerando únicamente cambios de 

masa. 

 

𝑀𝑧 = 1 

𝑀𝑧 = 1.1 

𝑀𝑧 = 1.15 

𝑀𝑧 = 1.18 
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Finalmente, en la figura 5.8 se muestra la evolución del diagrama polar de respuesta de 

un rotor asimétrico partiendo de considerar únicamente los efectos de las matrices de 

rigidez del sistema rotodinámico, hasta presentar un diagrama polar de respuesta con 

todos los efectos integrados, es decir, con la influencia de los efectos de rigidez, mas 

los efectos giroscópicos (EG), más los efectos de masa.  En la figura se puede observar 

la diferencia entre un diagrama polar de respuesta con cambios únicamente de rigidez 

con un diagrama polar de respuesta incluyendo todos los efectos. 

 

Es importante mencionar que en un sistema real de múltiples GDL, dependiendo de las 

características que presenten los elementos que lo conforman, como son: discos, 

soportes, flecha con secciones simétricas y asimétricas, serán más o menos notorios los 

cambios en los diagramas polares de respuesta a causa de las matrices de rigidez, de 

masa y efectos giroscópicos, puesto que la asimetría pudiera solo presentarse en una 

sección de la flecha, como es el caso del sistema presentado en el Capítulo III (ver 

figura 3.2). 

 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 

 𝐶𝑥 = 0.15, 𝐶𝑧 = 0.15 

  𝐶𝑥 = 0.2, 𝐶𝑧 = 0.15 

𝐶𝑥 = 0.25, 𝐶𝑧 = 0.15 

𝐶𝑥 = 0.3, 𝐶𝑧 = 0.15 

𝑚𝑢𝑒 

 Figura  5.7.  Respuesta de vibración a 

causa de un desbalance en 45°, 

considerando únicamente cambios en 

los efectos giroscópicos. 

 

. 

 

𝐶𝑥 = 0.15 

𝐶𝑥 = 0.2 

𝐶𝑥 = 0.25 

𝐶𝑥 = 0.3 
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             Rigidez  

Rigidez + EG  

Rigidez +Masa 

Rigidez + Masa + EG 

𝑚𝑢𝑒 

 Figura  5.8 . Respuesta de vibración a causa 

de un desbalance en 45°, considerando 

cambios en la masa, rigidez y efectos 

giroscópicos (EG).  
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5.5 IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA EN LÍNEA DE LA CANTIDAD Y ÁNGULO DE 

DESBALANCE PARA UN ROTOR ASIMÉTRICO CON 2 GDL  

 

A continuación se aplicará la metodología de identificación algebraica al modelo de 2 

GDL para un rotor asimétrico con soportes, ecuación (5.1). El objetivo es la 

identificación de los parámetros del desbalance y su posición angular en un rotor 

asimétrico con la influencia de los efectos de asimetría en las matrices de masa, efectos 

giroscópicos y rigidez. 

 
5.5.1 DESARROLLO DE LOS ESTIMADORES (MODELOS DE IDENTIFICACIÓN EN LÍNEA) 

 
Se considera que el vector de desplazamientos del sistema 𝛿 = {𝑥, 𝑧}𝑇 se conoce, y está 

disponible para utilizarse como datos de entrada  para el modelo de identificación. 

Debe observarse que el modelo matemático definido por la ecuación (5.1) tiene la 

forma de la ecuación (4.5) que corresponde a un sistema de múltiples grados de 

libertad en donde, las matrices globales se han reemplazado por matrices de 

dimensiones de 2x2, y el vector de desplazamientos nodales  𝛿 únicamente cuenta con 

los desplazamientos lineales para las direcciones X y Z conforme el sistema coordenado 

de la figura (3.1). Por lo tanto, el proceso de obtención de los identificadores para 2 

GDL es el mismo al que se desarrolló para el sistema de múltiples GDL (ver Capítulo IV). 

 

La identificación de los parámetros correspondientes, se realiza tomando como datos 

de entrada en el  modelo del identificador las respuestas del rotor para las direcciones 

X y Z respectivamente, de las figuras 5.1 𝑦 5.2. Para lo anterior, se considera en el 

sistema una cantidad de desbalance de 𝑚𝑢𝑒 = 1 𝑘𝑔.𝑚  colocada en una posición 

angular de 𝛼 = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z. Asimismo, se utilizó una rampa de 

excitación lineal con una aceleración de 𝜙̈ = 0.1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  y un incremento de tiempo 

𝑑𝑡 = 0.01 s. 

 

En las Figuras 5.9 a) y 5.10 a) se muestra el comportamiento de los identificadores en 

función del tiempo, donde la línea punteada corresponden a los valores del desbalance 

y posición angular reales asignados, mientras que la línea continua representan los 

valores obtenidos de la estimación algebraica. De estas figuras se puede observar que 

la identificación tanto de la cantidad del desbalance como de su posición angular se 

tiene que el tiempo de muestreo de la señal es menor a 0.1 segundos y una vez 

identificado el parámetro, éste se mantiene constante a lo largo del tiempo hasta 

alcanzar la velocidad nominal de operación del rotor en un tiempo de 15 segundos. 
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Para un mejor análisis del comportamiento del identificador, en las figuras 5.9 b) y 5.10 

b) también se muestran los resultados para un tiempo de 0.1 segundos, ya que es 

importante observar el tiempo que requiere el identificador en línea para converger al 

valor estimado. 

 

 
a) 

 
b) 

Figura 5.9. a) Identificación de la cantidad del desbalance (𝑚𝑢𝑒). 

b) Zoom de la figura 5.9. a) 

(𝑘
𝑔
.𝑚
) 

(𝑘
𝑔
.𝑚
) 
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a) 

 
b) 

Figura 5.10. Identificación de la posición angular del desbalance (𝛼). 

b) Zoom de la figura 5.10. a) 

 

De las figuras 5.9 y 5.10 se puede observar que la importancia de la asimetría en las 

matrices de masa, efectos giroscópicos y rigidez en la respuesta del rotor no afecta el 

comportamiento del identificador, por tanto se espera que para un sistema de 

múltiples grados de libertad donde la influencia de los efectos de la asimetría en las 

matrices y por consecuencia en la respuesta del rotor sean importantes, la 

identificación de los parámetros para el balanceo se realice de manera satisfactoria. 
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5.6 IDENTIFICACIÓN ALGEBRAICA EN LÍNEA DE LA MASA, RIGIDEZ, EFECTOS 

GIROSCÓPICOS Y ASIMETRÍA DE UN ROTOR ASIMÉTRICO CON 2GDL 

 

El principal objetivo de esta sección es demostrar que con la metodología para la 

identificación de parámetros en línea es posible realizar el tratamiento matemático 

correspondiente al modelo matemático del rotor para identificar diferentes 

parámetros del sistema. 

 

Para este caso en particular se muestra la metodología para la identificación de la masa, 

rigidez y efectos giroscópicos del sistema rotatorio para un rotor asimétrico. Por 

tratarse de un sistema de 2 GDL, el arreglo matricial definido por la ecuación (5.1), 

origina 2 ecuaciones de movimiento para las direcciones X y Z, las cuales se escriben 

como:  

 

𝑀1𝑥̈ + 𝑀2(𝑦̈sen(2𝜙) − 𝑥̈ cos(2𝜙)) − 𝜙̇𝐶1𝑦̇ + 𝜙̇𝐶2(𝑥̇ sen(2𝜙) + 𝑦̇ cos(2𝜙)) + 𝑐𝑥𝑥̇

+ 𝑘1𝑥 + 𝑘2(𝑦 sen(2𝜙) − 𝑥 cos(2𝜙)) + 𝑘𝑥𝑥

= 𝑚𝑢𝑒[𝜙̇
2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)]                                                   (5.3) 

 

𝑀1𝑧̈ + 𝑀2(𝑧̈cos(2𝜙) + 𝑥̈ sen(2𝜙)) + 𝜙̇𝐶1𝑥̇ + 𝜙̇𝐶2(𝑥̇ cos(2𝜙) − 𝑧̇ sen(2𝜙)) + 𝑐𝑧𝑧̇ + 𝑘1𝑧

+ 𝑘2(𝑧 cos(2𝜙) + 𝑥 sen(2𝜙)) + 𝑘𝑧𝑧

= 𝑚𝑢𝑒[𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇
2 cos(𝜙 + 𝛼)]                                                  (5.4) 

 

Multiplicando (5.3) 𝑦 (5.4),  por 𝑡2 e integrando el resultado dos veces con respecto al 

tiempo 𝑡, se tiene: 

 

∫ [𝑀1𝑥̈ + 𝑀2(𝑧̈sen(2𝜙) − 𝑥̈ cos(2𝜙)) − 𝜙̇𝐶1𝑧̇ + 𝜙̇𝐶2(𝑥̇ sen(2𝜙) + 𝑧̇ cos(2𝜙)) + 𝑐𝑥𝑥̇
(2)

.

+ 𝑘1𝑥 + 𝑘2(𝑧 sen(2𝜙) − 𝑥 cos(2𝜙)) + 𝑘𝑥𝑥]𝑡
2 

= 𝑚𝑢𝑒∫ [𝜙̇2 sin(𝜙 + 𝛼) − 𝜙̈ cos(𝜙 + 𝛼)]𝑡2
(2)

.

                    (5.5)  

∫ [𝑀1𝑧̈ + 𝑀2(𝑧̈cos(2𝜙) + 𝑥̈ sen(2𝜙)) + 𝜙̇𝐶1𝑥̇ + 𝜙̇𝐶2(𝑥̇ cos(2𝜙) − 𝑧̇ sen(2𝜙)) + 𝑐𝑧𝑧̇
(2)

.

+ 𝑘1𝑧 + 𝑘2(𝑧 cos(2𝜙) + 𝑥 sen(2𝜙)) + 𝑘𝑧𝑧]𝑡
2 

= 𝑚𝑢𝑒∫ [𝑚𝑢𝑒[𝜙̈ sin(𝜙 + 𝛼) + 𝜙̇
2 cos(𝜙 + 𝛼)]]

(2)

.

𝑡2                     (5.6) 
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donde: 

 

∫ 𝜑(𝑡)
(2)

.
  son integrales iteradas de la forma ∫ ∫ ⋯∫ 𝜑(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛

𝜎𝑛−1

0

𝜎1

0

𝑡

0
⋯𝑑𝜎1, con 

∫𝜑(𝑡) = ∫ 𝜑(𝜎)𝑑𝜎
𝑡

0
  y  𝑛 un entero positivo. 

 

Al realizar las integrales por partes de las ecuaciones (5.5) 𝑦 (5.6) , hasta reducir los 

términos de velocidades 𝛿̇ y aceleraciones 𝛿̈ nodales a desplazamientos 𝛿 en las 

direcciones x, y  se obtienen las siguientes expresiones: 

 

 

𝑀1 [𝑡
2𝑥(𝑡) − 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝑥(𝑡) + 2∫ 𝑥(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝑀2 [−𝑡
2𝑥(𝑡) cos(2𝜙) + 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝑥(𝑡) cos(2𝜙) − 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙) − 2

+ 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙) − 4∫ 𝑡
 

𝑡0.

𝑧(𝑡) sen(2𝜙) − 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙) + 2∫ 𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶1 [−∫ 𝜙̇𝑡2
𝑡

𝑡0.

𝑧(𝑡) + 2∫ 𝜙̇𝑡𝑧(𝑡)
(2)

𝑡0.

+ 𝜙̈∫ 𝑡2𝑧(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶2 [∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙) − 𝜙̈∫ 𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇𝑡𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙) − 𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇𝑡𝑧(𝑡) cos (2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

] + 𝐶𝑥 [∫ 𝑡2
 

𝑡0.

𝑥(𝑡) − 2∫ 𝑡𝑥(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ (𝐾1 + 𝑘𝑥)∫ 𝑡2𝑥(𝑡)
(2)

𝑡0.

+ 𝐾2 [∫ 𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− ∫ 𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

] =

=𝑚𝑢𝑒∫ [𝜙̇
2
sin(𝜙+𝛼)− 𝜙̈cos(𝜙+𝛼)] 𝑡2

(2)

.
                                             (5.7) 
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𝑀1 [𝑡
2𝑧(𝑡) − 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝑧(𝑡) + 2∫ 𝑧(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝑀2 [𝑡
2𝑧(𝑡) cos(2𝜙) − 4∫ 𝑡

 

𝑡0.

𝑧(𝑡) cos(2𝜙) + 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)

+ 2∫ 𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙) − 4∫ 𝑡
 

𝑡0.

𝑥(𝑡) sen(2𝜙)

− 4∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙) + 2∫ 𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 8 ∫ 𝜙̇𝑡𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 4∫ 𝜙̇2𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶1 [∫ 𝜙̇𝑡2
𝑡

𝑡0.

𝑥(𝑡) − 2∫ 𝜙̇𝑡𝑥(𝑡)
(2)

𝑡0.

− 𝜙̈∫ 𝑡2𝑥(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ 𝐶2 [∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙) − 𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

− 2∫ 𝜙̇𝑡𝑥(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

−∫ 𝜙̇
 

𝑡0.

𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙) + 𝜙̈ ∫ 𝑡2𝑧(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2∫ 𝜙̇𝑡𝑧(𝑡) sen (2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ 2∫ 𝜙̇2𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

] + 𝐶𝑧 [∫ 𝑡2
 

𝑡0.

𝑧(𝑡) − 2∫ 𝑡𝑧(𝑡)
(2)

𝑡0.

]

+ (𝐾1 + 𝑘𝑧)∫ 𝑡2𝑧(𝑡)
(2)

𝑡0.

+ 𝐾2 [∫ 𝑡2𝑧(𝑡) cos(2𝜙)
(2)

𝑡0.

+ ∫ 𝑡2𝑥(𝑡) sen(2𝜙)
(2)

𝑡0.

]

=𝑚𝑢𝑒∫ [𝑚𝑢𝑒 [𝜙̈ sin(𝜙+𝛼)+ 𝜙̇
2
cos(𝜙+𝛼)]]

(2)

.
𝑡2                                            (5.8) 

 

Como se cuentan únicamente con 2 ecuaciones (5.7) 𝑦 (5.8), éstas se deben integrar 

tantas veces sea necesario para igual el número de ecuaciones al número de incógnitas 

que quieran determinarse. En este caso se tienen 6 parámetros a identificar:  

𝑀1, 𝑀2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐾1, 𝐾2  por lo que las ecuaciones (5.7) 𝑦 (5.8) se deben integrar 2 veces 

más, de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

 
𝑐11𝑀1 + 𝑐12𝑀2 + 𝑐13𝐶1 + 𝑐14𝐶2 + 𝑐15𝐾1 + 𝑐16𝐾2 = 𝑓1 

𝑐21𝑀1 + 𝑐22𝑀2 + 𝑐23𝐶1 + 𝑐24𝐶2 + 𝑐25𝐾1 + 𝑐26𝐾2 = 𝑓2 

+⋯ 

⋮ 

𝑐61𝑀1 + 𝑐62𝑀2 + 𝑐63𝐶1 + 𝑐64𝐶2 + 𝑐65𝐾1 + 𝑐66𝐾2 = 𝑓6 

 

(5.9) 
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Aquí, los coeficientes 𝑐11  … 𝑐66 representan las integrales iteradas en función del 

tiempo que acompañan a los parámetros de interés las cuales aumentarán de orden 

tantas veces se integren las ecuaciones.   

 

El sistema de ecuaciones anterior, ecuación (5.9) se puede expresar como un arreglo 

matricial de la siguiente forma:  

 

𝐶0(𝑡)Θ = 𝐹(𝑡)                                                          (5.10) 

Con: 

𝐶0(𝑡) = [

𝑐11 ⋯ 𝑐16
⋮ ⋱ ⋮
𝑐61 ⋯ 𝑐66

] , 𝐹(𝑡) = [

𝑓
1

⋮
𝑓
6

] 

 

Donde Θ = [𝑀1, 𝑀2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐾1, 𝐾2]
𝑇 denota el vector de parametros a ser identificados, 

mientras 𝐶0(𝑡) 𝑦 𝐹(𝑡) son matrices con dimensiones de 6x6 y 6x1 respectivamente. La 

primera, contiene los grados de libertad de traslación de cada nodo en las direcciones x 

y z, la segunda contiene los términos de la cantidad y posición de desbalance 

anteriormente identificados, y cuyos valores deben ser conocidos.  

 

De la ecuación (5.10), se puede concluir que el vector Θ es identificable 

algebraicamente sí, y solo sí, la trayectoria del sistema dinámico describe el sentido 

establecido por Fliess y Sira-Ramírez [28]; es decir, las trayectorias o el 

comportamiento dinámico del sistema satisface la condición  𝑑𝑒𝑡[𝐴(𝑡) ≠ 0]. En 

general, esta condición se mantiene al menos en un intervalo pequeño (𝑡0, 𝑡0 + 𝜀], 

donde 𝜀 es un valor positivo y suficientemente pequeño. 

 

Al solucionar la ecuación (5.10) se pueden obtener los identificadores algebraicos para 

los parámetros buscados. 

 

𝑀1 =
∆1
∆

𝐶1 =
∆3
∆

𝐾1 =
∆5
∆

     

𝑀2 =
∆2
∆

𝐶2 =
∆4
∆

𝐾2 =
∆6
∆ }
 
 

 
 

∀𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝜖]                   (5.11)  
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En las Figuras 5.11 − 5.16 se muestra el comportamiento de los identificadores en 

función del tiempo para cada uno de los parámetros del vector 

Θ = [𝑀1, 𝑀2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐾1, 𝐾2]
𝑇 respectivamente, donde la línea punteada corresponde a 

los parámetros reales, mientras que la línea continua representan los valores obtenidos 

de la estimación algebraica. Asimismo, se utilizó una rampa de excitación lineal con una 

aceleración de 𝜙̈ = 1 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  y un incremento de tiempo 𝑑𝑡 = 0.0001 s. 

 

De estas figuras se puede observar que en la identificación de los parámetros se tiene 

que el tiempo de muestreo de la señal es menor a 0.5 segundos y una vez identificado 

el parámetro, éste se mantiene constante a lo largo del tiempo hasta alcanzar la 

velocidad nominal de operación del rotor en un tiempo de 1.5 segundos. 

 

 

Figura 5.11. Identificación de la masa 𝑀1 = 1.005 𝑘𝑔. 

 

Figura 5.12. Identificación de la masa 𝑀2 = −0.005 𝑘𝑔. 
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Figura 5.13. Identificación del amortiguamiento 𝐶1 = 0.16 𝑁/𝑚/𝑠. 

 

Figura 5.14. Identificación del amortiguamiento 𝐶2 = 0.01 𝑁/𝑚/𝑠. 

 
Figura 5.15. Identificación de la rigidez 𝐾1 = 1.05 𝑁/𝑚/𝑠. 
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Figura 5.16. Identificación de la rigidez 𝐾2 = 0.05 𝑁/𝑚/𝑠. 

 

Una vez identificados los parámetros 𝑀1, 𝑀2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐾1 𝑦 𝐾2, se pueden encontrar la 

masa, rigidez y efectos giroscópicos del sistema 2 GDL en las direcciones X y Z, 

mediante las relaciones presentadas en la ecuación  (5.1): 

 

 

𝑀1 =
𝑀𝑥 +𝑀𝑧

2
,           𝑀2 =

𝑀𝑥 −𝑀𝑧

2
         

𝐶1 =
𝐶𝑥 + 𝐶𝑧
2

,           𝐶2 =
𝐶𝑥 − 𝐶𝑧
2

         

𝐾1 =
𝐾𝑥 + 𝐾𝑧

2
,           𝐾2 =

𝐾𝑥 − 𝐾𝑧
2

         

 

Al resolver las relaciones anteriores se tiene: 

 

𝑀𝑥 = 1 kg, 𝑀𝑧 = 1.01 kg, 𝐶𝑥 = 0.17 N/m/s, 𝐶𝑧 = 0.15 N/m/s, 𝐾𝑥 = 1.1 N/m  𝑦  𝐾𝑧 = 1 N/m     

 

Donde los valores de 𝑀𝑥 , 𝑀𝑧 , 𝐶𝑥, 𝐶𝑧 , 𝐾𝑥 𝑦 𝐾𝑧 que se calcularon a partir de los parámetros 

𝑀1, 𝑀2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐾1 𝑦 𝐾2 determinados por los identificadores corresponden a los valores 

de entrada usados en la simulación (Sección 5.3)  

 

Finalmente, conocidos los valores de masa, rigidez y efectos giroscópicos del sistema 

en ambas direcciones X y Z, se pueden determinar otros parámetros de importancia 

como son: la asimetría modal (ecuación 1.1) y factor de amortiguamiento del sistema. 
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CONCLUSIONES 

 
En el presente trabajo se desarrolló un modelo matemático de múltiples grados de 

libertad para un rotor asimétrico, donde se incluyen los efectos de asimetría en las 

matrices de masa, efectos giroscópico y de rigidez con respecto a un marco de 

referencia fijo. El modelo rotor asimétrico-soportes se obtuvo mediante la técnica de 

elemento finito, donde se consideró un elemento tipo viga con cuatro grados de 

libertad por nodo para la flecha del rotor. En este modelo se consideraron los 

momentos de inercia rotacional, efectos giroscópicos y amortiguamiento. Asimismo, se 

propone un identificador algebraico en línea para determinar el desbalance y su 

posición angular de un rotor asimétrico, tomando como referencia el modelo de 

múltiples grados de libertad desarrollado donde se consideraron rampas de excitación 

de tipo lineal. 

 

Las conclusiones generadas de los resultados del trabajo realizado se resumen a 

continuación. 

 

1) En el desarrollo del modelo matemático para el rotor asimétrico, se demuestra 

que la asimetría de la flecha afecta a las matrices de masa rotatoria, efectos 

giroscópicos y rigidez. Cabe mencionar que en el modelo de múltiples grados de 

libertad no se pudo observar los efectos de manera independiente de cada una de 

las matrices en la respuesta del rotor, ya que estos son función directamente de la 

configuración del rotor utilizado como son: diámetro de la flecha, longitud de la 

flecha, asimetría de la flecha, amortiguamiento del sistema, etc. 

 

2) Se redujo el modelo matemático de múltiples grados de libertad, a un sistema de 

dos grados de libertad y se propuso cambios de masa, efectos giroscópicos y 

rigidez de manera independiente. De los resultados obtenidos, se observó que los 

cambios de masa y efectos giroscópicos en la respuesta del rotor, son similares a 

los efectos  observados en la respuesta del rotor cuando se consideran 

únicamente cambios de rigidez , es decir, los diagramas polares de respuesta 

obtenidos presentan una forma geométrica elíptica. Sin embargo, es importante 

considerar los efectos de todas las matrices en la respuesta del rotor al realizar la 

simulación numérica, ya que si no se hace, es posible que cuando se realiza el 

análisis experimental presente inestabilidad en la respuesta de vibración al 

desbalance del sistema. 
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3) Se resolvió el modelo de dos y múltiples grados de libertad del modelo 

desarrollado mediante el método numérico de Newmark con rampas de excitación 

de tipo lineal y el método de solución en estado estable. De la comparación de los 

resultados obtenidos, se observó que para rampas de excitación muy lentas, la 

respuesta del rotor es muy similar en ambos casos. 

 
4) Se presenta la aplicación de la técnica de identificación algebraica en línea y se 

implementa en la identificación de parámetros para el balanceo de rotores 

asimétricos. 

 
a) Se propone un modelo matemático de un identificador en línea  para un 

sistema rotodinámico de múltiples grados de libertad para determinar el 

desbalance y su posición angular en diferentes puntos a lo largo del rotor. Los 

identificadores propuestos, requieren como dato de entrada la respuesta de 

vibración del rotor en función del tiempo, así como el tipo de rampa de 

excitación. 

b) Se propone un modelo matemático de un identificador en línea para un 

sistema rotodinámico de dos grados de libertad para determinar el 

desbalance y su posición angular, así como, rigidez, masa y efectos 

giroscópicos del sistema. 
 

5) Se evaluó y analizó el comportamiento en el tiempo del identificador propuesto 

para una distribución de masa de desbalance en diferentes nodos a lo largo del 

rotor, tomando como dato de entrada la respuesta de vibración obtenida de la 

simulación del sistema rotodinámico de múltiples grados de libertad, con 

diferentes rampas de excitación de tipo lineal. Los resultados numéricos muestran 

la rapidez y convergencia en la identificación de los parámetros en fracciones de 

segundos, independientemente de la velocidad de la rampa de excitación utilizada.  

 
Es importante hacer notar que, para la identificación del desbalance y su posición 

angular por medio de la técnica de identificación algebraica en línea es necesario 

adquirir solo un mínimo de datos de la respuesta de vibración del rotor durante la rampa 

de excitación sin pasar la zona de resonancia ni llegar a la velocidad nominal de rotación 

del rotor, como es el caso de la mayoría de las técnicas de balanceo. La determinación 

del desbalance y su posición angular mediante la técnica de identificación algebraica en 

línea aquí propuesto, puede aplicarse al balanceo de rotores asimétricos industriales y 

haciendo las simplificaciones necesarias también en rotores simétricos.  
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APÉNDICE 

 

INDENTIFICADORES PARA UN SISTEMA ROTOR ASIMÉTRICO-SOPORTES CON 
VARIAS MASAS DE DESBALANCE 

 

A continuación se presentan los identificadores para determinar la cantidad de 

desbalance y posición angular de las masas de desbalance en un sistema rotodinámico  

cuya configuración pertenece al sistema rotor asimétrico con soportes de Inagaki et al. 

[9], figura 3.2, presentado en el Capítulo III. Éste está compuesto por un eje simétrico 

con una parte asimétrica en el centro, dos discos inerciales localizados a lo largo del eje 

Y, con soportes colocados cerca de los extremos. Asimismo, se considera que en el 

rotor existen dos masas de desbalance: la primera se ubica en la periferia del primer 

disco 𝑒1 = 0.05 𝑚 con una magnitud de 𝑚1𝑢 = 0.0005 𝑘𝑔, por lo que se tiene una 

cantidad de desbalance de 𝑚1𝑢𝑒1 = 2.5𝑥105 𝑘𝑔.𝑚  con una posición angular  𝛼1 = 45° 

en el plano X-Z medido respecto al eje Z. La segunda con ubicación en la periferia del 

segundo disco  𝑒2 = 0.05 𝑚 con una magnitud de 𝑚2𝑢 = 0.0001 𝑘𝑔, a lo que el 

desbalance 𝑚2𝑢𝑒2 = 1𝑥10
5 𝑘𝑔.𝑚  con un ángulo de 𝛼2 = 45°. 

 

En la figura 𝐴 1.1 se presenta el diagrama de bode de magnitud de la respuesta 

vibratoria para cada uno de los 8 nodos según la discretización del sistema (ver figura 

3.2). 

 

 

Figura 𝐴 1.1 Respuesta vibratoria resultante del sistema  con 𝜙̈ = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 
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En las figuras  𝐴 1.2 y 𝐴 1.3 se muestra la identificación la magnitud desbalance y 

posición angular para los nodos 3 y 6 en los cuales se colocaron masas de desbalance. 

 

NODO 3 

 

 
a)                                                                            b) 

Figura 𝐴 1.2 a) Identificación de la masa de desbalance 𝑚1𝑢𝑒1 = 2.5𝑥10
5 𝑘𝑔.𝑚    

b) Identificación de la posición angular del desbalance 𝛼1 = 30° 

 

NODO 6 

 

  
a)                                                                            b) 

Figura 𝐴 1.3 a) Identificación de la masa de desbalance 𝑚2𝑢𝑒2 = 1𝑥105 𝑘𝑔.𝑚    

b) Identificación de la posición angular del desbalance 𝛼1 = 45° 
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En las figuras  𝐴 1.4 y 𝐴 1.5 se muestra la identificación la magnitud del desbalance y su 

posición angular para los nodos 1 y 2, correspondientes a los extremos del rotor. 

 

NODO 1 

 
a)                                                                            b) 

Figura 𝐴 1.4 a) Identificación de la masa de desbalance del nodo 1 

b) Identificación de posición angular del desbalance del nodo 1 

 

NODO 8 

  
a)                                                                            b) 

Figura 𝐴 1.5 a) Identificación de la masa de desbalance del nodo 8 

b) Identificación de posición angular del desbalance del nodo 8 

 

En las figuras anteriores se observa que los identificadores convergen únicamente en los 

nodos donde se colocaron las masas de desbalance. 
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