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RESUMEN

De acuerdo a la metodologia propuesta por Ferraris y Lalanne, en este trabajo se
presenta el tratamiento matematico para la obtencidn de un modelo para el analisis del
comportamiento dindmico de la respuesta al desbalance de un sistema rotor
asimétrico-cojinete de muiiltiples grados de libertad. En el modelo rotodindmico se
incluyen los efectos de la inercia rotatoria, momentos giroscépicos, amortiguamiento
de Rayleigh y viscoso, y se desarrolla con base en el método de elemento finito, con un
elemento tipo viga con cuatro grados de libertad por nodo, dos desplazamientos
radiales y sus rotaciones. Asimismo se propone un modelo matematico para la
identificacion algebraica de pardametros en linea para el balanceo de rotores
asimétricos, con base en la identificacidn algebraica propuesta por Fliess y Sira. Se
evalud y analizé el comportamiento en el tiempo del identificador propuesto para una
distribucion de masas de desbalance en diferentes puntos a lo largo del rotor, tomando
como dato de entrada la respuesta de vibracion para diferentes rampas de excitacion
de tipo lineal, obtenida de la simulacidn del sistema rotodinamico de multiples grados
de libertad. Los resultados numéricos muestran la rapidez en la convergencia de la
identificacion de los pardmetros en una fraccion de segundos, sin importar la
aceleracion de la rampa de excitacidn. La ventaja que ofrece el método propuesto, es
que se puede aplicar en el balanceo de rotores sin la necesidad de llevar al rotor hasta
su velocidad nominal de operacidn para obtener la respuesta de vibracidn.
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ABSTRACT

A mathematical treatment is presented according to the methodology proposed by
Ferraris and Lalanne, for the mathematical model on dynamic behavior analysis of the
unbalanced response of a multiple-degrees-of-freedom asymmetric rotor bearing
system. The rotordynamic model includes rotative inertia, gyroscopics momentum,
Rayleigh and viscous damping. This model was developed on the basis of Finite
Element Method, with a four degrees of freedom beam type element: two radial
displacements and its rotations. Likewise, a mathematical model for on line algebraic
identification of parameters for balancing asymmetric rotors, based on the algebraic
identification proposed by Fliess and Sira. For unbalancing masses distributed on
different positions along the rotor, the behavior in time domain of the proposed
identifier was assessed and analyzed, with the vibration response for several lineal-type
coasting up as input data. This response was obtained from multiple degrees of
freedom rotor system simulation. Numerical results show the promptness of the
parameters identification convergence, which was reached in a fraction of seconds
regardless the acceleration of the coast up. The strength of the developed method is
its application on the rotor balancing without running the rotor up to nominal
operation speed for obtaining vibration response.
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Introduccion

INTRODUCCION

Durante el funcionamiento de una maquina rotatoria se generan altas vibraciones y
ruido a causa de diversos factores tales como: lubricacién inadecuada, excentricidad
entre acoplamientos, campos magnéticos no uniformes, cargas no uniformes a lo largo
de la flecha, y finalmente, fuerzas generadas por masas excéntricas del rotor.

La generacidn de fuerzas a causa de masas excéntricas del rotor, producen vibraciones
que se transmiten a todos los componentes de la maquina y pueden llegar a dafiarlos.
Es por esta razdn que resulta necesario emplear métodos capaces de reducir este tipo
de fuerzas. A tales métodos se les conoce como métodos de balanceo.

Actualmente, las maquinas rotatorias tienen caracteristicas fisicas que les permiten
funcionar a velocidades mas altas que los primeros equipos rotatorios que se
fabricaron, lo cual ha provocado que su comportamiento dindmico sea mas complejo,
exigiendo a su vez una evoluciéon de los métodos de balanceo. En la actualidad, estos
métodos se siguen mejorando con el objeto de economizar y hacer mas rapidos los
trabajos relacionados con esta actividad.

De acuerdo con la rigidez que poseen los rotores en su seccidon transversal, estos
pueden clasificarse en dos tipos: rotores simétricos y asimétricos. Los primeros son de
seccion transversal circular y poseen parametros de rigidez igual en toda su seccidn,
mientras que los rotores asimétricos, poseen parametros de rigidez diferente en los
ejes de inercia principales de su seccidn transversal, esto afecta a las velocidades
criticas y a la magnitud de la respuesta al desbalance del rotor. Tal es el caso de los
rotores de algunos generadores de dos polos y también de los excitadores de algunos
de los turbogeneradores.

Si un rotor presenta desbalance a causa de una masa excéntrica, puede obtenerse la
amplitud y la fase del vector de vibracién para varias frecuencias y graficarse en un
diagrama polar de respuesta en estado estable, el cual facilita el andlisis del
comportamiento dindmico del rotor. En el caso de los rotores simétricos, los diagramas
polares de respuesta son de forma circular.

En estos diagramas el vector de vibracion de maxima amplitud se presenta
aproximadamente en condiciones de resonancia (cuando la velocidad de rotaciéon es
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Introduccion

igual a la frecuencia natural), y se atrasa un angulo de 90° con respecto a la posicidn
angular donde se encuentra la fuerza de excitacion.

En el caso de los rotores asimétricos, los diagramas polares de respuesta son de forma
geométrica eliptica, y presentan caracteristicas diferentes a la de los simétricos, ya que
la respuesta depende principalmente de dos pardmetros adimensionales: el factor de
amortiguamiento y el de asimetria. De acuerdo con diversos investigadores, estos dos
parametros provocan que el vector de vibracién en condiciones de resonancia presente
diferentes amplitudes y angulos de fase para diferentes posiciones angulares de la
fuerza de excitacidn, lo cual dificulta identificar el vector de vibracién en condiciones de
resonancia en el diagrama polar de respuesta.

Los parametros que producen la diferencia entre los diagramas polares de respuesta
de los rotores simétricos y asimétricos han sido estudiados por afios con el fin de
desarrollar métodos eficientes para el balanceo de los rotores. En el caso de los rotores
asimétricos, los métodos son escasos y mdas complejos, a causa de la asimetria, el
amortiguamiento y de la dificultad para determinar la posicidn angular de la fuerza de
excitacion en los diagramas polares de respuesta.

En vista de lo anterior, el objetivo de este proyecto es aplicar una metodologia de
identificacion algebraica en linea de parametros para determinar el desbalance y su
posicion angular, usando Unicamente mediciones de la respuesta de vibracion
(desplazamiento).



OBJETIVO GENERAL

Implementar el método de identificacion algebraica en linea en la estimacién de
parametros para el balaceo de rotores asimétricos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1.- Establecer un modelo matematico que describa la respuesta vibratoria de los rotores
asimétricos a causa del desbalance.

2.- Desarrollar y analizar las ecuaciones diferenciales de movimiento de un rotor
asimétrico.

3.- Determinar los parametros que influyen en la respuesta de un rotor asimétrico.

4.- Aplicar el método de identificacidon algebraica para obtener los parametros de:
masa de desbalance y posicion angular del desbalance.



JUSTIFICACION

La importancia del desbalance en las maquinas rotatorias se deja en evidencia por el
continuo desarrollo y optimizacién de los métodos y técnicas de balanceo. A pesar de
esto, hoy en dia los métodos que se cuentan para el balanceo de rotores asimétricos
son complejos a causa del comportamiento dindmico que presentan.

En general, el problema del desbalance en rotores asimétricos ha sido encarado
mediante la aplicacién de los dos métodos mds conocidos y sus variantes: balanceo por
coeficientes de influencia y analisis modal, y en un tercer caso por una combinacién de
ambos métodos. Todos basados en la respuesta del sistema ante la influencia de masas
de pruebay en el andlisis de las formas modales 0 modos de vibracidn del sistema. Para
la generacion de dichas formas modales es necesario el conocimiento de parametros
modales tales como: frecuencias naturales, amortiguamiento, factor de forma modal; y
para ello es necesario contar con programas de extraccion de parametros modales,
realizacién de simulaciéon numérica o de pruebas experimentales en el rotor.

Varias técnicas de control de vibraciones (dispositivos activos o semiactivos) también
han sido propuestas, algunas de las cuales se mencionan en el estado del arte, donde el
objetivo final es el de modificar las propiedades de rigidez y amortiguamiento del
sistema, para reducir la respuesta al desequilibrio mientras el rotor pasa por su
velocidad critica. Sin embargo, dichas técnicas no localizan el desbalance, sino que
atenuan las amplitudes de vibracion.

Aplicando el método de identificaciéon algebraica en linea se determinaran los
parametros como lo son la cantidad y posicién angular del desbalance, que afectan a
un rotor asimétrico usando Unicamente mediciones de la respuesta de vibracion
(desplazamiento). Dichos pardmetros seran determinados desde la puesta en marcha
(estado transitorio) y durante el estado estable sin necesidad de operar el rotor a
velocidades cercanas a las frecuencias naturales o velocidades criticas evitando las
maximas amplitudes de vibracién que tienen lugar en condiciones de resonancia.

Es importante mencionar que varios estudios de casos concretos con simulaciones por
ordenador y en otros mas por resultados experimentales validan la buena respuesta del
método de identificacién algebraica en linea, demostrando ademads propiedades de
robustez contra perturbaciones 'y alta velocidad en los resultados.
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ESTADO DEL ARTE

El primer aporte al campo de la rotodindmica fue realizado por Jeffcott [1], quien
consideré un modelo con una flecha de seccién transversal circular soportada
libremente sobre chumaceras rigidas; en este, se incluia un disco en la parte central
cuyo centro de masa se encuentra desplazado una distancia del centro de giro.

Como resultado de este andlisis, Jeffcott concluyd que la vibracién de una flecha en
rotacion esta compuesta por dos partes: una vibracion transitoria amortiguada, que
representa el movimiento libre del sistema causada por pequefios disturbios, y una
vibracién forzada (estado estable) que es funcién de la masa excéntrica y de la
velocidad angular de la flecha. Las conclusiones mas importantes obtenidas de su
estudio fueron:

v" Cuando la velocidad angular tiende a cero, el dngulo de fase del vector vibracién
con respecto a la posicién angular donde se encuentra la fuerza de excitacion
tiende a 0’.

v' El angulo de fase se incrementa con la velocidad angular de la flecha, hasta
llegar a 90° con respecto a la posicién angular de la fuerza de excitacién cuando
la velocidad angular es igual a la frecuencia natural del sistema.

v' Para velocidades angulares arriba de la frecuencia natural, el dngulo de fase
cambia de tal forma que para valores muy grandes de la velocidad angular de la
flecha, el dngulo de fase tiende a un valor de 180° con respecto a la posicion
angular de la fuerza de excitacién.

Las consideraciones del andlisis de Jeffcott aportaron las bases para el balanceo modal
de rotores simétricos, sin embargo, los problemas presentados en la turbomaquinaria
con caracteristicas diferentes a estos rotores, tal como los turbogeneradores,
propiciaron el estudio de los rotores asimétricos.

El primer estudio sobre los rotores asimétricos fue realizado por Taylor [2], quien utilizé
una version del modelo de Jeffcott, con el propdsito de estudiar la inestabilidad de un
turbogenerador de dos polos.



En su estudio concluyé que la fuerza eldstica experimentada por el rotor no se
encuentra en fase con el desplazamiento, y determind que la fuerza eldstica tiene una
componente radial que es paralela al desplazamiento y una tangencial que es
perpendicular a la direccion del desplazamiento. La componente tangencial la
consideré como una caracteristica Unica de las flechas asimétricas. Experimentalmente
determind que la influencia de pesos colocados en una misma posicién angular del
rotor no es proporcional a la respuesta vibratoria.

A partir de esta ultima consideracién, Bishop et al. [3], concluyeron que la vibracién de
una flecha asimétrica en rotacion presenta dos caracteristicas importantes:

1) La respuesta vibratoria del rotor cambia en amplitud y fase para diferentes
posiciones angulares de la fuerza de excitacidn.

2) Existe una componente de la vibracién cuya frecuencia es igual al doble de la
frecuencia de giro del rotor.

También determinaron que cuando la asimetria modal es mdas grande que el factor de
amortiguamiento del sistema, se presenta una inestabilidad en la zona de resonancia.
Sus estudios propiciaron futuras investigaciones sobre las propiedades de inestabilidad
de los rotores asimétricos y sus formas de balanceo.

Los efectos de la asimetria y amortiguamiento considerados por Taylor y Bishop, et al.
también fueron estudiados por Parkinson [4], con la diferencia que encontré dos
términos adicionales los cuales estdn en funcidn de la asimetria modal de la flecha, los
cuales son el amortiguamiento viscoso e histerético. Parkinson encontré una expresion
analitica que considera la funcién de la asimetria modal de una flecha, considerando
una ecuacion de movimiento para cada eje principal de inercia de un rotor asimétrico.

10,2 -0,°

=2 " 1.1
# 20,24+ 0,2 1D

Donde Q, y Q, son las frecuencias naturales a causa de la rigidez mayor y menor
correspondientes a las direcciones principales de la seccidn asimétrica de la flecha.




Parkinson también estudié el comportamiento vibratorio de una flecha asimétrica
mediante la construccién de los diagramas polares de respuesta considerando un
factor de amortiguamiento ({) en relacién con la asimetria modal () de manera que le
permitié obtener la forma geométrica caracteristica de los diagramas polares de
respuesta de una flecha asimétrica, las cuales son:

un circulo, sig =0
una elipse,si { > u +# 0
una parabola,si{ =pu # 0
una hipérbola,si { <u #0

En su analisis, Parkinson sélo considero los diagramas polares de respuesta en forma
eliptica, encontrando que al trazar una linea recta en el diagrama entre el punto
correspondiente a la frecuencia natural asociada con la rigidez maxima y el punto
correspondiente a la frecuencia natural asociada con a la rigidez minima de la seccién
transversal del rotor, esta linea trazada es paralela a la posiciédn angular de la fuerza de
excitacion. De sus investigaciones concluyéd que para velocidades de la flecha
asimétrica muy lejanas de las velocidades criticas correspondientes a los ejes de inercia
principales, el comportamiento vibratorio de la flecha es similar al de una flecha
simétrica.

Otros autores como Shiraki y Kanki [5] propusieron un método de balanceo de rotores
asimétricos basado en el principio de balanceo modal y en el andlisis de los diagramas
polares de respuesta obtenidos experimentalmente. En su método Shiraki y Kanki
consideran las posiciones angulares de +45° con respecto al eje de menor rigidez de la
seccion transversal del rotor. En sus investigaciones encontraron las siguientes
caracteristicas de los diagramas polares de respuesta:

e Son elipticos y tienen sus ejes mayor y menor orientados 45° y -45° con respecto
al eje que contiene la rigidez minima de la seccién transversal del rotor.

e La amplitud maxima de la respuesta vibratoria del rotor estda determinada
cuando la fuerza de excitacidn estd a -45°. Bajo esta condicién, el vector de
vibracién en condiciones de resonancia se encuentra en fase con el eje mayor de
la elipse.



e La amplitud minima de la respuesta vibratoria del rotor estd determinada
cuando la fuerza de excitacién estd a 45°. Bajo esta condicidn, el vector de
vibracién en condiciones de resonancia se encuentra en fase con el eje menor
de la elipse.

Otros investigadores que abordaron el estudio de un rotor asimétrico con base en sus
ejes principales de inercia fueron Iwatsubo y Nakamura [6], quienes analizaron el
comportamiento vibratorio de una flecha asimétrica soportada sobre chumaceras
rigidas con propiedades de rigidez iguales tanto en el eje vertical como el horizontal. En
sus analisis obtuvieron una ecuacién diferencial de movimiento para cada eje de inercia
principal del rotor.

Concluyeron que la técnica de balanceo modal es dificil de aplicar a las flechas
asimétricas, a causa de que en condiciones de resonancia el desplazamiento no es
siempre de amplitud mdxima y no siempre presenta un angulo de fase igual a 90° con
respecto a la posicidn angular de la fuerza de excitacién, como en el caso de los rotores
simétricos. Propusieron un método de balanceo basado en los coeficientes de
influencia, en el que los coeficientes se definen en forma separada para cada eje de
inercia principal del rotor.

De la misma manera, otros autores desarrollaron métodos basados en los coeficientes
de influencia, ademas procuraron optimizar el proceso de balanceo tal como
Matsukura et al [7], quienes trataron sobre el balanceo de rotores flexibles con especial
referencia a rotores asimétricos. Estos investigadores desarrollaron un método de
balanceo basado en los coeficientes de influencia estimados de la vibracién del rotor
causada por una masa de desbalance. En el método propuesto por estos
investigadores se considera un factor de convergencia, con el fin de disminuir los
desbalances residuales mas rapidamente.

Sin embargo, encontraron algunos problemas para proponer la magnitud del factor de
convergencia que pudiera ser aplicada para todos los casos practicos de balanceo de
rotores asimétricos, ya que desafortunadamente, este factor de convergencia depende
de varios factores, tales como la asimetria modal, la posicién angular del desbalance y
la posicién angular donde se colocan los pesos de balanceo. En este sentido,
propusieron los valores para el factor de convergencia de los cuales fueron
determinados numéricamente observando los efectos sobre la convergencia de las
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vibraciones residuales en el proceso de balanceo, de otra manera, determinar este
valor en la practica resultaria en un proceso demasiado complejo y riesgoso.

Otros investigadores se enfocaron a optimizar los métodos de balanceo basados en los
coeficientes de influencia, tal como Songbo y Yacai [8]. Estos investigadores
propusieron un método para el balanceo de rotores flexibles con rigidez asimétrica,
basado en los valores de los coeficientes de influencia calculados de la respuesta de un
rotor y modificados experimentalmente. Su estudio fue realizado sobre una flecha
asimétrica y también consideraron los pardmetros geométricos y fisicos de los soportes
del sistema ya que estos afectan a la aproximacion de los coeficientes de influencia.

Mediante esta consideracidon desarrollaron un método optimizado de balanceo. El
modelo matemadtico fue discretizado y resuelto por el método de elemento finito,
concluyendo que la respuesta de un sistema complejo puede aproximarse
considerando varios factores como la inercia rotacional, efectos giroscdpicos,
amortiguamiento, deflexion, etc. por lo que los coeficientes de influencia pueden
calcularse para el balanceo.

Por otro lado, también fueron analizados los coeficientes de influencia dependientes
del tiempo y sus efectos en los diagramas polares de respuesta, tal es el caso de los
investigadores Inagaki , Kanki y Shiraki [9], quienes desarrollaron un método analitico
para la evaluacidn de la respuesta de un rotor asimétrico. Sus estudios se basaron en la
ecuacién de movimiento con coeficientes dependientes del tiempo de una flecha
asimétrica soportada con chumaceras con propiedades de rigidez diferentes en los ejes
vertical y horizontal. En este estudio las ecuaciones de movimiento fueron resueltas
con el método de balanceo armdnico y la matriz de transferencia con el fin de obtener
una solucién aproximada para la vibracidon causada por factores como desbalance,
flexién y cortante.

Experimentalmente encontraron que los diagramas polares de respuesta
correspondientes a la primera velocidad critica (primer modo) de cuatro casos con la
fuerza de excitacion en la posiciones angulares de 0, 45, 90 y 315° son elipticos y
estdn orientados sobre los ejes de 45°. Por otro lado, para la segunda velocidad critica
(segundo modo) los diagramas polares de respuesta son similares a los
correspondientes a un rotor simétrico.



Por otra parte, Colin [10] estudié el comportamiento dindmico de los rotores
asimétricos, considerando masas excéntricas (desbalance) del rotor como causa de la
generacion de fuerzas centrifugas. Para su analisis consideré un modelo matematico de
dos grados de libertad basado principalmente en el trabajo de Taylor, donde la
variaciéon de la rigidez se presenta como funcidén de la posicién angular de la seccién
transversal del rotor. En su modelo consideré rampas de excitacion de tipo lineal con el
fin de observar los efectos en los diagramas polares de respuesta. El modelo
matemadtico fue validado experimentalmente, tomando como base el inicio y el eje
mayor del diagrama polar de respuesta obtenido de un rotor experimental.

El balanceo fue realizado considerando tres métodos: en el primero considerd las
posiciones angulares a +45° de la seccidn transversal del rotor, en el segundo considerd
la localizacién de la fuerza de excitacidn, y uno tercero que combina los dos métodos
anteriores.

Los métodos de balanceo por coeficientes de influencia y balanceo modal presentan
desventajas que hacen que ninguno de ellos sea preferible respecto al otro. En el
Instituto de Investigaciones Eléctricas (IIE) se desarrollé una técnica de balanceo que
aprovecha las ventajas de los métodos anteriores y pretende eliminar sus desventajas.
A este método se le denomind Balanceo Modal usando coeficientes de Influencia. En
términos generales, este método de balanceo consiste en la generalizacidon del método
de los coeficientes de influencia, de tal forma que permita la utilizacién de arreglos de
pesos afectando a modos especificos de vibracién, con lo cual se logra caracterizar el
comportamiento dindmico de la maquina en un solo rodado de prueba.

El procedimiento para calcular los arreglos modales de pesos con el método de
balanceo modal utilizando coeficientes de influencia consiste en colocar pesos de
prueba que exciten todos los modos presentes en la maquina. Mediante el programa
AMODAL desarrollado por el IIE se extraen parametros modales: frecuencia natural,
factor de forma modal y amortiguamiento modal, de la respuesta del rotor. Al conocer
el factor de forma modal en los planos de balanceo se descompone el peso de prueba
en arreglos modales de pesos. La desventaja del método es que se requiere el factor de
forma modal en los planos de balanceo y para ello es necesario contar con programas
de extraccion de parametros modales o la realizacion de pruebas modales
experimentales en el rotor.
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Tal fue el caso de Mufoz [11], quien desarroll6 una metodologia que permitié la
construccion de arreglos de pesos modales, basados en los valores de vibracién en
planos de balanceo, para lo cual requirié de las formas modales de la maquina a
balancear, las cuales se calcularon de forma experimental y numérica usando
programas de codmputo basados en los métodos de matrices de transiciéon o en el
método del elemento finito.

Asi mismo, Molina [12] propuso un método de balanceo basado en la teorfa de andlisis
modal y coeficientes de influencia, donde se usa un arreglo de pesos modales de
prueba para determinar los coeficientes de influencia en los ejes orientados en las
posiciones de *45° del rotor. Para esto desarrollé un modelo numérico basado en el
método de elemento finito, que permite calcular diagramas de Campbell, frecuencias
naturales, formas modales y respuesta al desbalance, logrando analizar el
comportamiento dindmico de rotores asimétricos utilizando especialmente diagramas
polares de respuesta.

Ya desde 1996, Preciado, Aguirre y Bannister [13] presentaron el método de los
multiplicadores, el cual se deriva del método generalizado de coeficientes de influencia.
La ventaja del método de los multiplicadores es que calcula pesos de balanceo cuando
no se tiene el mismo ndmero de rodados de prueba que planos de balanceo. Para el
caso de los pesos de balanceo se utilizan multiplicadores, que se calculan al invertir la
matriz de incremento de vibracidn. La uUnica condicidon para la aplicacion de este
método es que los pesos de prueba que se colocan en diferentes rodados de prueba
sean linealmente independientes.

La posibilidad de balancear un rotor sin rodados de prueba la presentan Preciado y
Bannister. El procedimiento consiste en la extraccidn de parametros modales en
resonancia de la corrida inicial, con estos datos, ajustan un modelo de prueba del rotor,
del cual obtienen las formas modales.

Al conocer la forma modal, se determina el factor de forma modal en los planos de
balanceo, con el cual se calculan los arreglos modales de pesos. Este método plantea la
posibilidad de obtener arreglos modales de pesos pero requieren el uso de programas
de extraccion de parametros modales y de un modelo numérico del rotor con el que se
determina la forma modal.
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En vista de lo anterior, Ruiz J. [14] desarrolla un método que aprovecha las ventajas de
la matriz de coeficientes de influencia para obtener arreglos modales de pesos sin el
uso de programas de extraccion de parametros modales, lo cual evita el calculo de la
forma modal por pruebas experimentales en el rotor o mediante simulacién numérica
del comportamiento del rotor que tiene la desventaja de tener que desarrollar un
modelo numérico del conjunto rotor soporte.

Para equilibrar la maquinaria rotatoria también se han propuestos diversos dispositivos
pasivos y activos con el objetivo de atenuar las vibraciones causadas por el
desequilibrio o las resonancias.

En el control pasivo el sistema se modifica estando el rotor fuera de linea, es decir, el
rotor es parado para realizar el ajuste de alguno o todos sus parametros tales como, su
masa, rigidez y amortiguamiento. Existen diversos métodos para el equilibrado pasivo
de maquinaria rotatoria, algunos de estos son el equilibrado en un plano, dos o
multiples planos y el equilibrado modal. Mediante estos métodos se puede estimar cual
es la direcciéon del punto pesado (punto de aparente concentracién de todas las fuerzas
de desequilibrio.

El control activo de vibracién (AVC) por sus siglas en inglés, cambia las propiedades
dindmicas del sistema mediante el uso de actuadores, o dispositivos activos durante
condiciones de funcionamiento instantaneo medido mediante sensores apropiados. La
principal ventaja del control activo (en comparacién con el control pasivo), es la
versatilidad para adaptarse a diferentes condiciones de carga, perturbaciones vy
configuraciones de la maquinaria rotatoria, y por lo tanto, se extiende la vida del
sistema mientras se reducen grandemente los costos de operacidn.

Los investigadores Blanco et al. [15] presentan dos propuestas de solucién a este
problema de atenuacion de vibraciones. La primera propuesta consiste en el uso de un
cojinete mdvil en un rotor Jeffcott como se muestra en la Figura 1.1, de manera que la
longitud efectiva del rotor es controlada mediante el uso de un servomecanismo y
como consecuencia la rigidez del rotor es modificada, y por ende, la frecuencia natural
del sistema, mientras el rotor es acelerado o desacelerado, para evadir la resonancia'y
asi evitar el crecimiento de amplitudes grandes de vibracion.
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Figura. 1.1. a) Rotor Jeffcott-cojinete mavil, b) Vista lateral del disco inercial [15].

La segunda propuesta consiste en montar un disco equilibrador activo (DEA) sobre el
rotor (Figura 1.2), el cual contiene una masa de equilibrado que puede ubicarse en
cualquier posicidn radial y angular dentro del disco para atenuar las vibraciones
causadas por el desequilibrio residual, tanto en estado transitorio como en velocidades
de operacién constante. Estos movimientos pueden obtenerse mediante el uso de un
tornillo o husillo para el movimiento radial y con un sistema de engranes cdnicos se
puede obtener el movimiento angular. El disco equilibrador activo utiliza sélo una
masa de equilibrado la cual debe ser posicionada para producir una fuerza centrifuga
que se oponga a la masa de desequilibrio del sistema principal. La masa del DEA y la
distancia radial son parametros de disefo del disco y dependeran del tamafo y peso de
la maquina rotatoria a equilibrar. Es importante mencionar que se pueden utilizar varios
discos activos y combinar con métodos tradicionales de equilibrado para atenuar las
vibraciones en rotores flexibles.
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Figura 1.2. Sistema rotor-chumacera con disco equilibrador activo [15].

Puesto que ambas estrategias de control activo requieren informacién de la
excentricidad del rotor, el método de identificacidn algebraica se utiliza para la
estimacion en linea de los valores de sus parametros.
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La identificacién de pardmetros se utiliza para obtener un modelo exacto de un sistema
real, y el modelo completado proporciona una plataforma adecuada para el desarrollo
del disefio, o la investigacion de estrategias de control. Los métodos de identificacidn
de parametros en linea se utilizan actualmente para estimar parametros del sistema,
monitorear los cambios en los pardmetros y caracteristicas del sistema y para fines de
diagndstico relacionado con una variedad de areas de la tecnologia. Los métodos de
identificacion pueden utilizarse para actualizar el valor de los pardmetros de disefio
especificados por los fabricantes.

El problema de la identificacidon de sistemas, segun lo definid Zadeh [16], se puede
explicar en un sentido amplio de acuerdo a la Figura 1.3, donde hay tres componentes
principales: i) La clase de modelo utilizado; ii) El tipo de sefales disponibles; iii) El
criterio de estimacion. Si el problema estd bien disefiado respecto a estos tres factores,
los resultados serdn satisfactorios. Sobre la base de estos ingredientes se pretende
introducir las técnicas de identificacion clasicas.

[ - -
[ Criterio

Solucion

|'|I Senales ( | M['J[]Clor-alll
| |

L\

Figura 1.3. El problema de la identificacién de sistemas
MODELOS

Asi, se tiene los modelos lineales y no lineales. Un modelo general se puede escribir de
la siguiente forma:

y(@) = G(o)u(t) + H(o)e(t) (1.2)

Se llaman modelos paramétricos a aquellos que expresan G y H en términos de un
conjunto de numeros finitos. Generalmente e(t) se supone una perturbacién. Con
frecuencia, los coeficientes que definen G y H no se conocen, por lo que es necesario
estimarlos, es decir, estos coeficientes definidos por 8 son parametros a determinar.
De modo que la descripcion del modelo queda:

14



y(t) = G(o,0)u(t) + H(o,0)e(t) (1.3)

Entre los modelos lineales se encuentran:

% Modelos de funcién de transferencia [17].
% Modelos en Espacio de los Estados (EE) [18].

Entre los Modelos no lineales se encuentran [19],[20]:

% Modelos de Wiener [21] y Hammerstein [22].
% Modelos Caja Negra no lineales [23].

*

% Redes neuronales, wavelets y otros modelos no lineales clasicos [17].
SENALES

Aunque la mayoria de los sistemas fisicos poseen una naturaleza continua en el tiempo,
los avances digitales han contribuido a que la forma en que se mide esa naturaleza
continua sea tomando muestras cada cierto periodo. Es decir, se discretiza las sefales
continuas convirtiéndolas en sefales discretas en el tiempo. Esta discretizacion
conlleva un error, ya que entre muestra y muestra no se conoce la evolucidn de la sefal
verdadera. Ademds de estas sefiales en el dominio del tiempo, gracias a la
Transformada Discreta de Fourier (DFT) podemos trasladar estas sefales al dominio de
la frecuencia. Normalmente esta transformacién se realiza mas eficientemente
mediante la Transformada Rdapida de Fourier (FFT), [24]. Se podria decir que,
generalmente, se trabaja con sefiales discretas en el dominio del tiempo o, mediante su
FFT, estas sefiales se pueden trasladar también al dominio de la frecuencia. De forma
que se puede encontrar con sistemas fisicos continuos en el tiempo, que se tienen que
identificar con sefiales discretas en el tiempo o en el dominio de la frecuencia.

CRITERIOS
Para poder resolver la identificacion de un sistema es necesario seleccionar un criterio

que sea capaz de ajustar los parametros del modelo seleccionado al conjunto de datos
observados en las sefiales.
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Este criterio se puede materializar en una expresion que nos permita evaluar la
habilidad de un modelo para describir el proceso generador de los datos observados.
Esto se puede expresar, por ejemplo, mediante el error de prediccion de un
determinado modelo. Por tanto, es 1gico seleccionar los pardmetros del modelo que
proporcionen un menor error de prediccion. Entre los criterios o técnicas clasicas de
identificacion estan:

v Minimizacién del error de prediccién
v" El método de la variable instrumental
v Méaxima Verosimilitud

Una vez estudiados estos métodos, es importante analizar las relaciones que unen las
estimaciones en el dominio del tiempo con el dominio de la frecuencia, ya que en el
dominio de la frecuencia se puede analizar las similitudes que existen entre el analisis
de series temporales y la identificacion de sistemas. Adquieren importancia
herramientas tipicamente ingenieriles como son los modelos de Espacio de los Estados
y el Filtro de Kalman para el andlisis de series temporales, y se introducen los modelos
de componentes no observables como caso particular de modelos de Espacio de los
Estados.

Las técnicas de identificacion en tiempo discreto han alcanzado un gran auge dentro de
la teoria de la identificacion eclipsando la identificacion en tiempo continuo. Sin
embargo, estas técnicas de identificacion en tiempo continuo pueden aportar
soluciones ventajosas en algunos problemas.

Como se puede observar en las técnicas de identificacion clasicas que se han expuesto
anteriormente, el criterio que se utiliza para ajustar los datos al modelo es Ia
minimizacién del error. Este ejercicio de optimizacidn a su vez se puede afrontar desde
el dominio del tiempo o desde el dominio de la frecuencia.

Actualmente, también existe otra linea de identificacion con un punto de vista
completamente diferente, ya que no se dispone de una funcidn de coste a minimizar de
alguna manera sino que, en base al dlgebra diferencial y cdlculo operacional, se
desarrolla una serie de estimadores “a medida”. Ademas, tampoco se utilizard un
marco estocastico, evitando asi la necesidad de conocer las distribuciones estadisticas
de las perturbaciones. Estas estimaciones se realizan en linea y en tiempo continuo o
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discreto [25],[26] y [27]. Este tipo de técnicas poseen una mayor rapidez que las
técnicas clasicas.

M. Fliess y H. Sira-Ramirez [28] introducen un procedimiento en lazo cerrado para la
identificacion paramétrica en tiempo continuo para sistemas lineales constantes. Este
enfoque exhibe buenas propiedades de robustez con respecto a una gran variedad de
perturbaciones. Varios estudios de casos concretos con simulaciones por ordenador
demuestran la esencia del método de identificacion en linea. Del marco tedrico
desarrollado por dichos investigadores se han basado varios de los trabajos que se
enuncian en seguida.

J. Becedas et al. [29] describen un procedimiento para la identificacion de parametros
utilizando un método de identificacidn algebraica para un sistema lineal constante de
tiempo continuo, haciendo una aplicacidon especifica en la determinacion de los
parametros de un sistema masa-resorte-amortiguador.

El método es adecuado para identificar simultaneamente ambos parametros: la
constante del resorte y el coeficiente de amortiguamiento. Encontraron que el
método propuesto es computacionalmente rapido y robusto con respecto a ruidos. El
algoritmo de identificacion fue verificado por los resultados de la simulacién. Las
estimaciones se llevaron a cabo en linea.

En el articulo citado, se utiliza un método de identificacion algebraica en linea en
tiempo contindo de naturaleza no-asintdtica en un sistema mecdnico. Las expresiones
resultantes se obtienen a partir de las operaciones algebraicas derivadas, incluyendo la
eliminacion de las constantes desconocidas a través de derivaciones con respecto a la
variable compleja s. Las variables de entrada para el estimador son la fuerza de entrada
al sistema y el desplazamiento de la masa. Las ventajas son que se prescinde del
conocimiento estadistico de los ruidos; para la estimacion no se requieren condiciones
iniciales o de dependencia entre el sistema de entrada y de salida, por lo que el enfoque
no necesita un disefio especifico de las entradas necesarias para estimar los
parametros de planta porque se proponen ecuaciones exactas; por lo tanto, su
implementacidn en sistemas de bucle cerrado es directa sin necesidad de translacién
entre los dominios de tiempo continuo y discreto; el algoritmo se calcula en linea en un
periodo muy corto de tiempo y se consiguen buenos resultados.
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Este método de estimacidn se puede usar en una amplia gama de aplicaciones en las
que aparece el modelo masa-resorte-amortiguador, como en el control de las
vibraciones, el impacto dindmico, la estimacidon de pardmetros de contacto, el control
en robdtica, entre otros.

F. Beltran et al. [30] describen la aplicacién de una metodologia para la identificacién
algebraica en linea para estimacion de parametros y sefiales en sistemas vibratorios. La
identificacion algebraica se utiliza para estimar la frecuencia y la amplitud de
vibraciones exdgenas que afectan a un sistema mecdnico, usando Unicamente
mediciones de posicion. La identificacidon algebraica se combina con un esquema de
control por modos deslizantes del tipo adaptable para estabilizar asintéticamente la
respuesta del sistema vy, simultaneamente, cancelar las vibraciones armodnicas.
Resultados numéricos y experimentales muestran el desempefio dinamico y robusto de
la identificacion algebraica y del esquema de control activo.

Los resultados numéricos y experimentales validan la buena respuesta de los métodos
de identificacién algebraicas en linea de los pardmetros desconocidos. Ademas, se
puede demostrar las buenas propiedades de robustez de los identificadores
algebraicos contra perturbaciones estocasticas, las mediciones de ruido, variaciones de
parametros y pequefias no linealidades.

Por otra parte, debido a que el proceso de identificacion algebraica se logra
rapidamente con un procesador de sefiales digitales de alta velocidad, entonces
cualquier posible singularidad no afecta significativamente a los resultados de la
identificacion. De lo contrario, cerca de cualquier singularidad o variaciones de la
dinamica de sistemas, el identificador algebraico se puede reiniciar.

La principal virtud de la identificacidn propuesta y esquema de control de modo
deslizante adaptativo para sistemas de vibracién es que, unicamente las mediciones del
comportamiento entrada transitoria |/ salida se utilizan durante el proceso de
identificacidn, en contraste con la condicién de excitacidn persistente y algoritmos
complejos requerido por la mayoria de los métodos de identificacion tradicionales.

Andrés, L. [31] presenta un método para la estimacién de los coeficientes de fuerza en
los rodamientos en sistemas rotor-cojinetes. Menciona que la identificacion
experimental de los parametros de la pelicula de fluido en los rodamientos es critico
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para la adecuada interpretacion del rendimiento de la maquinaria rotatoria y necesaria
para validar o calibrar predicciones de los modelos de cojinetes con pelicula de fluidos.

El método requiere de dos pruebas independientes con distribuciones de masa de
desbalance conocidos y la mediciéon del movimiento del rotor (amplitud y fase) en
lugares cercanos a los soportes.

El procedimiento se basa en el modelado de la estructura del rotor y se encuentran las
fuerzas de transmision a los cojinetes como una funcién de cantidades observables. La
solucion de un simple conjunto de ecuaciones algebraicas identifica la rigidez y los
coeficientes de fuerza de amortiguamiento. Las simulaciones numéricas demuestran
que la identificacion de pardmetros es perfecta para un sistema de rotor-cojinete.

Las mediciones de respuesta al desbalance llevadas a cabo con un rotor de dos discos
flexibles apoyado en dos cojinetes de pelicula de fluido permiten la validacion de las
estimaciones que el método de identificacion predijo sobre los coeficientes de fuerza
en los apoyos. El método no afiade complejidad matematica, ni requiere de
instrumentacion adicional a la ya disponible en la mayoria de la turbomaquinaria de alto
rendimiento.

En su tesis doctoral, J. Arenas [32] describe una variedad de técnicas algebraicas y
espectrales de identificacion de sefiales armdnicas con aplicaciones en los campos de la
mecatrénica y economia. El problema de encontrar los parametros de una onda
sinusoidal, es de importancia relevante en numerosas disciplinas cientificas y a causa de
que es un problema no lineal, esta cuestion cuenta con numerosas soluciones.

El hecho de que haya tantas soluciones indica que en funcidn de los requisitos se debe
elegir una u otra metodologia. En su tesis, se analizaron los diferentes estimadores de
frecuencia, encontrando los filtros adaptativos de ranura entre los mds prometedores.
Sin embargo, estos filtros necesitaban de varios periodos de la sefial sinusoidal para
estimar la frecuencia, ademas habia que ajustar unos parametros de disefio que
definian criticamente el estimador. Estos problemas se solventaron mediante la
utilizacion de la novedosa identificacidn algebraica.
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Esta identificaciéon permitia estimar en linea la frecuencia de la onda, incluso su
amplitud y fase en un tiempo inferior al periodo de dicha onda, independientemente de
las condiciones iniciales y sin realizar ninguna hipdtesis del tipo estadistico sobre las
perturbaciones de la sefial. Ademas, se verificd el funcionamiento de este estimador
comparandolo con otros estimadores muy recientes.

Aunque los resultados obtenidos por todos los estimadores eran muy competitivos, la
rapidez del estimador algebraico junto con su robustez al ruido le sitia en una posicién
ventajosa para este tipo de aplicaciones.

1.1 CONCLUSION DE LA REVISION BIBLIOGRAFICA

De la revision bibliografica realizada, se concluye que el balanceo de rotores
asimétricos aun es un reto técnico, a causa de que las posiciones angulares del
desbalance afectan no solamente la fase de la respuesta sino también a las amplitudes.
Ademas el balanceo de estos rotores se complica a causa de que el comportamiento
vibratorio de un rotor asimétrico depende del factor de asimetria, amortiguamiento del
sistema y de la posicidn angular de la fuerza de excitacién. Durante la documentacidon
también se observd que los diagramas polares de respuesta correspondientes a la
primera velocidad critica son elipticos, sin embargo, para la segunda velocidad critica
(segundo modo) los diagramas polares de respuesta son similares a los
correspondientes a un rotor simétrico. Se puede apreciar que los métodos propuestos
para el balanceo de rotores asimétricos estan basados, en su mayoria, en el método de
los coeficientes de influencia y en el analisis modal. Algunos autores han considerado
por separado cada eje de inercia principal logrando el balanceo en un solo modo de
vibracidon. Otros autores, han propuesto una metodologia para balancear varios modos
de vibracidn a la vez utilizando arreglo de pesos modales.

Un aspecto relevante de esta revision bibliografica es la reciente atencidn de la
identificacion en linea en el campo de la rotodinamica. En los trabajos revisados que
abordan los métodos de identificacion en linea se deja ver la efectividad que éstos
tienen en la estimacién de parametros de sistemas reales en una amplia gama de
aplicaciones en distintas dreas de la tecnologia, esto a causa de las multiples ventajas
que dichos métodos presentan, tales como: la robustez ante perturbaciones y ruido,
independencia de condiciones iniciales y rapidez en la determinacion de los parametros
de interés.
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Sin embargo no se tienen antecedentes de aplicacién del método de identificacion
algebraica en linea de pardmetros para el balanceo de rotores, a excepcidn del trabajo
desarrollado por Blanco et al., op. cit. donde se propone un disco equilibrador activo
para el balanceo de un rotor simétrico en un plano considerando un modelo de rotor
Jeffcott, donde se parte de la condicidn de agregar un disco al rotor y cercano al disco
principal disefiado de manera que la masa equilibradora se pueda mover en todas las
posiciones angulares y radiales dentro del disco. Por lo que se concluye que el método
de identificacion algebraica en linea de pardmetros no ha sido aplicado para el balanceo
de rotores asimétricos.
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Marco Tebdrico Capitulo I

CAPITULO Il

MARCO TEORICO

En este capitulo se abordan conceptos basicos reportados en la literatura [33] que
serviran de apoyo para el desarrollo del modelo matematico de un rotor asimétrico con
multiples grados de libertad.

2.1 CARACTERISTICAS DE LOS ELEMENTOS DEL ROTOR

Los elementos bdsicos de un rotor son el disco, la flecha, los rodamientos, los sellos'y
las masas de desbalance. Las masas de desbalance no pueden ser evitadas
completamente, por lo que también deben ser consideradas. Las expresiones de
energia cinética son necesarias para caracterizar el disco, la flecha y la masa de
desbalance, asimismo la energia de deformacidn es necesaria para caracterizar la
flecha. Las fuerzas a causa de los rodamientos o sellos se usan para calcular el trabajo
virtual desarrollado, y posteriormente se obtienen las fuerzas correspondientes que
actdan en la flecha.

En la Figura 2.1, se muestran los elementos del sistema antes mencionados.
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Figura 2.1. Elementos de un rotor [33].
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Donde:

S = Flecha con seccidn transversal simétrica o asimétrica.

D = Disco, el cual representa un conjunto de alabes, un impulsor, etc.
B = Soportes, con propiedades de rigidez y/o amortiguamiento.

m,, = Masa de desbalance.
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Las ecuaciones generales del sistema se obtienen a partir de los siguientes pasos:

4 Se calcula la energia cinética T, la energia de deformacién U y el trabajo virtual
de las fuerzas externas para los elementos del sistema.

4 Se aplican las ecuaciones de Lagrange en la siguiente forma:

Ci(éT) oT dU (2.1)

dq;/ 0q; Odq; l

donde N(1 <i < N) es el numero de grados de libertad, q; son las coordenadas
generalizadas independientes, Fgq; son las fuerzas generalizadas, y ~ denota
diferenciacion con respecto al tiempo t.

2.1.1 EL DISCO

Se asume que el disco es rigido y por tanto esta caracterizado Unicamente por su
energia cinética.

Figura 2.2. Marcos de referencia del disco sobre una flecha girando [33].
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En la figura 2.2 se muestran los marcos de referencia considerado en el andlisis del
disco, R,(XYZ) es un marco de referencia inercial (marco de referencia fijo), mientras
que R(x,y,z) es marco de referencia fijo al disco (marco de referencia rotatorio). El
sistema coordenado xyz esta relacionado al sistema XYZ, a través de un conjunto de
tres angulos y,0 y ¢. Para obtener la orientacion del disco, primero lo rotamos una
cantidad Y alrededor del eje Z, después una cantidad 6 alrededor del nuevo eje x,
denotado por x4, y por ultimo una cantidad ¢ alrededor del eje final y.

El vector de velocidad angular instantdnea respecto al marco de referencia xyz es:
donde Z, x; y y son vectores unitarios a lo largo de los ejes Z, x; y y.

La energia cinética del disco respecto de su centro de masa O se calcula usando el
marco R. En este sistema el vector de velocidad angular puede expresarse como:
Wy —cosf sen ¢ + 6 cos 2.3)
WR/R, = [wy] = ¢+ send '
Wz Y cosBcosp + 6 sen ¢

Designando u y w a las coordenadas de O en R,, la coordenada a lo largo del eje Y
permanece constante. Ademas, La masa del disco es My y su tensor de inercia en O,
cuyas direcciones principales son x, y y z, es:

Iy 0 0 94
IOZ[OIDyol @4
0 OIDZ

La expresion para la energia cinética del disco es:

1 .1 2.5
Tp = EMD(uZ +Ww?) + E(Iwa,% + Ipywi + Ip,w2) (2.5)

La cual puede ser simplificada si se considera un disco simétrico (Ip, = Ip,), ademas,
los dangulos 8 y Y son pequefios y la velocidad angular es constante, esto es ¢ = cte.
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La ecuacidn (2.5) puede reescribirse como:

Tp = %Mp(l'lz +w?) + %IDx(é2 + lpz) + %IDY(QSZ + 24)1[}9) *e

Donde el término EIDycpz, el cual es constante, no tiene influencia en las ecuaciones y

representa la energia del disco girando a una velocidad ¢, todos los otros
desplazamientos son cero. El dltimo término Ip,¢16, representa los efectos
giroscépicos (Coriolis).

2.1.2 LA FLECHA

La flecha se representa como una viga con seccidn circular constante y se caracteriza
por medio de la energia cinética y de deformacion.

2.1.2.1 ENERGIA CINETICA

La ecuacidn general de la energia cinética de una flecha de longitud L se expresa
como:

L L
S I(,., . , ey
Ts = %j(az +w?)dy + %J(W +62%)dy + pILp? + 2pl¢f Yody @7
0
0 0

donde p es la masa por unidad de volumen, S es el drea de la seccidn transversal de la
viga, la cual es constante, e I es el momento de inercia de area de la seccidn transversal
de la flecha a lo largo del eje neutro. La primera integral es la expresidn de la energia
cinética de una viga en flexidn; la segunda integral es el efecto secundario de la inercia
rotacional (viga de Timoshenko); el término pIL¢? es constante y no tiene influencia en
las ecuaciones; y la tltima integral representa el efecto giroscépico (Coriolis).

2.1.2.2 ENERGIA DE DEFORMACION

La energia de deformacion de la flecha se obtiene de acuerdo al sistema coordenado
mostrado en la Figura 2.3.

25



Marco Tedrico Capitulo |l

Figura 2.3. Coordenadas del centro geométrico C y un punto arbitrario B en la flecha [33].

Del diagrama de la Figura 2.3, C es el centro geométrico de la flecha, B(x, z) es un punto
arbitrario sobre la seccién transversal y u*, w* son los componentes del
desplazamiento del centro geométrico respecto a los ejes inerciales x, z

respectivamente.

Si se incluyen los términos de segundo orden, se puede demostrar que la deformacion
longitudinal del punto B es:

0%u*  3%w* 1 0un\* 1 /0w*r\? (2.8)
E=x dy? —Z dy? +§(ay> +E(W>
(o}
E=¢g +ey (2.9)

donde ¢; contiene los términos lineales y &,; los términos no lineales. La energia de la
deformacion es:

1
U, = —f elodr (2.10)
2 T

donde "T " es el simbolo de la matriz transpuesta. Por otra parte, la relacién entre
deformacion y esfuerzo se define como:
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o =Ee (2.11)

Donde E es el médulo de Young, por tanto:

E
U, = Ef (g% + 2518 + £y2)dT (2.12)
T

Por la simetria de la seccidn transversal de la viga respecto a los ejes x y z se tiene que:

fgnlgldt =0 (213)

T

El tercer término bajo la integral en la ecuacidn (2.12) es un término de segundo orden,
por lo que se puede despreciar.

Por lo tanto, la energia de deformacién es:

E (* o2u*  92w*\’ (2.14)
Ul—EjO L(—x 3y7 -z 6y2) dsdy

Desarrollando la ecuacidn (2.14), se tiene que:

E [t o2u™\’ 22w\’ 0%u* 9*w* (2.15)
U, == z 2 2XZ ——- dsd '
1 Zfofs[x <6y2> +z <6y2>+xzay2 3y2 sdy
A causa de la simetria de la flecha, la integral que corresponde al tercer término en la

ecuacion(2.15) es nulo.

Si se consideran los momentos de inercia de la seccidn trasversal con respecto a los
ejes x y z se tiene que:

I = fzzds (2.16)
S

= fxzds (2.17)
S
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Entonces, la expresidn de la energia de deformacién queda:

E L azu* 2 aZW* 2 (218)
Ul:Ef Iz<a—yz> +1x<a—yz>]dy
0

Para el caso de una flecha sujeta a una fuerza axial F, constante, la expresion de la

energia de deformacién esta dada como:

dy ay y

Por lo tanto la energia de deformacidén de la flecha es igual ala sumade Ug = U, + U,

E (] (ot a%w* L au* z z
s:Ef ( ) 1<ay2> 2” )ldy (2.20)
0 0

Con el propdsito de evitar términos periddicos dependientes del tiempo a causa de las

F, f (2.19)

2

U2=

0

propiedades de los soportes, la energia de deformacién de la flecha se expresa como
una funcién de u y w, que son las componentes de los desplazamientos en R,. Para
este fin se utiliza las siguientes relaciones:

u*=ucos¢p — wsene (2.21)
w* =usen¢ +wcos ¢ (2.22)

Las relaciones anteriores se pueden deducir de la Figura 2.3. Sustituyendo las
ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuacion (2.20) se tiene:

L
_Ef
ST 2

0

22w\’ 0%u 2w\’
- _ I i i
Z<COS¢ sen¢ 377 ) + x<sen¢ay2 + cos ¢ 6y2> ]dy

S GREIT

(2.23)
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Finalmente, para el caso mds comun de la energia de deformacién para una flecha
simétrica (es decir, I, = I, = I) la energia de deformacién se convierte en:

(2.24)

L 5 (2 2 \2 L 2 2
dy? dy? ) ) ady dy Y

2.1.3 SOPORTES

Para la caracterizacion de los soportes, los términos de rigidez k y amortiguamiento ¢
se consideran conocidos, y se muestran esquematicamente en la Figura 2.4.

El trabajo virtual W de las fuerzas actuando sobre la flecha se determina de acuerdo a
la siguiente expresion:

oW = =k, ubu — k,,wéu — k,,wéw — k,, uéw (2.25)
—CyyUOU — CyyWOU — C,,WOW — Cpy UOW

Figura 2.4. Rigidez y amortiguamiento de los soportes [33].

La ecuacidn (2.25) también se puede expresar como:

SW = F,6u + F, 6w (2.26)
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donde F, y F, son las componentes de la fuerza generalizada. En forma matricial, las
ecuaciones (2.25) y (2.26) se expresan como:

[%v]:_[x ][w] [‘é"ii ?H] (2.27)

2.1.4 MASA DE DESBALANCE

El desbalance se define mediante una masa m,, localizada a una distancia e a partir del
centro geométrico de la flecha. La masa permanece en un plano perpendicular al eje y
y su coordenada a lo largo de este eje es constante. En la Figura 2.5 se muestra un
esquema de la masa de desbalance.

Z
A
my, qS
D
AN .
1 C
I
I
X = '
1 0

Figura 2.5. Masa de desbalance [33].

Del diagrama de la Figura 2.5, las coordenadas de la masa de desbalance m, con
respecto al sistema coordenado fijo con ejes X yZ se expresan como:

constante
w + e cos ¢

0D =

u + esen qb]
(2.28)

Si se deriva la ecuacidn (2.28) con respecto al tiempo, se obtiene:

d(0D) 1L+ e¢ cos ¢
= 0 (2.29)

W — e¢ sen ¢
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Entonces, la expresion para la energia cinética a causa del desbalance esta dada por:
m , . .
T, = == (@2 +W? + §2e? + 2gei cos ¢ — 2deiw sen ) (2.30)

En la ecuacién (2.30), el término m,¢%e?/2 es una constante y no tiene influencia en
las ecuaciones. La masa m, se considera pequefia con respecto a la masa del rotor, de
esta forma la expresidn para la energia cinética se puede rescribir como:

T, = my,de(iLcos p — W sen ¢) (2.31)

Al aplicar las ecuaciones de Lagrange a (2.31) se obtiene el vector de fuerza generado
por la masa de desbalance.

2.2 MODELO MATEMATICO DE UN ROTOR CON 2GDL

A continuacidn se presentan las ecuaciones de un rotor asimétrico con dos grados de
libertad en comparacién con las de un rotor simétrico [10]. Para esto, primeramente se
dan las ecuaciones diferenciales de movimiento que describen el comportamiento
vibratorio de un rotor simétrico, asi como su solucidon analitica en estado estable, y a
continuacion se presentan las ecuaciones diferenciales de movimiento
correspondientes a un rotor asimétrico.

2.2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO DE UN ROTOR SIMETRICO CON
DESBALANCE

Con referencia a un sistema de coordenadas fijo (x, z), las ecuaciones de movimiento
en forma escalar correspondientes a un rotor simétrico con desbalance, pueden
definirse respectivamente como [10]:

mi + cx + kx = mye ¢p? cos ¢ (2.32)
mz +cz + kz = myed?sen¢ (2.33)
Donde:

m = masa del sistema
¢ = amortiguamiento del sistema
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k =rigidez del sistema
e = excentricidad del rotor
¢ = velocidad de giro del rotor en estado estable (¢ = cte.)

Definiendo n como un pardmetro complejo, de la forma:
n=x+jz (2.34)
La ecuacién de movimiento del sistema en forma compleja puede escribirse como:
mij + ¢ + kn =my, e p2e/® (2.35)
Suponiendo una solucidn particular para la ecuacion:
n=n, e/®" (2.36)
Donde:
No = amplitud maxima de la vibracidn.
¢ = angulo de fase de la respuesta con respecto a la posicidon angular del desbalance.
y sustituyendo (2.36) en (2.35) se encuentra la solucién de la ecuacidn diferencial en
estado estable. La expresion para el desplazamiento 7 se encuentra en funcién de m, k,

G, e, ¢y @, que puede simplificarse introduciendo los parametros (1 para la frecuencia
de excitacidn y ¢ para el factor de amortiguamiento mediante las relaciones siguientes:

¢ = Qo (2.37)

c ={c, (2.38)
Con:

bn = ’k/m , frecuencia natural de oscilacién no amortiguada.

c. = 2mg, , amortiguamiento critico.

Entonces, la expresidn final en forma adimensional para el desplazamiento n puede
expresarse como:
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a_ & ) (®=9) (2.39)
e J(1- 022+ (2(0)?
[ 200
QY = tan L (m) (240)

Las ecuaciones (2.39) y (2.40) indican que la amplitud adimensional ;’7 y la fase ¢ son
funciones Unicamente del parametro () y del factor de amortiguamiento ¢ del sistema.

2.2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO DE UN ROTOR ASIMETRICO CON
DESBALANCE

A continuacion se presentan las ecuaciones diferenciales de movimiento de un rotor
asimétrico con desbalance a causa de una masa excéntrica.

Las condiciones de analisis para el presente estudio son las siguientes: se considerd un
modelo simplificado (tipo Jeffcott) de dos grados de libertad de un rotor asimétrico.
Las formas modales del sistema son las mismas para ambos ejes de inercia principales
del rotor, despreciando de esta manera la rigidez de los soportes (rigidez infinita),
ademas de que la asimetria considerada en el sistema, es la misma en cualquier punto a
lo largo del eje axial del rotor.

2.2.2.1 SISTEMA COORDENADO

En la figura 2.6 se muestra la seccidn transversal de un rotor asimétrico. Para su analisis
se supone que el eje OY se encuentra perpendicular a la seccidn transversal del rotor y
representa el eje axial del sistema. Por definicidn los ejes OXYZ forman un sistema de
coordenadas fijo, en donde el eje OX se encuentra en la direccidn horizontal y OZ sobre
la direccion vertical, tal y como se muestra en la figura 2.6. De forma similar, los ejes
OUVZ forman un sistema de coordenadas rectangulares rotatorio, de tal forma que los
ejes OU y OV giran alrededor del eje OY con una velocidad angular =0 igual a la del
rotor. Las direcciones OU y OV se asocian con los ejes de inercia principales del rotor, es
decir se encuentran paralelos a los ejes que contienen las rigideces k,, vy k, de la
seccion transversal del rotor.
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Los puntos S, G representan el centro geométrico del rotor y el centro de masa
respectivamente y estan separados por una distancia e (excentricidad), « es la posicién
angular inicial de la fuerza de excitacidon con respecto al eje que contiene la rigidez k,,
de la seccién transversal del rotor.

La transformacién de un sistema de coordenadas a otro, puede llevarse a cabo
mediante la relacidn siguiente:

(=L, ol

—sin¢ cos ¢

Donde i, j son vectores unitarios en las direcciones de los ejes OU y OV
correspondientes al sistema de referencia rotatorio. Similarmente I, J son vectores
unitarios en la direccion de los ejes OX, OY y corresponden al sistema de referencia fijo.

Para propdsitos del presente andlisis, las ecuaciones diferenciales de movimiento se
obtuvieron en términos de las coordenadas X, Z. Sin embargo, si se requiere el
desplazamiento relativo a los ejes rotatorios OUVY, este puede obtenerse a través de la
relacion (2.41).

F =

.

- b
Lo
e,

x

Figura 2.6. Seccidn transversal de un rotor asimétrico en rotacién [10].
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ENERGIA CINETICA DEL ROTOR ASIMETRICO

Las coordenadas del centro de masa G expresadas con referencia al sistema
coordenado fijo (X,Z) se definen como:

0G=00'+0'G (2.42)

0G =[x+ ecos(p+a)]l + [z + esin(¢p +a)]] (2.43)

La expresion para la velocidad V es:

doG . . 2.44
== [ —edsin(¢p + ) |I + [z + e cos(¢p + a)|] (2:44)
Entonces, la expresidn para la energia cinética es:
m , , .
T =—[42 + 22 + e2¢? — 2epi sin($ + a) + 2edz cos(¢ + a)] (2.45)

2

Aplicando la ecuacién de Lagrange a (2.45) se obtienen las fuerzas de inercia que
actuan en las direcciones Xy Z respectivamente:

%(Z_D B g_i = m[% — e¢? cos(¢ + @) — ed sin(p + )] (2.46)
%@_D B ?3—7; = m[Z — e¢? sin(¢ + a) + e cos(¢p + )] (2.47)

FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL ROTOR AIMETRICO
a) Fuerza elastica

La fuerza que actua sobre el sistema a causa de larigidez de la flecha, en coordenadas
rotatorias puede expresarse como:

35



Marco Tebdrico Capitulo I

E=-kui—-k,vj (2.48)

Aplicando la relacién (2.41) a la ecuacidn (2.48) se encuentran los componentes de
fuerza con respecto al sistema de coordenadas fijo:

F, = —k,(xcos¢ +zsingp)(cos¢p I +sing ]) (2.49)
—ky,(zcos¢p —xsing)(cos¢p ] —sing I)

E, = —l[(ku + k,)x + (k, — k,)xsin2¢ + (k, — ky,)xcos2¢ ]I
(2.50)
[(ky, +ky,)z+ (k, —k,)zsin2¢ — (k, — k,)zcos2¢ |]

NID—\

b) Fuerza a cuasa del amortiguamiento externo
El amortiguamiento considerado es de tipo viscoso, por lo que es proporcional a la
velocidad del centro de giro 0'del rotor, ecuaciones (2.37) y (2.38). En el sistema de
coordenadas fijo, puede expresarse como:
Fp=—cxl—cZK (2.51)

Donde c es el coeficiente de amortiguamiento externo.

Al aplicar la segunda ley de Newton, la ecuacidn diferencial de movimiento en forma
matricial puede escribirse como:

(5 A+l AE[0 LlBeenls S0

(2.52)
0 k cos (¢ + a) sen (¢ + a)
sin (2¢)[ 2] } mye ¢2 [sen (¢ +(l)] mye ¢[ cos (¢ +(Z)]
donde:

I = k, +k,
= 2

L. = ki, —k,
272
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La ecuacidn matricial (2.52) puede reescribirse para las direcciones respectivas, como:

mE + cx + kyx + ky[ x cos(2¢) + zsin(2¢) | = mye[d? cos (¢ + @) + P sin(¢p + a)] (2.53)

mZ+cz + kyz + ky [ — zcos (2¢) + xsin(2¢) | = mye[d?sin(¢p + a) — ¢ cos(p + a)] (2.54)

Se ha mencionado que los rotores asimétricos presentan rigidez diferente en los ejes
de inercia principales de la seccidn transversal del rotor, lo que trae como consecuencia
que la fuerza elastica experimentada por el rotor en rotacién, dependa de la posicion
angular del vector de vibracidn, esto puede apreciarse en el dltimo término del lado
izquierdo de las ecuaciones.

La diferencia entre las ecuaciones de movimiento de un rotor simétrico (2.32) y (2.33)
y las correspondientes a uno asimétrico (2.53) y (2.54) se da Unicamente en el término
correspondiente a la fuerza elastica que experimenta el rotor durante la excitacion, por
lo que, si la rigidez k,, es igual que la rigidez k,, de la seccidén transversal del rotor,
entonces las ecuaciones (2.53) y (2.54) se reducen a (2.32) y (2.33)

A diferencia de un rotor simétrico, la amplitud de la respuesta 7 y el dngulo de fase «
correspondiente a un rotor asimétrico no son funciones Unicamente del parametro Q y
de factor de amortiguamiento { del sistema, ahora depende principalmente del factor
de asimetria del rotor u, ecuacién (1.1), en forma conjunta con el factor de
amortiguamiento ¢.
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2.3 MODELADO POR ELEMENTO FINITO DEL ROTOR (MULTIPLES GDL)

Se presenta el modelado por el método del elemento finito para cada uno de los
elementos del sistema rotor-chumacera [33]. En primera instancia se realizara el
modelado de las ecuaciones a velocidad constante ¢ = cte.,, posteriormente se
realizard a velocidad variable ¢ = ¢ (t) .

Para formular el modelo matemdtico es necesario determinar las matrices globales de
masa, rigidez y efectos giroscopicos representativas del sistema rotodindmico
mediante la suma de las matrices locales de cada uno de los elementos finitos en los
nodos correspondientes. Estas matrices locales contienen las caracteristicas
geométricas y las propiedades mecdnicas de cada uno de los elementos que conforman
el sistema: la flecha, los discos, los cojinetes y las masas de desbalance; y seran
determinadas a continuacion.

2.3.1 MODELADO DEL DISCO

En un nodo dado del rotor se tienen cuatro grados de libertad: dos desplazamientos u y
w, y dos rotaciones 6 y y alrededor de los ejes X y Z respectivamente (ver figura 2.2).
Por lo tanto, el vector de desplazamiento nodal § del centro del disco se expresa como:

§=[uw,6,y]" (2.55)

Aplicando la ecuacidn de Lagrange a la ecuacidn (2.6) para la energia cinética del disco,

se obtiene:
Mp 0 0 O [ 00 0 o u
d (0T\ 0T 0M, 0 O]fw 000 o 1%
dt<a6> 35 |0 0, 0|[6]T"00 0 —1p||6 (2.56)
0 0 0 Ipxlly 00 IDy 0 P

donde la primera matriz del miembro derecho de la ecuacién (2.56) es la cldsica matriz
de masa, y la segunda es la matriz de efectos giroscépicos (Coriolis).
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2.3.1.1 MODELOS DEL DISCO

De acuerdo con la literatura, los discos de un rotor se pueden modelar de tres formas
diferentes [33], ver figura 2.7.

En el modelo 1, el disco se monta o se ensambla sobre un eje ranurado. Para este caso,
se considera que el disco no cambia la rigidez del eje, y las caracteristicas de inercia del
disco se concentran en el nodo correspondiente.

En el modelo 2, el disco se considera como un cambio de didmetro de la flecha y se
modela con un elemento finito tipo viga, modificando la altura del disco en h/2, por
consecuencia el disco modifica la rigidez del sistema. El modelo 3, es similar al modelo
2, con la diferencia de que adicionalmente se modifica el espesor del disco en ambos
extremos en h/4

W4 hid
h e
v
hi2 hi2
. N . T
1 23 3
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Figura 2.7. Modelos disco-flecha [33].

Lalane-Ferraris [33] recomiendan modelar el disco como se propone en el modelo 1 de
la figura 2.7.

2.3.1 MODELADO DE LA FLECHA

La flecha se modela como una viga con una seccidn transversal simétrica. El elemento
finito utilizado en la discretizacion tiene dos nodos, cada uno con cuatro grados de
libertad que en conjunto suman un total de ocho por elemento, los cuales representan
cuatro desplazamientos laterales y cuatro rotaciones. Ver figura 2.3y 2.8.
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-
-

“-1 15

S Ju /

Uy u

Figura 2.8. Elemento finito de la flecha [33].

Las relaciones entre los desplazamientos y las rotaciones son:

ow (2.57)
0 =—
dy

ou (2.58)

VST

y el vector de desplazamiento nodal se define como:

5 = [ull Wll 91) lljll uZI WZ; 62; ¢2]T (259)

Donde los desplazamientos correspondientes a los movimientos en las direcciones X y
Z respectivamente, se definen como:

8y = [ug, Y1, up, ¥, 1" (2.60)
8y = [wy, 01, Wy, 6,]" (2.61)

Al derivar las ecuaciones (2.60) y (2.61) con respecto al tiempo, se obtienen los
vectores de velocidad & y aceleracion 8.
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Por otra parte, el elemento finito se construye a partir de las siguientes relaciones:

u = N;(y)é, (2.62)
w = N, (¥)dy, (2.63)

Donde, N;(y) y N,(y) son las funciones de desplazamiento (funciones de forma o de
interpolacién) tipicas de una viga en flexidn, las cuales se determinan por:

[ 3y* 2y® 2y? y* 3y* 2y° y* y?
B e A AN A Ao AU A A 2.64
MO ==t Y~ T T I (2.64)
[ 3y? 2y? 2y* y? 3y 2y3  y? y?
— - = L,y st 2.
N =\l-t iyt T (2.65)

La energia cinética de la flecha se obtiene al sustituir las ecuaciones (2.57),(2.58),
(2.62) y (2.63) enla ecuacion (2.7).

L
S
- % f (64T NTN, 81 + SwT NN, sw]dy

0
le dNy dNT dN, (2.66)
——6 + oWl —=—26w|d :

” dy dy °"|
le dN.
— 2p1¢j su’ d—6wdy + pIL?

Ahora, en (2.66) su sustituyen las funciones de forma, ecuaciones (2.64) y (2.65) , asi
como sus derivadas. Posteriormente, se realizan las integraciones correspondientes, de
tal forma que la ecuacidn para la energia cinética de la flecha se puede reescribir como:

1 1 1 1 . .
T = 2 80T M, 81+ 5 00T M8 + - 80T M5t + 8T M, + $OUT Msow + plL¢? (2.67)

donde las matrices M; y M, son las matrices de masa, M3 y M, proporcionan la
influencia del efecto secundario de la inercia rotacional, y Ms aporta los efectos
giroscopicos.
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De la aplicacién de la ecuacién de Lagrange a la ecuacién (2.67), se tiene:

d (aT\ oT L (2.68)
E(ﬁ) — === (My + MO + €8

En donde M y M, se obtienen de las matrices M, M, y M3, M, respectivamente y la
matriz C de Ms.

Aqui, M representa la matriz de masa consistente para el movimiento de traslacion, la
cual esta dada por:

156 0 0 —22L 54 0 0 13L1

0 156 22L 0 0 54 —13L 0

0 22L 41> 0 0 13L =31 0

gy = P2kl-22L 0 0 412 -13L 0 0 317
420l s4 0 0 -13L156 0 0 22L (2.69)

0 54 13L 0 0 156 —22L O

0 —13L-312 0 0 —22L 4L> 0

L13L 0 0 —-3L222L O 0 417

donde p es la densidad volumétrica del material, S es el area de la seccion transversal, y
L es la longitud del elemento finito.

Por otra parte, M, representa la matriz de masa consistente para el movimiento de
rotacion, la cual se expresa como:

36 0 0 -3L-36 0 0 3L7
0 36 3L 0 0 —-36 3L 0
0 3L 42 0 0 3L —I® 0

[M]:p_l -3L 0 0 4* 3L 0 0 -2

s'=30L]-36 0 0 3L 36 0 0 3L (2.70)
0 -36 3L 0 0 36 —3L 0
0 —3L —L2 0 0 —3L 4I* 0
L—3L 0 0 —-1?> 3L 0 0 417

donde [ es el segundo momento de area del elemento.

Finalmente C representa la matriz de efectos giroscdpicos, la cual estd en funcién de la
velocidad de rotacidn del rotor y se define como:
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-0 -36 -3L 0 0 36 —3L 0 7
36 0 0 -3L-36 0 0 -=3L

3L 0 0 —-42-3L 0 0 I2
[C]:@ 0 3L 4% 0 0 -3L —-L* 0

5.l 0 36 3. 0 0 -36 3L 0 (2.71)

—36 0 0 3L 3 0 0 3L

3. 0 0 L[> —=3L 0 0 42

L0 3L -1> 0 0 -—-3L 41> 0

donde ¢ es la velocidad de rotacidn.

La energia de deformacidn de la flecha se obtiene al sustituir las ecuaciones (2.62) y
(2.63) en la ecuacién (2.24) , reescribiéndose como:

d2N2Td2N26 p
dy? dy? °" |V

Foj6TdedN15 s dNZdN25 p
2 u dy dy u+dw! dy dy Y

L
d*N{ d?N.
Zf[suT 5 — 7 - Su + swT

0

(2.72)

Ahora, en (2.72) se sustituyen las funciones de forma, ecuaciones (2.64) y (2.65) , asi
como sus derivadas. Posteriormente, se realizan las integraciones correspondientes.
Después de la integracion Uy se convierte en:

1 1 1 1
Us = E6uTK16u + §5WTK26W + ESuTK36u + §5WTK45W (273)

donde K; y K, son las matrices clasicas de rigidez, mientras que K3 y K, son las
matrices a causa de las fuerzas axiales.

Aplicando la ecuacién de Lagrange a la ecuacidn (2.73) se obtiene:

ou (2.74)
— =K&
a8
con:
K =K; + Kz (2.75)
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La influencia de los efectos cortantes proporciona una matriz Kg, matriz que no se
obtiene en este desarrollo, sin embargo se considera su influencia en la matriz de
rigidez clasica. Por tanto, la matriz de rigidez clasica K, resulta de las matrices K, K; y
K, mientras que K se obtiene de las matrices K; y K, .

Donde K. y K se expresan como:

r12 0 0 —6L —-12 0 0 —6L
0 12 6L 0 0 —12 6L 0
0 6L (4+a)l? O 0 -6L2-a)? O
(K] =— 21 _|-6L 0 0 G+alt6L 0 0 (2-a)l?
ST A+aL3|-12 0 0 6L 12 0 0 6L
0 —12 —6L 0 0 12 —6L 0
0 6L 2—a)2 O 0 —6L(A+a)l? O
—6L 0 0 2-a)Ll>6L 0 0 (4 + a)L?]
r36 0 0 —-3L-36 0 0 -—3L
0 36 3L 0 0 —-36 3L O
0 3L 4> 0 0 -3L-1*> 0
(K= |=3L 0 0 423L 0 0 -1
FI=730L1-36 0 0 3L 36 0 0 3L
0 —36-3L 0 0 36 —=3L 0
0 3L -1 0 0 —-3L4L*> 0
3L 0 0 —-L*3L 0 0 421

(2.76)

(2.77)

donde E es el mddulo de Young del material y a es el efecto cortante, éste ultimo se

determina como:

_ 12EI
T GSI?

a

el mddulo a cortante se define:

E

“=2a+v

siendo v la relacion de Poisson del material.

(2.78)

(2.79)
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2.3.3 MODELADO DE LOS SOPORTES

Las expresiones de trabajo virtual de los soportes estan dadas por las ecuaciones
(2.25) y (2.26), las cuales se pueden expresar como:

E, = =Ky U — KyyW — Cyx Ul — CyyW (2.80)
F, = —k,,w — k,,u — c,,Ww — C U

Como Fy = Fy, = 0, el vector de fuerzas que acttan sobre la flecha es:

kaZOu Cxx 0 Cxz O

_ 0 o||? 0 0 ofl|é

B kkaZO w Czx 0 Czz Of|W (281)
0 ol Ly 0 ol Ly

La primera matriz es la matriz de rigidez de los soportes y la segunda es la matriz de
amortiguamiento viscoso. Estas matrices generalmente son asimétricas (k,, #
ky,e ¥ Cxz # Csy) Y los términos de las matrices pueden variar significativamente
como una funcién de la velocidad de rotacion.

ehq th a:” 5”

2.3.4 MODELADO DE LA MASA DE DESBALANCE

Si se tiene ¢ = cte., aplicando la ecuacién de Lagrange a la ecuacion (2.31), se obtiene:

d (6Tu) daT, : [sin¢ (2.82)
— =] === —-mye
dt\ 96 26 cos ¢
El vector de desplazamiento se expresa como:
5 = [u,w]” (2.83)

La expresion (2.82) corresponde a la masa de desbalance situada en el eje Z (figura 2.5)
en t = 0. Cuando se estudian los rotores industriales, se debe considerar la influencia
de muchas masas de desbalance actuando de manera simultanea. Para una masa de
desbalance situada en una posicién angular a con respecto al eje Z en t=0, se
generan fuerzas a causa de la masa del desbalance que se definen como:

d (0T,\ 0T, _ B sin(¢ + a) (2.84)
dt (%) 95 T e ¢ [cos(d) + )
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Dichas fuerzas pueden ser reescritas como:

[gu] = F, sen ¢t + F; cos ¢t (2.85)
w

donde F, y F; son las fuerzas producidas por la masa del desbalance en los ejes X, Z,
respectivamente, las cuales se determinan como:

. [ cosa
F, =m,e 2[
2 ue® —sen a
. [sena
F.=m,e 2[
3 ued cos «

2.4 RESPUESTA AL DESBALANCE EN FUNCION DEL TIEMPO

Para el presente andlisis es importante conocer lo que sucede cuando un rotor inicia, se
detiene o pasa por una velocidad critica, dichos efectos son conocidos como
movimientos transitorios, en donde se considera que la velocidad angular del rotor )
varfa en funcién del tiempo [33], es decir:

¢ = P () (2.86)
2.4.1 DISCO

Al aplicar la ecuacion de Lagrange a la ecuacion (2.6) para la energia cinética del disco,
se tiene:

d (dT\ T (2.87)
—(=)—==M,$ Cpd Kprd
2 (55) 55 = Mob + $Co8 + Gk
0 0 0qru 000 0 [u 00 0 oJfu; (2.88)
i(a_T)_a_T_ 0 Mp0 O} ;100 0 0 fpwf ;10 0 0 0fjw
dt\as/ a5 |0 01Ip, 0|0 00 0 —Ip(|0 00 0 of|b
0 0 0Ipdlyp 00 Iy o lly 0 0 Ipyoll¥

Donde la primera matriz es la matriz cldsica de masa, la segunda es la matriz de efectos
giroscépicos (Coriolis) y la tercera es una matriz de rigidez Kpr, la cual sélo tiene un
término y estd multiplicada por la aceleracién angular.

2.4.2 FLECHA

De la aplicacidn de la ecuacidn de Lagrange a la ecuacion (2.7) para la energia cinética
de la flecha, se tiene:
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d (aT\ oT . (2.89)
%(%) — o= (M + MO + $C.8 + Kz

De forma similar a lo que ocurre con el disco, de la energia cinética de la flecha surge un
término adicional que da lugar a la formacién de una matriz de rigidez que estd
multiplicada por la aceleracién angular del rotor:

0 —36 —3L 00 36 —3L 07
0 0 0 00 O O O
10 0O 0 00 0 O0 O
pl |0 3L 412 00 —3L —I? O
Kse=TsLlo 36 3L 00-36 3L 0 (2.90)
0 0 0 00 O O O
0 0 0 00 0O O O
0 3L —I2 00 —3L 4% o0

2.4.3 MASA DE DESBALANCE

Como resultado de considerar la velocidad de rotacidn del rotor como una funcién del
tiempo ¢(t), al aplicar la ecuacién de Lagrange a la expresién para la energia cinética
de la masa de desbalance (2.31) se obtiene:

d (0T, aT, . .
a(f)—;) - a—; =mye(¢ cos(¢p + a) — ¢p?sin(¢ + a))
—mye(¢sin(p + a) + ¢? cos(¢ + a)) (2.91)
El vector de desplazamiento se expresa como:
5 = [u,w]” (2.92)

Las fuerzas producidas por una masa de desbalance situada en la posicién angular a
respecto al eje Z en el tiempo t = 0, se expresan como:

[II::;] = $?F1 () + F2 (9) (2.93)

donde F; y F, son las fuerzas producidas por el desbalance en los ejes XyZ,
respectivamente.

Unicamente las ecuaciones para el calculo de la energia cinética de los componentes de
un sistema rotodindmico se ven afectadas al considerar el movimiento transitorio ¢ (t).
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2.5 RAMPA DE EXCITACION

El término rampa de excitacién significa una variacién de la frecuencia de excitacién de
manera continua con una tasa especifica con respecto al tiempo y puede ser en sentido
ascendente (subidas) o descendente (bajadas).

La frecuencia de excitacion de la mayoria de los sistemas rotatorios reales no varia
linealmente con el tiempo. Sin embargo, en algunos casos, la variacién de frecuencia es
lo suficientemente lenta como para aproximarla a una funcidn lineal en un intervalo
limitado de frecuencias [10]. La variacion de la frecuencia de excitacion es de la forma:

) =wy+ Pt (2.94)
Donde:
wo = frecuencia de excitacion al inicio de la rampa.

¢ = aceleracidn o tasa de cambio de la frecuencia de excitacidn con respecto al tiempo.

2.6 PARAMETROS QUE INFLUYEN EN LA RESPUESTA VIBRATORIA DE UN ROTOR

De acuerdo con los autores citados en la revisién bibliografica [10], la respuesta
vibratoria de un rotor asimétrico con excitacion de frecuencia variable (rampa de
excitacion) depende principalmente de tres pardmetros adimensionales:

a) Factor de amortiguamiento modal del sistema. Este parametro es diferente para
cada modo de vibracidon del rotor y puede expresarse de la manera siguiente:

_ ¢ (2.95)
¢ 2mw*

Donde w™*es la frecuencia natural promedio del sistema para un modo de vibracién en
particular, definiéndose como:

(2.96)

Siendo w, y w, las frecuencias naturales correspondientes a las rigideces k,, y k,, de la
seccidn transversal del rotor respectivamente.
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b) Factor de velocidad de la rampa de excitacion:

w*? (2.97)
W, = — = 4nN
¢

Donde N es el nimero de ciclos de la excitacidn que ocurren al variar la frecuencia de
excitacion desde cero hasta la frecuencia natural del sistema.

c) Factor de asimetria modal. Expresa el grado de asimetria existente en el modo de
vibracién considerado y esta dado por:

1 w,? — w,? (2.98)

’u_za)u2+a)v2

Para que la respuesta vibratoria del rotor asimétrico sea estable, considerando rampas
de excitacidon, debe satisfacerse la relacidn siguiente:

(>p (2.99)

Si la relacién (2.99) no se satisface, se presentara una region de inestabilidad en el
sistema en la zona de resonancia.

Para el caso de un rotor simétrico, en los incisos a) y b) w* = ¢,, , donde ¢,, se define
por la ecuacién (2.37) y el inciso c) no es aplicable ya que el factor de asimetria modal
se considera igual a cero.

Un parametro adimensional de efecto de barrido (rampa de excitacién) segun
Gutiérrez [34] para el andlisis de la respuesta vibratoria en la region correspondiente a
la zona de resonancia, estda definido como:

(2.100)

La vibracidon de un rotor simétrico aplicando rampas de excitacion puede considerarse
aproximadamente igual a la de estado estable si 0 < € < 0.04.
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2.7 METODOS DE SOLUCION AL MODELO MATEMATICO
2.7.1 SOLUCION EN ESTADO ESTABLE PARA UN ROTOR SIMETRICO

Las ecuaciones de movimiento (2.32) y (2.33) correspondientes al rotor simétrico con
2 GDL analizado anteriormente, pueden escribirse de forma general como:

[MI{U} + [C1{U} + [KI{U} = {F ()} (2.101)
Donde {U} es el vector que contiene todos los desplazamientos; [M] es la matriz de
masa del sistema, [C] es la matriz de amortiguamiento, [K] es la matriz de rigidez y

{F(t)} el vector de fuerza.

La ecuacidén (2.101) se puede solucionar en condiciones de estado estable, la solucion
provee de la respuesta vibratoria en ambas direcciones simultdaneamente.

El desbalance F(t) estd determinado por:

{F(t)} = {F }cos ¢ + {F,}sen ¢ (2.102)
Donde:
(Fi}=mued? oo o], (R} =myued?[ oo "

Para obtener la respuesta vibratoria a causa del desbalance, se propone una solucion
para la ecuacién (2.101) de la forma:

U =uysen ¢ + uycos ¢ (2.103)

Sustituyendo la ecuacidn (2.103) y sus derivadas en la ecuaciéon (2.101), e
identificando los términos en sen ¢ y cos ¢ se obtiene:

[K]—¢2[M]  @IC] Wy _[F
—$[C] [K]—qSZ[M]l [“2]_[F2] (2.104)

El arreglo matricial (2.104) se resuelve para los valores de la velocidad angular é.
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2.7.2 METODOS NUMERICOS

De acuerdo con Bathe [35], los métodos numéricos de integracién directa pueden
utilizarse para resolver cualquier ecuacién diferencial, ya sea lineal o no lineal.

El término “integracidn directa” se refiere a que no se requiere ninguna transformacion
de las ecuaciones (como por ejemplo reduccién de orden) antes de la integracién
numérica. Estos métodos integran las ecuaciones, mediante un procedimiento
numérico paso a paso y consisten en encontrar una solucién a todo el sistema de
ecuaciones en cada intervalo discreto de tiempo At, en vez de una solucién general
para cualquier instante de tiempo t, asumiendo una variacion de los desplazamientos,
velocidades y aceleraciones en cada intervalo de tiempo At. Esta ultima consideracion,
determina la precision, estabilidad y esfuerzo de cdmputo del procedimiento de
solucidon. Algunos de los métodos de integracion directa mas populares en el disefio
estructural son los de Diferencia Central, Houbolt, Newmark y Wilson 6.

2.7.2.1 INTEGRACION DIRECTA DE NEWMARK

El método de integracion directa de Newmark se basa en la suposicion de que la
aceleracion varia linealmente entre dos instantes de tiempo [35]. Las expresiones para
la velocidad y el desplazamiento estan dadas por:

A0 = OF + [(1 - 8) OU + 5 ©H207]At (2.105)

t+ady = Oy + Opyat + [(% — a) OF + <t+Af>U] At? (2.106)

Los parametros 6 y a se eligen para obtener la precision y la estabilidad deseada en la
integracion. Cuando 6 =1/2 y a = 1/4, corresponde a la suposicion de que la
aceleracién se mantiene constante en un valor promedio de (VU + ¢+297) /2.

% (I:E]U _|_[z+é.zjﬂj

(t+AL) i

t t+ At

Figura 2.9. Esquema de la aceleracién promedio de Newmark [35].
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El algoritmo completo utilizando el método de integracion numérica de Newmark se
muestra en la Tabla 2.1.

(a) Calculos iniciales:
1. Formular las matrices de rigidez [K], masa [M] y amortiguamiento [C]
2. Condiciones iniciales Uy, Uy y U,.

3. Seleccionar el paso de tiempo At, los pardmetros § y a, y calcular las constantes
de integracion.

§>0.5; a > 0.25(0.5 + 5)?

Go=—— gy = gy == as=——1 a, =2~ 1;
0 7 aa)?? "1 7 aad 2T and’ 37T 2a P Ty ’

as == (3-2); ag = At(1 - 8); a, = 6At

2

4. Formular la matriz de rigidez efectiva: [K] = [K] + ao[M] + a,[C]

5. Triangularizar [K] : [K] = [L][D][L]”

(b) Para cada paso de tiempo:
1. Calcular el vector de fuerza efectiva en el tiempo t + At:
EHADE = CHADE 4 [M](agOU + a, OU + a;PU) + [C](a, DU + a, OU + a5 P0)
2. Resolver para los desplazamientos en el tiempo t + At
[E] (t+At)U — (t+At)Fv
3. Calcular U y U en el tiempo t + At:

(t+At) [ = ao((t+At)U _ (t)U) —a, O — as ®fj

t+at) [ = O 4 a6(t)U + a7(t+At)U

Tabla 2.1 Algoritmo basado en el método de Newmark.
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2.8 AMORTIGUAMIENTO ESPECTRAL

El amortiguamiento es una fuente de disipacion de energia en la estructura y eso
conduce al decaimiento de la amplitud de vibracién libre en funcién del tiempo.
Normalmente, es dificil obtener el amortiguamiento global de un sistema, y en general,
se debe determinar experimentalmente [36]. En vibraciones libres y analisis modal, el
amortiguamiento se puede despreciar o se puede asumir un valor pequefio para el
amortiguamiento global del sistema. Esta es una suposicién razonable ya que en la
practica el amortiguamiento es lo suficientemente pequefio, y por lo general, se
supone del tipo viscoso. En las vibraciones forzadas sin embargo, cuando la frecuencia
forzada esta cerca de una de las frecuencias naturales del sistema, la respuesta es
dominada por los valores especificos de amortiguamiento. De acuerdo con Malkus et
al. [37], el andlisis computacional del amortiguamiento puede ser categorizado como:

e Métodos de amortiguamiento fenomenoldgico, que consisten en modelar el
mecanismo de amortiguamiento, el cual puede ser elasto-plastico, histerético, uniones
estructurales con friccidn, etc.

* Métodos de amortiguamiento espectral, donde se introduce amortiguamiento
viscoso a través de fracciones de amortiguamiento critico exclusivas para un
determinado modo de vibracidn o para un intervalo de frecuencias (w; — w;).

Los métodos fenomenoldgicos, requieren modelos detallados para los mecanismos
disipativos y casi siempre dan como resultado andlisis no lineales, por lo tanto, rara vez
se utilizan.

En el método de amortiguamiento espectral se realiza experimentacion con Ia
respuesta vibratoria de la estructura para asignar una fraccion de amortiguamiento
critico como una funcién de la frecuencia. Un procedimiento de amortiguamiento
espectral conocido como Rayleigh o proporcional, consiste en formar una matriz de
amortiguamiento global [C] a partir de una combinacién lineal de las matrices de
rigidez [K] y masa [M], como se muestra en la ecuacién (2.107):

[C] = o[K] + t[M] (2.107)

donde o y T son constantes de amortiguamiento proporcional de rigidez y masa
respectivamente.
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La matriz [C] dada por la ecuaciéon (2.107), es una matriz de amortiguamiento
ortogonal, ya que permite que los modos sean desacoplados por los eigenvectores
asociados con el sistema sin amortiguamiento. La relacién entre o y 1, y la fraccién de
amortiguamiento critico § en la frecuencia w esta dada por la siguiente ecuacién:

ow+ —
w

£ = %( T) (2.108)

Las constantes de amortiguamiento o y 1, se determinan por la elecciéon de las
fracciones de amortiguamiento critico (§; y §,), a dos frecuencias diferentes
(w; y w,) y solucionando las ecuaciones simultdneas para o y 1. De esta forma se
tiene:

0 = 2(5w; — & 0;)/ (w5 — ) (2.109)
T= 200,80, — Ez‘%)/(‘*)% - 00%) (2.110)

En la Figura 2.10, se muestran las contribuciones de masa y rigidez a la fraccion de
amortiguamiento critico en funcidn de la frecuencia. El amortiguamiento atribuible a
o[K] aumenta con el incremento de la frecuencia, mientras que el amortiguamiento
atribuible a T[M] aumenta con el decremento de la frecuencia. Por lo general, w; y w,
se eligen para limitar el espectro de disefio. De esta forma, w; se toma como la
frecuencia natural mas baja de la estructura, y w, es la frecuencia maxima de interés.

- Amartiguamiento proparcional
Tall - (a1 03]
alarigidez E=T,‘T=U

Amaortiguamiento proporcional
alamasa:

Fraccidn de amortiguamiento critico

T
5=5-.0=0

0

!
0 g Wo -
2 Frecuencia

Figura 2.10. Fraccion del amortiguamiento critico en funcién de la frecuencia para el
amortiguamiento de Rayleigh [37].
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CAPITULO III

MODELO MATEMATICO PROPUESTO DE UN ROTOR
ASIMETRICO DE MULTIPLES GRADOS DE LIBERTAD

Tomando como base la metodologia y el desarrollo del modelo matematico para un
rotor simétrico de multiples grados de libertad presentado por Ferraris y Lalane [33]
(ver Capitulo I1), con el objetivo de observar los efectos de la asimetria en la respuesta
de vibracidon del sistema, en este capitulo se presenta el desarrollo del modelo
matematico propuesto para un rotor asimétrico de multiples grados de libertad.

La geometria de la seccidn transversal que se considera para la flecha asimétrica se
muestra en la figura 3.1. De acuerdo con Pisarenko [38], los momentos de inercia con
respecto al marco de referencia rotatorio I, y I, se definen como:

Figura 3.1 Seccidn transversal asimétrica de la flecha [38].

(2s)* sen (49)
I, = Y <19 — T) (3.1
(2s)* sen (29) sen(29)cos(9)?
L= <a F—— : ) (3.2)
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S = s%(sen(29) + 29) (3.3)

r=cos_1(1—s_f>

S

Donde:

19_77.'
_E_T

Para el caso de una flecha asimétrica con la geometria que se muestra en la figura 3.1,
los momentos de inercia I, e I, que se encuentran expresados por definicién en las
ecuaciones (2.16) y (2.17) del Capitulo Il, se determinan mediante las ecuaciones (3.1)
y (3.2) respectivamente.

3.1 ENERGIA CINETICA DE LA FLECHA ASIMETRICA

Como se menciond anteriormente, la ecuacién de la energia cinética de una flecha
proviene de una extension de la ecuacion general del disco, ecuacién (2.5), y en su
forma mas general sin despreciar ningin término en el vector de velocidad angular,
ecuacion (2.3), nirealizar simplificaciones por geometria, resulta en:

Ts

PS(Fs s phe (Fron 0 12 0 o2
7] (W? +w )dy+7j (Y?sen®¢p — 2ypfsengcosd + H%cos?¢p) dy
0 0
oL, (. ., . A
+=7 | (@7 + 2690 +%60%)dy
0
pl, (*, ., . 2 con?d) d
+7 . (1,[} cos“¢p + 2yBsengcosp + 0°sen (;b) y (3.4)

donde p es la masa por unidad de volumen, S es el drea de la seccidn transversal de Ia
viga, I, I, son los momentos de inercia de drea de la seccidn transversal de la flecha e
I, = I, + I, es el momento polar de inercia a lo largo del eje neutro.

La primera integral es la expresidn de la energia cinética de una viga en flexidn; la
segunda y la cuarta integral es el efecto secundario de la inercia rotacional (viga de
Timoshenko); el término pIngb2 es constante y no tiene influencia en las ecuaciones a
causa de que la velocidad angular ¢ = cte. y el término se anula al aplicar la ecuacién
de Lagrange, el término pl,1)?6? se desprecia por que 62 es muy pequefio; finalmente,
la tercera integral representa el efecto giroscépico (Coriolis).
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3.2 ENERGIA DE DEFORMACION DE LA FLECHA ASIMETRICA

Si se sustituyen todos los términos de la deformacién longitudinal (2.8) en la expresion
de la energia de deformacién dada por la ecuacién (2.12) del Capitulo Il, la ecuacion
general de la energia de deformacién se expresa como:

- Efo o?ur 9w’ (0w ow (6u*>2 . (8w*>2
72, x dy? z dy? X dy? z dy? dy dy
2

(G G oo

Introduciendo los momentos de inercia de area respecto a los ejes x y z, tal como se
definié en las ecuaciones (2.16) y (2.17) respectivamente, asi como los productos de
inercia, momentos estaticos y area definidos por:

I, = j xzds (3.6)
Q, = fzds (3.7)
Q, = fxds (3.8)
S = st (3.9

La ecuacién (3.5) queda:

. 92y 2+1 92w* 2+21 92u* 0%w*
Z\ 0y2 *\ ay? 2 9y2 gy2
9%u N 2w* (6u*>2+(aw*>2
Qx ayz QZ ayz ay ay
1
4

dy (3.10)
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Sustituyendo las ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuacién (3.10) se tiene:

L
_Ef
2

0

92w\’
+ (Isen?¢ + I,cos?¢p — I, sen(2¢)) <0_y2>

a2u\’
(I,cos?¢p + Lsen?d + I,sen(2¢)) <H_yz>

2
+ [(I, — I,)sen(2¢) + 21,,cos(2¢)] Z Izlgy
0
((Qxcoscb - Qusens) 55+ Queost — Qusens) _> (@

+<2—V;>2>+zs<<3—;‘>2+<3—:>2>2]dy

De acuerdo con la geometria propuesta para la seccion trasversal de la flecha del rotor,
ésta presenta doble simetria, por tanto el producto de inercia I,, = 0, asi como los
momentos estaticos o primeros momentos de drea respecto a los ejes centroidales
Q, =0y Q, = 0. Por otra parte, el tltimo término de la ecuacién (3.11) que multiplica
al area §, representa el cuadrado de los desplazamientos y corresponde a la parte no
lineal de la deformacién &,;, por lo que este término puede despreciarse.

De acuerdo con lo anterior, la ecuacién (3.11) se reduce como:

E i 2 0%u\" 2 2 0w\’
E_[ (I,cos?¢ + I,sen ¢)< 2) + (I;sen“¢ + I.cos“¢) (6_yz>
0
62
+ [0 = L)sen2p)] 5 Tudy 57| @ (3.12)

Agrupando términos semejantes en sen®¢ y cos*¢ se tiene:

L
U_EJ‘ p 62u2+1 62w2 26+ |1 62u2+1 92w\’ 5
S — 2 J X ayz z a 2 sen d) z ayz b ayz cos d)

0%u d?*w
+ (I, — I,)sen(2¢ 3y ) 377 }dy (3.13)
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Sustituyendo las identidades trigonométricas (3.14) de doble angulo correspondientes
al sen?¢y cos?¢ en la ecuacién (3.13):

lcos(2<;b) (3.14)

,, 11 26) 5 _1+
sen‘“¢p = 2cos o), cosqb—2 >

2

se tiene:

2

L
E 02u\* 92w\’
US:E_[ Ix a—yz +IZ a—yz
0
o2u\*  [(9%w\?
IZ( yz) Hx(ay"’)

Reagrupando términos, la ecuacién (3.15) se puede reescribir como:

L 2 2 2 2
E 1+1 u 9%w IL,—1, 92w 0%u
=g [EF| ) (5 | )| (G52) ~(52)

62
+ (I, Z)sen(2¢))a 12tay idy (3.16)

1 1
<— — ECOS(Z(I)))

11 0%u 0%w
<§+Ecos(2q§)> + (I, — Z)Sen(2¢)a 29y? dy

(3.15)

Declarando las siguientes relaciones:
I, +1, I,—1,
5=( 2 ) h=( 2 ) (3.17)

Finalmente se obtiene la ecuacién para la energia de deformacién de la flecha

asimétrica:

L e e e (e

0%uo?w
+ 21 sen(2¢p) — }dy (3.18)

ay? ay?
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3.3 MODELADO DE LA FLECHA ASIMETRICA

La flecha se modela como una viga con seccidn transversal asimétrica, ver figura 3.1. De
igual forma, el elemento finito utilizado en la discretizacién tiene dos nodos, cada uno
con cuatro grados de libertad los cuales representan cuatro desplazamientos laterales
y cuatro rotaciones.

Sustituyendo las ecuaciones (2.57)y (2.58) y sus derivadas correspondientes en la
ecuacioén (3.4), se tiene que la ecuacién de la energia cinética se define como:

g L L au 2
T, = p_f (@ +w?)dy + E(Ixsensz + 120052¢)f _) dy
2 J 2 %

p L 6 p Lauaw
+—(Ixcosz¢ +Izsen2¢)j dy += (I —IZ)senZ(pf dy
Lauaw pI L¢)2
-p y(l)f — (3.19)

Agrupando términos semejantes en sen®¢ y cos?¢ de la ecuacidn (3.19) se tiene:

S (L L 07 0
Tsz%f (u2+wz)dy+§sen2¢f [Ix _u + 1, ( W) ]dy
0 0

dy
P, (" ; au>2 <aw> P , ot ow
+§cos qbf 2= 3y y+ (I, — I,)sen qbf 6 ay dy
auaw pIqub2
—p y¢f e (3.20)

Sustituyendo las ecuaciones (3.14) en (3.20), T, queda como:

_pS L ‘ ‘ p 1 1 L au 2 aW 2
T, _7]0 W% + w?) dy+§<§—§C05(2¢)>f0 [Ix (@) +1z (W) ]dy
p(1 1 k 31" : aw i
+—<—+—c05(2¢)>f [IZ o) Tl E> ]dy

auaw
+ = (I —Iz)sen2¢f a——dy py¢f dy

1L2
L PLe”

. (3.21)
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Reagrupando términos:

S (* 1+1 L a' 2 a
=2 (uzwz)dyﬂ : zf[_“ W)]dy
2 J, 6y

Lo aw
(2¢)f [ ]dy +=(, —Iz)senZ(l)f dy
2
) y¢ Lou awd N pIyL¢

kA 3.22
3y ay y 5 (3.22)

+

Sustituyendo las ecuaciones (3.17) en (3.22) finalmente se tiene que:

—f (u? +w2)dy+ I f[ ]dy

+- Idcos(Z(;b)f[ 2 g;)

Lou aw pI Lg?
o | 5 P (3.23)

uawd
dy y

dy +pIdsen2¢f 3y

Retomando la ecuacion (3.23) y sustituyendo las relaciones (2.62) y (2.63), esta se
puede reescribir como:

dN TdN16 s AN sz6 4
dy dy dy dy Y

+p1 @ )f 8 szsza gL dh o1
ac0s(2¢ wT & & dy y

7 dNT dN2 L[ . dNTdN,
+pldsen2¢f su’ d—y6w dy — pl ¢f su’ ay —=sw|dy
0

dy
I, Lo?
+ % (3.24)

sul

s L
p . . . . p
T, = - f [6uT NI N, 61 + SwTNIN,SW]dy + EIP f

Sustituyendo las funciones de forma definidas por las ecuaciones (2.64) y (2.65) y sus

derivadas correspondientes en (3.24), la ecuacidén para la energia cinética de la flecha
se modifica como:

TS = T1 + Tz (325)

Con:
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pS

Ty = 22 (607 My + 87 My 8]
T, = glp (50T My 81t + ST M8 + ’ledcos(z¢)[5wTM45w — 5T M, 5]
, I, L?
+ plgsen2¢[ suT Mssw] — plyd[ suTMséw] + %

Donde:

L
1\41:J< N:’{Nl
0

L
%=fwm
0

3 deNlT dN,
ST, dy dy

3 deNZT dN,
Y7 ), dy dy

y _ [FANT N,
57 )y dy dy

De las matrices M, M,, M5, M, y M5 se determina la matriz de masa de translacién M,
la matriz del efecto secundario de la inercia rotacional My y la matriz de los efectos
giroscopicos C .

Realizando las integraciones correspondientes, se tiene que:

- 156 00 —22L 54 00 13L
0 00 0 0 00 O
0 00 0 0 00 O

_ L |-22L00 41* —13L00-3L?

~420| 54 00—-13L 156 00 22L
0 00 0 0 00 O
0 00 0 0 00 O

L 13L 00 —3L%2 22L 00 412
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0 0 0 00 O 0 0
0 156 22L 00 54 —13L0O
0 22L 4I* 00 13L —3120
M, - L]0 0 000 0 00
2742010 0 0 00 O 0 0
0 54 13L 00 156 —22L0
0 —13L —3L%2 00 —22L 4% 0
0 0 0 00 O 0 o0
36 0 0 —3L —36 0 0 —3L7
0 00 0 0 00 O
0 00 0O 0 0O0 O
M.+ |73L 00 4L* 3L 0 0 —I?
37 30Ll-36 00 3L 36 0 0 3L
0 00 0 0 0O0 O
0 00 0 0 00 O
—3L 0 0 —L?> 3L 0 0 4L%
0 0 0 00 O 0 O
0 36 3L 00 —-36 3L 0
0 3L 412 00 —3L —L* 0
M. -0 0 0 000 0 0
*730Ll10 0 0O 00 O O O
0 —36 —3L 00 36 —3L 0O
0 3L —1?2 00 —3L 4L*> 0
0 0 0 00 0O 0 o
0 36 3L 00 —-36 3L O
0 0 0 00 O 0 0
0 0 0 00 O 0 0
M. =L [0 3L -4 00 3L I 0
57 30L|0 =36 —=3L 00 36 —3L 0
0 0 0 00 O 0 0
0 0 0 00 O 0 0
l0 —3L L2 00 3L —4I? 0.

De la aplicacion de la ecuacidn de Lagrange a la ecuacion (3.25), se obtiene

d 0T\ 0T .
Donde M representa la matriz de masa para el movimiento de translacién, M, la matriz
de masa para el movimiento de rotacién y C; la matriz de efectos giroscopicos.
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3.3.1 MATRIZ DE MASA DE TRANSLACION

Retomando T; de la ecuacidn (3.25) se tiene que:
pS . L e ,

Aplicando la ecuacién de Lagrange a (3.27) se encuentra que:

d<6T1> aT, _ pS

— T - T
ai\as.) 38, = 2 — [M,&ii + 56T M, ] [M16u+M1 §ii| = pS[M, il (3.28)

d (0T aT- S
( 1>_ Lo 2 Myt + 6] = 2 (M, 4 M, 6] = pSTMew] (329

dt\as,) s, 2

En (3.28) y (3.29) se utilizé la propiedad (AB)" =B'A" , ademas de M; = M;", M, =
M, por ser matrices simétricas, por tanto de forma generalizada (3.28) y (3.29) se
puede escribir como.

d(aTl) o _ S[M,8ii + M, SW] 3.30
dt 68 66 - p 1 u 2 w ( . )

Sustituyendo las matrices M; y M,, asi como las derivadas de los vectores que
contienen los grados de libertad por nodo ecuaciones (2.60) y (2.61) en (3.30) se
tiene que:
1156 00 —22L 54 00 13L [U1 ]
0 00 0 0 00 0 |[O
0 00 0 0 00 0 |[[O
d (aTl) Ty _ pSL{—22L00 4L? —13L00 —31%|[¢4
dt\9s/) 95  420| 54 00—13L 156 00 22L ||ii
0 00 0 0 00 0 |[O
0 00 0 0 00 0 [foO
L 13L 00 —3L% 22L 00 4% 1y, |
0 0 0 00 0 0 0707
0 156 22L 00 54 —13L0||™1
0 22L 4L? 00 13L -3L%0]|6;
LPSElo o0 00 0 0 o0ff0
4200 0 0 00 O 0 of|lo
0 54 13L 00 156 —22LO0||w,
0—13L—3L*00 —22L 4L* 0i|g,
0 0 0 00 0 o0 ollg]

(3.31)
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Reagrupando (3.31) de acuerdo con la ecuacidn (2.59), esta se puede reescribir como:
156 0 0 -22L 54 0 0 13L4™
0 156 22L 0 O 54 —13L 0
0 22L 42 0 0 13L -312 0 [/t
i(ﬂ)_ﬂ_@ —22L 0 0 42 -13L 0 0 =3%|[s
dt\ 98 a5 420 54 O 0 —13L156 0 0 22L |{ii,
0 54 13L 0 0 156 —22L 0 ||,
0 —13L-3L* 0 0 —22L 41> 0 1|4,
L13L 0 0 —-3L222L 0 0 4% by

(3.32)

La ecuacion (3.32) representa la matriz de masa consistente para el movimiento de

traslacion, la cual finalmente se define como:

- 156 0 0 —22L 54 0 0 13L
0 156 22L. 0 0 54 —13L ©
0 22L 4L 0 0 13L =-31* 0

_PSL1—221, 0 0 412 -13L 0 0 -—3L?

4201 54 0 0 —-13L156 O 0 22L
0 54 13L. 0 0 156 —22L O
0 —13L-3L> 0 0 —22L 4L*> 0

L13L 0 0 —-3L222L O 0 4L?%

(3.33)

donde p denota la densidad volumétrica del material, S el area de la seccidn transversal
de la flecha, y L lalongitud del elemento finito tipo viga.

3.3.2 MATRIZ DE MASA DE ROTACION Y MATRIZ DE EFECTOS GIROSCOPICOS

Para obtener la matriz de masa consistente para el movimiento de rotacion y la matriz
de efectos giroscdpicos, se retoma T, de la ecuacién (3.25).

T, = ’2—)1,, (50T M6t + 5w M, Sw] + gldcos(2¢)[6wTM46W — 5uT My 6]

pl,Lp?
2

+ plysen2¢[ suTMsSw] — pL,p[ 5u” MsSw] + (3.34)

Aplicando la ecuacidn de Lagrange a (3.34), se tiene que:

d . . . .
FY Elpa ([M36u + 6uTM3] + [My6w + SWwTM,])

dt

d (BTZ) T, p
a6

d
+ gld - {cos2) (IMu81 + 81T M, ] — [M3 5t + 507 M3 1)}

d d . .
+ ply E(sen2¢[ Msdw + 5uTMsg]) — plya(qb[ Mséw])
— (—pl,pl6uTMs]) (3.35)
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De manera similar que en la ecuacion (3.27), en la ecuacién (3.35) se usa la propiedad
(AB)" = B'A", ademas de My = M;", M, = M," por ser matrices simétricas, desarrollando
se tiene:

d (0T oT.
(52) =55 = Pl + [M,8W]) + placos(2) ((Myd] — [Mssit)

+ 2plypsen2¢p([M36u] — [My6W]) + plysen2¢p[ MsSw + M5 §ii]
+ 2pplacos2¢p| Msdw + Ms" 1] — pl, [ Msdw — M 51 (3.36)
Como se menciond en el Capitulo Il, se observa que el término pIquSZ/Z de la

ecuacion (3.25) se anula al aplicar la ecuacidn de Lagrange.

Para obtener la matriz de masa de rotacidn se consideran Unicamente los términos de
la ecuacion (3.36) que contienen los vectores de aceleracidn §ii y 6w, luego de sustituir
las matrices M3, M, y Mg se tiene que:

36 0 0 —-3L-36 0 0 —3L
0 36 3L 0 0 —-36 3L 0
0 3L 4 0 0 —-3L —-L* 0
_PL|-3L 0 0 42 3L 0 0 -—L?
ST 30L|-36 0 0 3L 36 0 0 3L
0 —-36 -3L 0 0 36 —-3L 0
0 3L -1 0 0 —-3L 41> 0
3L 0 0 -1 3L 0 0 4121
—36 0 0 3L 36 0 0 3L
0 36 3L 0 0 -36 3L 0
0 3L 4L 0 0 —-3L -1> 0
Elgcos(2¢)[ 3. 0 0 —-412-3L 0 0 L2
3013 36 0 0 -3L -36 0 0 -3L
0 —-36 3L 0 0 36 —-3L 0
0 3L -1 0 0 —3L 41> 0
L 3L 0 0 2 —-3L 0 0 —4L2
-0 36 3L 0 0 —-36 3L 0
36 0 0 —-3L-36 0 0 -3L
3. 0 0 —4L2-3L 0 0 [L?
Elgsen(2¢)| 0 —3L —412 0 0 3L L2 0 (337)
30L3 0 -36 —-3L 0 0 36 -3L 0 '
-36 0 0 3L 36 0 0 3L
3L 0 0 12 -3L 0 0 —4I2
L 0 —-3L 12 0 0 3L -4 0

Finalmente sumando las matrices anteriores obtenemos la matriz de inercia rotacional
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_ 361, 361,,,, 3LL,,, —3LI,, -361, —36l,,, 3LL,,, —3L1,, 1
36l,,  36l, 3Lk —3LLw; —36I,, —36l, 3Lk —3LLy
3LL,,  3LIL, 4171,  —4L*ly, -3LI,, -3LL, —L*L,  L*l,,
v = P | 3L -3Ll,, —4l*l,, 41%*1,,  3Ll, 3LL,, L*L,,  —L?I, 338
s~ 30L| —36l, —36l,, -3LI.,, 3LI,  36l, 36l,, —3Ll,, 3LI, (338)
-36l,,, -36l, —3LI, 3Ll,, 36l,, 36I, —3LI, 3LL,,
3lelzl 3L[xl —LZIX, LZIX,Z, _3LIxIZI _3L[xl 4L21x, _4LZIXIZI
| —3LIZ, —3L1x,z, LZIXIZ, —LZIZ, 3LIZI 3LIXIZI —4L21x,z, 4LZIZ, i
L +1 L —1
Con: I, = < ad 3 Z) — ( X 3 Z) cos(2¢) = I,, — I cos(2¢)
L+1 L —1
L, = ( ol > Z) + ( ad > Z) cos(2¢) = I, + I; cos(2¢)

bss = 5 (s — L)sen(26) = I sen(29)

Por otra parte, para determinar la matriz de efectos giroscdpicos, la cual esta en
funcién de la velocidad de rotacién del rotor, se toman los términos de la ecuacién
(3.36) que contienen a los vectores de velocidad &1t y 6w, al sustituir las matrices M3,
M, y M5 segun corresponda, se tiene que:

-0 —36 —3L 0 0 36 —-3L 0
36 0 0 -3L-36 0 0 -3L
3L 0 0 —4L*?-3L 0 0 L?
_Plbl 0 3L 4> 0 0 -3L -I* 0
ST™15.1 0 36 3L 0 0 -36 3L 0
-36 0 0 3L 36 0 0 3L
3L 0 0 1> =3L 0 0 —412
L0 3L -1 0 0 -3L 412 0 |
-0 36 3L 0 0 —-36 3L 0
36 0 0 —3L-36 0 0 -3L
3L 0 0 —4I>-3L 0 0 I?
Elgcos(2¢)| 0 -3L —412 0 0 3L 12 O
15L3 0 -36 =3L 0 0 36 -3L 0
-36 0 0 3L 36 0 0 3L
3L 0 0 1> =3L 0 0 —4I?
0 —-3L I2 0 0 3L —-412 0 |
36 0 0 -3L-36 0 0 —3L
0 -36 -3L 0 0 36 —-3L 0
0 —-3L —4I2 0 0 3L L* 0
Elgsen(2¢)|-3L 0 0 412 3L 0 0 -2
1513 -36 0 0 3L 36 0 0 3L
0 36 3L 0 0 -3 3L 0
0 —-3L L[> 0 0 3L —4L% 0
3L 0 0 —1? 3L 0 0 4121

(3.39)
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De forma anadloga a la matriz de masa por efecto de rotacién, al sumar las matrices
anteriores se obtiene la matriz C; de efectos giroscdpicos para un rotor asimétrico:

[ 361, —36I, —3Ll —3Llus 361, 361, 3Lz —3Llu]
36l,, —36l,, ~SLlbuz —3LL, —36l, 36l,, ~3Lhkz —3LL
3L, —3Ll,, —4L*L., —4L*L, —3LI, 3Ll,, LlLu, LI

=t i -3Ll,,, 3L,  41%I,  41°l,, 3Ll,, -3LI, —I%*I, —IL*I,,
s = 150P®|-361,, 361, 3L,  3Ll,, 36l,, -36I, 3L, 3LL.,

—-36l,, 36l,, 3L, 3L,  36l, —36l,, 3L, 3LIL,
3LL, —3Lly, 121, 1%, =3LL,, 3L, -41?1,, —417%I,,

(3.40)

| —3L1y,,  3LI, —LZIZ, —Lzlx,z, 3LL,, —3LI, 4-LZIZ, 4L21xrzr—
I, +1 I, —1
Con: I, = ( ad > Z) — ( X > Z) cos(2¢) = I, — I cos(2¢)
L, +1 I, —1
L, =(" > Z)+(" > Z)cos(2¢) = I, + I, cos(2¢)

bss = 5 (s — L)sen(26) = I sen(29)

3.3.3 MATRIZ DE RIGIDEZ

Introduciendo las funciones de forma y sus derivadas a la expresidn final de la energia
de deformacion, y realizando las operaciones necesarias incluyendo las integrales que
conllevan a la obtencién de matrices parciales y finalmente aplicando la ecuacién de
Lagrange se obtienen tres matrices de rigidez: la primera acompafia al momento de
inercia promedio y es idéntica a la matriz de rigidez correspondiente a un rotor
simétrico; las siguientes dos matrices multiplican a la semidiferencia de los momentos
de inercia acompafiadas por el coseno y seno respectivamente.

Retomando la ecuacidn (3.18) y sustituyendo las relaciones (2.62) y (2.63), se tiene:

f s CNL ANy NS AN,
”dZdZ” “dy? dyz V|V
+ Icos(2 fa TdZNZTdZNZa 5Td2N1Td2N15 d
acos( q,'))0 w o7 dy? w — ou o7 dy? uldy
L d?NT d?N,
+21dsen(2¢)f su’ 7 dy? w|dy (3.41)
0
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O bien:

E
Us = E{Ip [SuTk,6u + SwTk,6w] + I;cos(2¢) [SwT k6w — SuTk,5u]
+ 2l sen(2¢)[6u” k36w]} (3.42)
Donde:
. _deleT d?N,; _dezNszzNz _deZJ\/chlZz\/2
P dy? dy?t TR dy? dyrt Ty dy? dy?

Al realizar las integraciones correspondientes se tienen las siguientes matrices:

- 12 0 0 —6L—12 0 0 —6L7
0 000 0 00O
0 000 0 00 O
k. —|—6L 00 4L* 6L 00 2L?
171-1200 6L 12 00 6L
0 000 0 00O
0 000 0 00O
L—6L 0 0 2L? 6L 0 0 4L2
0 0 0 00 0 0O Of
0 12 6L 00—12 6L 0
0 6L 41?2 0 0—6L 212 0
b, =00 0000 00
27lo o 0000 0O
0-12—-6L0 0 12 —6L0O
0 6L 2120 0—6L 4L% 0
0o 0 000 0 0 o
0 12 6L 0 0—12 6L O
00 0 00O 0 O
00 0 00O 0 O
ko = |0 —6L—4L20 0 6L —2L%0
37l0-12-6L00 12 —6L 0
00 0 00O 0 O
00 0 00O O O
L0 —6L —2120 0 6L —4L% 0/

Aplicando la ecuacién de Lagrange a la ecuacidn (3.42) se obtiene:

AU
—5 = Ksb (3.43)
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U
a5

Desarrollando las operaciones correspondientes, se tiene que;

12
0
0

0

—6L 0

0

12 6L
6L 4L?
0 4% 6L

—-6L-12 0
—-12 6L O

0
0
0

0
0 —6L 2L?

0

= E{I,[ky6u + ky6w] + Iycos(2¢) [k, 6w — kySul + Igsen(2)[ksdw + k3" u]}

—6L7

0 2L?

(3.44)

0

-12 0 0 6L 12 0 0 6L

0

—-12-6L O

0

12 —6L O

N El cos(2¢)

N El sen(2¢)

La expresion para la matriz de rigidez que resulta de todas las

puede escribir como:

[ 121, 121,
121, 121,
6Ll,, 6LL,
E| —6LI,
Ks =1l —121,
~121,,, —12I,
6LL,, 6LL,
| —6L1,, —6Lly; —212]

L3

L3

L 0

0

0
0
6L
12
0
0
L 6L

r 0

12
6L
0
0
-12
6L

6L,
6LI,

L—6L 0

—12 0

6L 2L?
0 2L26L 0

0

12 6L
6L 412

—-12—-6L O
6L 2L?

12

0
0

0
0

—6LLy,, —4L%1y,,

-121,,, —6LI,,,,

—6LI,,
2121,

0
0

0
0

0 O
6L
0
0

—6L —412
—-12 —6L

0
0

—6L —212

0 0 —6L 412

6L 12 O
0 O
0 O

—412—6L 0

—-6L-12 0

0

0 0

—2L%—6L 0

0 0
—-6L—-12 0
—41?—6L 0

0 0

0 0 12

6L 12 O
—2L*—6L 0

0

—6Ll,, _121, —12I,,,

. _6Lzlx'z'—121x,z, —121,,
4L, —4L%ly;—6Ll,,, —6LI,,
4121,  6Ll, 6L,

6L, 121, 12,

6LL,, 12I,, 12I,

—212 IX,Z,—6LIX,Z, —6LI,,

2121, 6LI,, 6Ll

x1z!

0 412

0

—-12 6L
—6L 2L?

0
0

12 —6L O
—6L 417

0

—-12 6L

0
0

6L —2I2
—6L

0
0

0 6L —4I?

0

6L 1

0

0
—212
—6L

0
—412]

0
—6L
—217

0

0

6L

—41?

0

(3.45)

matrices anteriores se

6Ll,, —6LI, 1
6L, —6Ll,,,
2121, —2I%I,,,
-21%1,,, 2L,
—6LL,, 6LL, (346)
—6LI,, 6Ll
4121, —41%1,,,
—41%1,,, 4171, |

Donde E es el médulo de Young del material y L es la longitud del elemento finito tipo

viga.

70



Modelo Matemético Propuesto de un Rotor Asimétrico de Multiples GDL BREE o1Vl [eR|]

Donde los momentos de inercia de rotacidon se definen como:

(Ix +1,
2

L, = ([x ; IZ) + (Ix ; [Z) cos(2¢) = I, + I4 cos(2¢)

) - <[x ; [Z) cos(2¢) = I,, — I cos(2¢))

Lyz = %(Ix - Iz)sen(2¢) =1y Sen(2¢)

3.4 RESPUESTA AL DESBALANCE EN FUNCION DEL TIEMPO
3.4.1 FLECHA

De la aplicacién de la ecuacidn de Lagrange en la ecuacién (3.1) parala energia cinética
de la flecha, se tiene:

d(aT) aT—(M+M)<'$'+'C$+"K 5 3.47
dt 68 66 - N d) N ¢ ST ( ' )

Al igual que para el disco, de la energia cinética de la flecha ecuacidén (3.1), surge un
término adicional que da lugar a la formacién de una matriz de rigidez Kgr que esta
multiplicada por la aceleracién angular del rotor:

Aplicando la ecuacién de Lagrange al pendltimo término de la ecuacién (3.34)
—pL, [ 5uT MsSw] se tiene:

d (0T .
ﬁ(as) B dt( pLy¢[ Mssw]) — (—pL,$[Ms" 1) (3.48)
d T\ 9T _ ' - )

E(%)_%z —ply| MsdW — M5 811] — pl, pMsSw (3.49)

Tomando uUnicamente el término que estd acompafado de la aceleracion angular ¢ el
cual resulta al considerar la velocidad angular variable ¢ = ¢(t), se obtiene la siguiente
matriz de rigidez:
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0 36 3L 00 -36 3L 0770
0 0 0 00 O 0 0ffw;

o o 0 00 O 0 ol6;
i(a_T)_a_T:—pIM 0 —3L —412 00 3L 1> of|lo (350)
dt\gs/ 96 30L |0 =36 —3L 00 36 —=3L o0flo '

0 0 0 00 O 0 0llw,
0 0 0 00 O 0 ofle,

l0 —3L L* 00 3L -—-41? ollp

0 —36 —3L 00 36 —3L 0

0 0 0 00 O O O

0 0 0 00 0O 0 O

_phy|lo 3L 412 00 -3L —12 0
KST_BOLO 36 3L 00-36 3L 0 (3.51)

0 0 0 00 0O O O

0 0 0 00 0O O O

0 3L —1? 00 —3L 4L*> 0

Donde:
L=I+1, (3.52)

Notese que al considerar movimiento transitorio qb(t), se afecta Unicamente las
ecuaciones correspondientes a la energia cinética de los componentes del sistema
rotodindmico, esto a causa de la derivada con respecto al tiempo que presenta la
ecuacion de Lagrange.

3.5 ECUACION GENERAL DEL SISTEMA ROTOR ASIMETRICO-SOPORTES

Como resultado de la aplicacidn de la ecuacion de Lagrange a un sistema rotodindmico,
considerando flecha asimétrica, la ecuacion diferencial de movimiento generalizada se
puede escribir como:

M6 + C;6 + K6 = F(t) (3.53)
Donde:
CG - CB + ¢CR

K; = Kg + Kg + $Kor

F= <152F1 (@) + (5F2 (¢)
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Mg = Mgp + Mg cos(2¢) + Mgs sen(2¢)
Cr = Cgp + Cge cos(2¢) + Cogsen(2¢)
K = Kgp + K cos(2¢) + Kgg sen(2¢)

F; = mye(sin(¢ + a) + cos(¢ + a))

F, = mye(sin(¢p + a) — cos(¢ + a))

En la ecuacién (3.53) el vector § incluye todos los grados de libertad del rotor
pertenecientes a todos los nodos segun la discretizaciéon del sistema, es decir, es el
vector que contiene todos los desplazamientos nodales; M, es la matriz global de masa
del sistema, C; es la matriz global de amortiguamiento del sistema, que incluye los
efectos giroscépicos en funcién de la velocidad de rotacién (¢Cr), y Cg que contiene el
amortiguamiento atribuible a los soportes. K; es la matriz global de rigidez del sistema
y esta formada por: K que incluye la rigidez del rotor, Kz que corresponde a la rigidez
de los soportes y ¢Ksr que es un término de rigidez que estd en funcién de la
aceleracion angular del rotor, asi como F; y F,, conforman el vector de fuerza causado
por una masa de desbalance.

Si en la ecuacién (3.53) se hace que ¢ — 0, dicha ecuacién se aproximara a la de un
rotor cuya velocidad de rotacién es constante, es decir, ¢ = constante.

Mgp es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
de masa de los discos, primera matriz del miembro derecho de la ecuacién (2.56), asi
como las matrices elementales de masa de translacién, ecuacion (2.69), y rotacion,
ecuacion (2.70), de las secciones simétricas de la flecha, ademas de las matrices
elementales de masa de translacion, ecuacion (3.30), y las matrices elementales de
rotacion que estan acompafiadas de la semisuma de los momentos de inercia I,
primera matriz del miembro derecho de la ecuacion(3.34), en las secciones asimétricas
de la flecha.

Mg es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
que estdn acompafiadas por la semidiferencia I; y la funcién coseno, segunda matriz
del miembro derecho de la ecuacién(3.34), en las secciones asimétricas de la flecha.
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Mgs es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
que estan acompafiadas por la semidiferencia I; y la funcién seno, tercera matriz del
miembro derecho de la ecuacién(3.34), en las secciones asimétricas de la flecha.

Csp es una matriz global que esta compuesta por la suma de las matrices elementales
de efectos giroscépicos: de los discos, segunda matriz del miembro derecho de Ila
ecuacion (2.56), de las secciones simétricas de la flecha, ecuacién (2.71), y de las
matrices que estan acompafadas de la semisuma de los momentos de inercia I,,
primera matriz del miembro derecho de la ecuacion(3.36), de las secciones asimétricas
de la flecha.

Csc es una matriz global que esta compuesta por la suma de las matrices elementales
de efectos giroscépicos que estan acompafadas por la semidiferencia I; y la funcién
coseno, segunda matriz del miembro derecho de la ecuacién(3.36), en las secciones
asimétricas de la flecha.

Css es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
de efectos giroscdpicos que estan acompafiadas por la semidiferencia I; y la funcidn
seno, tercera matriz del miembro derecho de la ecuacién(3.36), en las secciones
asimétricas de la flecha.

K¢p es una matriz global que estda compuesta por la suma de las matrices elementales
de rigidez: de las secciones simétricas de la flecha, ecuacién (2.76), y de las matrices
que estan acompafiadas de la semisuma de los momentos de inercia I,,, primera matriz
del miembro derecho de la ecuacién(3.42), de las secciones asimétricas de la flecha.

K¢ es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
de rigidez que estan acompafiadas por la semidiferencia I; y la funcién coseno,
segunda matriz del miembro derecho de la ecuacién(3.42), en las secciones asimétricas
de la flecha.

K¢s es una matriz global que estd compuesta por la suma de las matrices elementales
de rigidez que estdn acompafiadas por la semidiferencia I; y la funcién seno, tercera
matriz del miembro derecho de la ecuacién(3.42), en las secciones asimétricas de la
flecha.
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3.6 METODOS DE SOLUCION DEL MODELO MATEMATICO

3.6.1 SOLUCION EN ESTADO ESTABLE

El modelo matematico (3.53) para un rotor asimétrico con mudltiples GDL, puede
solucionarse en el dominio de la frecuencia considerando al sistema se encuentra en
condiciones de estado estable.

De la ecuacién (3.53) se debe tener presente que las matrices globales de masa [M;],
amortiguamiento [C;] y rigidez [K;] del sistema, son el resultado de la suma de cada
una de las matrices elementales que fueron obtenidas anteriormente para los distintos
componentes del rotor: disco, soportes y flecha con secciones simétrica y asimétrica
segun la discretizacion de ésta dltima.

De forma andloga siguiendo el desarrollo al realizado en el Capitulo Il para un rotor
simétrico, se llega al siguiente arreglo matricial:

[Kep] + [ch] + [Kz] — p2([Mgp] + [Mgc]) (i)(d)([CGP] + [CocD) + CB)
~$($([Cap] — [Cac)) + Cp) [Kep] = [Kec] + [Ks] — ¢*([Mgp] — [Mgc])

{Z;} - {2} (3.54)
Con:
W=l w=f]

cosa
sen al’

—Sena
cosa

{F} = mued)z [ {F} = mueqsz [

3.6.2 INTEGRACION DIRECTA DE NEWMARK

Como ya se ha explicado en el Capitulo Il, los métodos numéricos de integracion directa
pueden resolver ecuaciones no lineales de segundo orden, en este caso la ecuacion
general de movimiento del sistema, ecuacién (3.53).

De la tabla 2.1, se observa la ventaja que ofrece el método de integracién numérica de
Newmark, en este se requiere ingresar las matrices globales de rigidez [K;], masa [M;]
y amortiguamiento [C;] del sistema, tal como se encuentran en el modelo matematico.
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3.7 SIMULACION DEL SISTEMA ROTOR ASIMETRICO-SOPORTES

En esta seccion, se presentan los resultados numéricos obtenidos para un sistema
rotodindmico cuya configuracion pertenece al sistema rotor asimétrico con soportes
presentado por Inagaki et al. [9], figura 3.2, éste esta compuesto por un eje simétrico
con una parte asimétrica en el centro, dos discos inerciales localizados a lo largo del eje
Y, con soportes colocados cerca de los extremos. Asimismo, se considera que en el
rotor, solo existe una masa de desbalance m, = 0.0002 kg con ubicacién en Ia
periferia del primer disco e = 0.05 m, por lo que se tiene una cantidad de desbalance
de mye = 1x10° kg.m con una posicién angular a = 45° en el plano X-Z medido
respecto al eje Z.

3.7.1 DISCRETIZACION DEL SISTEMA A MULTIPLES GDL

De acuerdo con Bathe [35] y Malkus et al. [37], a mayor nimero de elementos finitos
utilizados en la discretizacion de un modelo existe una mayor precision en los
resultados, sin embargo, también es importante tomar en cuenta que el nimero de
elementos finitos utilizados afecta en forma directa el esfuerzo de cdmputo requerido.
De acuerdo con lo anterior, para el analisis se realizaron 3 discretizaciones del rotor
usando 7, 14 y 25 elementos finitos, tal como se muestra en las figuras 3.2,3.3 y 3.4
respectivamente. La solucion se obtuvo utilizando el arreglo matricial de la ecuacion
(3.54), solucidén en estado estable.

25mm 120mm 65mm 100 mm 65mm 120mm 25 mm

- - 3 i als - ol o
z
f disco 1 disco 2
|
J 2 3 4 5 6 7 8- p
i | 1
X, | I Y
[ 4 | I
; : . 3
: it B 12 mm
£ 12 mm Q |
) i L
seccion . seccion
transversal *—™ transversal
simétrica Bmm asimétrica

Figura 3.2. Discretizacion del sistema rotor-soportes en 7 elementos finitos tipo viga [9].
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25mm 120mm 65mm 100 mm 65mm 120 mm 25 mm

e e  ele ——
] —

T

disco 1 disco 2

(5 @ 9) qan (5)~ p
|
| Y
|

_:_ —
~Eﬁ-- }2 mm

seccién ‘ ' | seccidn
transversal "I transversal
simétrica 0.8 cm asimétrica

Figura 3.3. Discretizacion del sistema rotor-soportes en 14 elementos finitos tipo viga [9].

25mm 120mm 65mm 100 mm 65mm 120 mm 25 mm

'—+—Tﬂ~ N N -

f disco 1 disco 2
|
O L Ja 10) -
| |
l | Y
| |
B ‘
@ = .L = iz l 12mm
rbentadS o
seccion L'_J seccion
transversal transversal
simétrica 0.8 cm asimétrica

Figura 3.4. Discretizacion del sistema rotor-soportes en 25 elementos finitos tipo viga [9].

77



Modelo Matemético Propuesto de un Rotor Asimétrico de Multiples GDL BREE o1Vl [eR|]

En las Tablas 3.1 y 3.2, se muestran las propiedades mecanicas y geométricas de la
flecha y los discos respectivamente.

Tabla 3.1. Propiedades mecdnicas y geométricas de la flecha.

Propiedades mecanicas Geometria

E = 2.0594e11 N/m? s =0.006 m
p = 7870 kg/m3 f =0.004m
v=20.3

G = 7.9434e10 N/m?
a = 0.89 (Factor de deformacion por cortante)

Tabla 3.2. Propiedades mecdnicas y geométricas de los discos.

Propiedades mecanicas Geometria

E = 2.0594e11 N/m? Disco D, D,
p = 7870kg/m3 ep (m) 0.02 0.02
v=0.3 Tep (M) 0.05 0.05

rip (M) 0.006 0.006

En las Tabla 3.3 y 3.4, se muestran las caracteristicas de rigidez y amortiguamiento
viscoso de los soportes, asi como los coeficientes para el amortiguamiento espectral.

Tabla 3.3. Caracteristicas de los soportes.

Rigidez Coeficiente de amortiguamiento

k,, = 1.2258x10°N/m Cxx = 3.7265x10*N /m/s

k,, = 1.2258x10°N/m Czz = 3.7265x10*N/m/s
kxz = ks =0 Cxz = Czx = 0

Tabla 3.4. Coeficientes para el amortiguamiento proporcional o espectral de Rayleigh.

Fraccién de Frecuencia
amortiguamiento critico
§&, =0 wy, =0 rad/s
> =0.24 w, = 650 rad/s
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En la figura 3.5 a) se muestra la comparacién de la respuesta de vibracién al desbalance
en el primer disco, nodo 3, 5y 8 para las tres discretizaciones respectivamente. En la
figura b) se realizé un zoom de la figura 3.5 a) y se observa que, en general, no existe
una diferencia importante entre los resultados obtenidos.

w10° Desplazamiento resultante
2F
18-
£
=
=
<
06-
U 1 1 1 1 1 1 I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad (rpm)
a)
x10° Desplazamiento resultante
1.9086
1.9086
1.9085 -
1.9085 -
E
= 1.9085F
%
£ 1a0ss|
19085 7 elementos
19084 | 14 elementos
25 elementos
1.9084 -

2396 2396.5 2397 23975 2398 23985 2399

Velocidad (rpm)
b)

Figura 3.5. a) Amplitud de la respuesta de vibracién en el disco 1 en la direccidn vertical del rotor
para los modelos de 7, 14 y 25 elementos finitos. b) Zoom de la figura 3.5 a).
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3.7.2 VALIDACION DEL METODO DE NEWMARK

A continuacidn se presentan los diagramas de bode de magnitud, de fase y polares de
respuesta de vibracidon del sistema rotor asimétrico-soportes con amortiguamiento
proporcional a causa del desbalance (fuerza de excitacién).

Para la simulacién se consideré el modelo de la figura 3.2 (discretizacion de 7
elementos finitos), esto se debe a que se observé que, en general, no existe una
diferencia importante en los resultados obtenidos al comparar las discretizaciones, sin
embargo, el esfuerzo de cdmputo requerido en la solucién del modelo es menor
cuando se considera una discretizacion de 7 elementos finitos.

En las figuras 3.6 y 3.7 se muestra la amplitud de vibracién en funcidn de la velocidad de
giro obtenidas por el método de integracion directa de Newmark, de la componente
real e imaginaria respectivamente para la respuesta en direccion Z.

De ambas figuras, se observan dos sefiales: la sefial en color rojo representa la
respuesta de vibracién en cualquier instante de tiempo discreto, mientras que la sefal
en color azul, representa la respuesta de vibraciéon en el instante en que el rotor
completa una revolucién (sefal filtrada).

Para validar los resultados obtenidos con el método de Newmark, éstos se comparan
con los resultados obtenidos considerando al sistema en condiciones de estado estable
(solucién en estado estable). Es importante recordar que la aproximaciéon de ambos
métodos sera mas exacta en tanto la rampa de excitacion lineal sea mas “lenta”, es
decir, cuando la aceleracién se acerque mas a cero (¢ — 0). La comparacién entre
ambos métodos de solucion se realizd, usando una rampa de excitacion lineal con una
aceleracién constante de ¢ = 1rad/s? y un incremento de tiempo dt = 0.0001, para
el método de integracion directa de Newmark.
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Amplitud (m)

Tiempo discreto
Filtro

_2'5ﬂ 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Velocidad (rpm)

Figura 3.6. Componente real de la respuesta vibratoria en la direccion Z, (l) =1 rad/s2

Amplitud (m)

—
o
T

Tiempo discreto
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad (rpm)

Figura 3.7. Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la direccién Z, (l) =1 rad/s2

En las figuras 3.8 y 3.9 se compara la respuesta de vibracién resultante en direccién Z
obtenida por el método de Newmark (color rojo) y la solucién en estado estable (color
azul), se puede observar que ambas soluciones son similares tanto en comportamiento
como amplitud.
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Figura 3.8. Desplazamiento resultante en la direccién Z, (]5 = 1rad/s?
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Figura 3.9. Desplazamiento logaritmico resultante en la direccion Z, (,‘b = 1rad/s?

Por otra parte, en la figura 3.10 se muestra el diagrama de fase de la respuesta de
vibracién en el tiempo discreto (sefial en color rojo) obtenida por el método de
Newmark. En esta figura se aprecian dos graficas adicionales que corresponden a la
fase de la respuesta de vibracién en el instante en que el rotor completa una revolucién
(sefal filtrada) color azul, y la fase obtenida por el método de solucién en estado
estable (color negro). De la comparacién entre ambas graficas, se puede observar que

ambas soluciones son muy similares.
S ——
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Figura 3.10. Fase en direccién Z, ¢ = 1 rad /s>

En la figura 3.11 se muestran los diagramas polares de respuesta a causa de la masa de
desbalance colocada en una posicién angular de 45° respecto al eje Z. Estos ultimos
diagramas resultan de graficar la amplitud resultante (figura 3.8) Vs la fase (figura 3.10)
de la respuesta de vibracién del sistema en direccion Z.

M0 5 5e.05

150 /

180 |-

Tiempo discreto
Filtro
Estado estable

210°,

Figura 3.11. Diagramas polares de respuesta al desbalance en la direccién z, @ = 45, ¢ = 1 rad /s>
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En la figura 3.11 se observa que al comparar el diagrama polar de respuesta obtenido
por el método de Newmark correspondientes a la sefial filtrada (color azul) de la
respuesta vibratoria para cualquier instante de tiempo (color rojo), contra el diagrama
polar de respuesta obtenido mediante la solucién en estado estable (color negro),
estos presentan un comportamiento muy similar, por lo que se puede concluir que el
programa desarrollado cuya solucién emplea el método de Newmark, ofrece
resultados confiables.

Con la intencién de observar el segundo modo de vibracién del sistema rotodindmico
analizado, en la figura 3.12 se muestra la respuesta del sistema para un intervalo de
operacion de 0 — 12000 rpm. En la figura 3.12 a) se presenta el diagrama de bode de
amplitud de la respuesta del sistema, mientras que en la figura 3.12 b) se observa el
diagrama polar de respuesta. Con ambas graficas se observa la presencia de un
segundo modo de vibracion, en la figura 3.12 b) se observa que el diagrama polar de
respuesta para el segundo modo de vibracién del rotor asimétrico, presenta una forma
geométrica circular, tal y como se presenta la respuesta de vibraciéon en un rotor
simétrico. Lo anterior se debe a que el amortiguamiento modal del segundo modo de
vibracién es mucho mayor que la asimetria modal.

25 : . : . . 90

2.5e-005

15+ E

180

Amplitud (m)

0.5+

0= 1 I 1 I |

0 2000 4000 6000 5000 10000 12000
Velocidad de gira {rpm)
a) b)

Figura 3.12. a) Desplazamiento en la direccién Z en estado estable, a = 45, ¢ =1 T"ad/s2

b) Diagrama polar en la direccidn Z en estado estable, a = 45, q,’) =1 T’ad/s2
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3.7.3 EFECTOS DE LA ASIMETRIA DEL ROTOR EN LA RESPUESTA VIBRATORIA
DEL SISTEMA ROTODINAMICO PARA MULTIPLES GRADOS DE LIBERTAD

En esta seccidn se muestra el comportamiento dindamico de la respuesta al desbalance
de un rotor asimétrico considerando los efectos de asimetria en las matrices de masa,
efectos giroscdpicos y rigidez, ecuacién (3.53 ).

M6 + C6 + K6 = F(t) (3.53)
Donde:
Co = Cp + ¢Cx

K = Kg + Kz + $pKsr
F = $*F; (¢) + ¢F, (¢)

Mg = Mgp + Mgc cos(2¢) + Mgg sen(2¢)
Cr = Cgp + Cc c0s(2¢p) + Cgs sen(2¢)
Kgr = Kgp + Kgc cos(2¢) + Kgg sen(2¢)

F; = mye(sin(¢ + a) + cos(¢p + a))
F, = mye(sin(¢ + a) — cos(¢ + a))

Para lo anterior, se utilizé el modelo del rotor que se muestra en la figura 3.2, con masa
de desbalance de my,e = 1 kg.m colocada en una posicién angular de a = 45° (0.785
rad) respecto al eje Z en el disco D1 correspondiente al nodo 3. Se obtuvo y se analizé
la respuesta del rotor para cuatro casos diferentes.

Caso 1: Solucién de la ecuacién (3.53) considerando sélo el efecto de la rigidez es
decir:

Mg = Mgp
Cr = Cep

KR = KGP + KGC COS(2¢) + KGS Sen(2¢)
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Caso 2: Solucién de la ecuacién (3.53) considerando sdlo el efecto de la rigidez y
efectos giroscépicos (EG), es decir:
Mg = Mgp
Cr = Cgp + Cge cos(2¢) + Cog sen(2¢)
Kr = Kgp + K cos(2¢) + Kis sen(2¢)
Caso 3: Solucién de la ecuacién (3.53) considerando sélo el efecto de la rigidez y la
masa del rotor, es decir:
Mg = Mgp + Mg cos(2¢) + Mg sen(2¢)
Cr = Cop
K = Kgp + K cos(2¢) + K sen(2¢)
Caso 4: Solucién de la ecuacién (3.53) considerando el efecto de la rigidez, la masa 'y
efectos giroscépicos del rotor, es decir:
Mg = Mgp + Mg cos(2¢) + Mg sen(2¢)
Cr = Cgp + Cgecos(2¢) + Cpgsen(2¢)

Kr = Kgp + K cos(2¢) + Kis sen(2¢)

En las figuras 3.13 y 3.14 se muestra la respuesta al desbalance, diagramas de bode y
diagramas polares de respuesta respectivamente, para los cuatro casos considerados;
aqui, se puede observar que no existen diferencias relevantes en la respuesta del rotor.
Asimismo, en las figuras 3.13 b) y 3.14 b) se muestra un zoom para un punto especifico
marcado con un asterisco en las figuras 3.13 a) y 3.14 a) respectivamente. Tomando
como referencia el caso 1, donde se consideran los efectos de la asimetria inicamente
en los cambios de rigidez del rotor, se puede apreciar que la respuesta es similar para
los casos 2, 3y 4, esto se debe a que la asimetria de acuerdo a la geometria del rotor
del modelo de la figura 3.2, no tiene efectos significativos en las matrices de masa y de
efectos giroscépicos. De lo que se concluye, que los efectos importantes de la asimetria
en la respuesta, se presentan en los cambios de rigidez del rotor (matriz de rigidez).
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Figura 3.13. a) Amplitud resultante de la respuesta de vibracién en la direccién vertical del rotor.
b) Zoom de la figura 3.13 a).
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Figura 3.14. a) Diagrama polar de respuesta al desbalance.
b) Zoom de la figura 3.14 a).

87



Identificacién Algebraica de pardmetros de un rotor asimétrico de multiples GDL Capl'tulo A

CAPITULO IV

IDENTIFICACION ALGEBRAICA EN LINEA PARA LA
ESTIMACION DE PARAMETROS DE UN ROTOR ASIMETRICO DE
MULTIPLES GDL

La identificacidn algebraica, es una técnica que se apoya en el algebra diferencial y el
calculo operacional para el desarrollo de estimadores, que permiten la determinacion
de parametros desconocidos de un sistema a partir de su modelo matematico.

Una de las caracteristicas de la identificacidn algebraica, es proporcionar relaciones de
identificacion completamente independientes de las condiciones iniciales del sistema.
Las estimaciones se realizan en linea y en tiempo continuo o discreto. Ademas, de
acuerdo con Fliess y Sira-Ramirez [28], esta técnica presenta buenas propiedades de
robustez con respecto a una gran variedad de perturbaciones, ademas de ser eficiente.

La identificacion algebraica esta basada en las siguientes herramientas, con un caracter
algebraico [39], [40]:

+ Algebra diferencial [41], [42]: realiza respecto a las ecuaciones diferenciales un
papel similar que el 3algebra conmutativa con respecto a las ecuaciones
algebraicas. Estas técnicas fueron introducidas en la teoria de control no lineal
por M. Fliess.

+ Calculo operacional [43], [44], [45]: es una herramienta cldsica entre los
ingenieros de control y mecanicos. Con frecuencia se normaliza mediante la
transformada de Laplace.

En este apartado se proporciona una breve nota sobre el desarrollo matematico
utilizado en la estimacion de parametros mediante el método derivativo algebraico. Los
resultados fundamentales estdn basados en la teoria de mdédulos para sistemas
lineales. (Ver también [46] para un conocimiento general)
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4.1 BASE MATEMATICA DEL IDENTIFICADOR ALGEBRAICO
La estimacion paramétrica se puede formalizar como:
y=F(x0)+n (4.1)

donde la sefial observada y es una funcién F de la sefial verdadera x, que depende de
un conjunto © de parametros. Por otro lado, el ruido que perturba las observaciones
esta definido por n.

Encontrar una buena aproximacion de los parametros © es el objeto de una vasta
literatura en varios campos de la matematica aplicada.

Se considera el campo de nimeros reales o complejos descrito por p y se define como

d H . . . . .
p [E] el anillo de operadores diferenciales lineales con coeficientes en p:

finite

df
Y G0 GoEp (4.2)
=0

Los anillos de operadores diferenciales lineales también pueden ser llamados anillos
diferenciales. Se considera un conjunto finito de indeterminaciones, tal y,, ... , ¥, en
asociacion con un anillo de operadores lineales diferenciales.

Estas indeterminaciones representan las variables que describen, en el dominio del
tiempo, las sefiales de donde se obtienen los parametros desconocidos.

La forma mas general en que los parametros pueden aparecer en los coeficientes de
una expresion diferencial incluye expresiones algebraicas involucrando sumas,
multiplicaciones, raices, etc., de dichos parametros. En otras palabras; las expresiones
de los parametros provienen de las soluciones de las ecuaciones algebraicas que
envuelven los parametros desconocidos.

Un objeto natural adecuado para expresar la complejidad de tales expresiones, que
aparecen en los coeficientes de un polinomio diferencial, estd dado por una extension
algebraica finita del campo de los nimeros reales o complejos.
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Sea P = p(0) una extensidn algebraica finita del campo p = Z,R de los nimeros
complejos o reales generados por un conjunto finito © = (8,,..,6,) de
parametros constantes desconocidos.

El conjunto O de pardmetros desconocidos se dice ser algebraicamente identificable si,
y solo si, cualquier componente de © es algebraico sobre p <t,y >. Se dice ser
linealmente identificable si, y solo si,

6,
Ql< 5 ) =02 (43)

donde

+ Q;v0Q,sonmatricesr X ryr x 1
+ las entradas de Py Q pertenecen al rango p [%] (1,y)
4+ det(P) # 0.

Donde k[%] (1,y) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de

(1,y1,...,ym) i.e.Dy -1+ X", D;y;. Los coeficientes D; pertenecen a p[%]. Por

tanto, D; es un operador diferencial de la forma:

z ak]tk a’ (4.4)
Zl obl]tl dt] '

j=1

Con ay;, byjep.
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4.2 IDENTIFICACION ALGEBRAICA EN LINEA DE LA CANTIDAD Y POSICION
ANGULAR DE DESBALANCE PARA EL ROTOR ASIMETRICO CON SOPORTES, DE
MULTIPLES GDL

En este Capitulo se desarrolla el modelo matemdtico de identificacién en linea en un
rotor asimétrico para determinar la excentricidad y la posicidon angular de la masa de
desbalance, para esto se utiliza el método de identificacion algebraica. Para la
aplicacion del método, se requiere el modelo matematico del sistema representado por
la ecuacién (3.53).

4.2.1 DESARROLLO DE LOS IDENTIFICADORES

Se considera que el vector de desplazamientos del sistema {6} definido por (2.59) se
conoce, y esta disponible para utilizarse en el esquema de identificacién. Para un
sistema real, {8} seria la sefial que se obtiene a partir de sensores de desplazamiento,
localizados en cada uno de los nodos a lo largo de la discretizacién del rotor. En este
caso {6} se obtiene al solucionar el modelo matematico definido por la ecuacion (3.53),
mediante el método de integracion numérica de Newmark considerando una rampa de
aceleracion lineal para la velocidad del rotor.

Al considerar el modelo matématico descrito en la ecuacién (3.53), debe tenerse en
cuenta que las matrices globales de masa M; , amortiguamiento C; y rigidez K; del
rotor estan integradas a su vez por submatrices acompafiadas por los términos que
contienen al sen(2¢) y cos(2¢) de la posicidn angular del rotor en funcién del tiempo.
Es por ello, que antes del tratamiento matematico propio de la identificacion
algebraica, es necesario reescribir la ecuacion (3.53) de la siguiente forma:

[Mgp + Mgc cos(2¢p) + Mgs sen(2¢)16 + [¢(Cep + Coc cos(2¢p) + Cs sen(2¢h)) + Cy|6
+ [Kgp + Ko cos(2¢) + K sen(2¢) + Ky + ¢Ksr |8
= mye[p? sin(¢p + a) — P cos(¢p + a)]
+ mye[d sin(¢p + a) + $2 cos(p + )] (4.5)

Donde las matrices Mgp, Mge, Mgs, Cep, Cocr Ces, C, Kgp, Kgey Kgs, Ksr - fueron
definidas en el Capitulo IIl.
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Mutiplicando por t? e integrando el resultado dos veces con respecto al tiempo t, se
tiene:

(2)
f [Mgp + Mge cos(2) + Mgs sen(2¢)]t26

+ [¢(Cep + Coc cos(2¢) + Cis sen(2¢h)) + Cp| 26

+ [Kgp + Kge cos(2¢) + Kgs sen(2¢) + K + $Ksr]t28
(2)
= mye[p? sin(p + a) — ¢ cos(¢ + a)|t?

)
+ | mye[dsin(¢p + a) + $% cos(p + a)]t? (4.6)

Realizando las integrales del lado izquierdo de la ecuaciéon (4.6) hasta obtener
integrales Unicamente en funcién del vector de desplazamientos §(t) en los puntos
nodales, haciendo el resultado igual a b(t) se tiene:

b(t)
2)
= Mgy |t26(t) —4 | AtS(@)+2| 6
G[t O ft £8() + j (t)]

’ @)
+ Mg, [t26(t) cos(2¢) — 4f t8(t) cos(2¢) + 4f ¢ t25(t) sen(2¢) + 2 5(t) cos(2¢)
@ " @ o '
-8 f ¢t5(t) sen(2¢) — quf t25(t) sen(2¢) — 4 $2t28(t) sen(2¢)]
0 0 to .
t5(t)sen(2¢) — 4 | ¢ t26(t) cos(2¢) + 2 J &(t) sen(2¢)
to ¢

]

+ Mgg [tzd(t) sen(2¢)) — 4f
to
@ @ @
+8 f PtS(t) cos(2¢) + 2¢ t25(t) cos(2¢p) — 4 P2t25(t) sen(2¢)]
to to to
[t @, . (P
+ Cgp f Pt?6(t) —2 ots(t) — ¢f tzé'(t)]
- ’ @ @ @
+ Csc f ¢ t26(t) cos(2¢) — qbf t26(t) cos(2¢) — 2 ¢t5(t) cos(2¢) + 2 P?t26(t) sen(Zq’;)]

0 to to

[ () ) (2)
+ Cgs f ¢ t25(t) sen(2¢) — qu t25(t) sen(2¢) — 2 PtS(t) sen (2¢) — 2 P2t25(t) cos(Zq’))]

@ ) @) @)
+ Cp U t28(t) — 2[ t5(t)] + [Kgp + K + ¢>KST]f At?5(t) + chf t25(t) cos(2¢)
to to to to

)
+ KGSI t25(t) sen(2¢) (4.7)
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O bien, reagrupando las integrales por orden:

b(t) = (Mgpt?6(t) + Mgct26(t) cos(2¢) + Mgst25(t) sen(2¢))
+ f [—4Mgpts(6) + Mg (—4t8(6) sen(2¢) — 4¢t25(t) cos(2¢))
+ Mg (—4t8(t) cos(2¢) + 4dt28(t) sen(2¢h)) + Copdt?8(t)

+ Cecpt?8(t) cos(2¢) + Cospt?8(t) sen(2¢) + Cpt25(t)]

)
+ ft [2Mgp6(2)

0

+ Mgs(25(t) sen(2¢) + 8¢tS(t) cos(2¢) + 2dt28(t) cos(2¢)

— 4¢%t28(t) sen(2¢))

+ Mg (28(t) cos(2¢p) — 84t5(t) sen(2¢p) — 2¢t25(t) sen(2¢)

— 4$2t28(t) cos(2¢)) — Cep(2ht+dt?)S (L)

+ Cec(—Pt28(¢) cos(2) — 2t (t) cos(2¢) + 2¢2t25(t) sen(2¢))

+ Ces(—Pt28(t) sen(2¢) — 25 (t) sen(2¢p) — 2¢%t28(t) cos(2¢))
—2Cpt8(t) + (Kgp + Kp + PKsr)t25(8) + Kgct?8(t) cos(2¢)

+ Kgst25(t) sen(2¢)] (4.8)

Donde f(n)<p(t) son integrales iteradas de la forma fot foal S

T g (0,)doy, - doy,

con [ ¢(t) fotgo(o)da y m un entero positivo.

La ecuacidn (4.8) se puede simplificar de la siguiente manera:

b(t) = Mt?6(t) + f [—4Mt — 4¢t2(Mgs cos(2¢) — Mg sen(2¢)) + (Cp + ¢pCr)t2]5(8)

to

)
+ f [2M5(6) + (8t + 2dt2)(Mgs cos(2¢) — Mg sen(2¢))
t

0

— 4¢?t?*(Mgs sen(2¢) + Mgc cos(2¢)) + 2¢2t?(Coe sen(2¢) — Cgs cos(2¢))
—2(Cp + ¢pCr)t — C Pt?
+ (Kp + Kg + ¢pKsr)t2]6(t) (4.9)
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Sustituyendo las relaciones para C; y K; de la ecuaciones (3.53) en la ecuaciéon (4.9),
esta se puede escribir como:

b(t) = Mt25(t) + | [—4Mt — 4¢t?*(Mgs cos(2¢) — Mge sen(2¢)) + Ct?]8(t)

to

@
+ f [2M + (8¢t + 2¢t?)(Mgs cos(2¢p) — Mg sen(2¢))
t

0

— 4p2t%(Mgg sen(2¢) + Mg cos(2¢)) + 2¢2t%(Coe sen(2¢) — Cog cos(2¢))
—2Ct — C; Ppt? + K4t?]8(t) (4.10)

De forma andloga se procede a realizar las integrales para el lado derecho de la
ecuacion (4.6) haciendo el resultado igual a a(t).

El proceso de integracion se puede reducir al considerar las siguientes relaciones
matematicas:

—%[di cos(¢ + a)| = ¢?sin(¢ + a) — ¢ cos(¢ + a) (4.11)

%[q’) sin(¢ + a)| = ¢ sin(¢p + a) + $? cos(¢ + @) (4.12)

Ahora, sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacidon (4.6) antes de la
integracion se tiene:

()

()
a(t) = —muej t? % [ cos(¢p + a)]| + muej t? % [¢sin(¢p + )] (4.13)

O bien:
t g1 d X
a(t) = —muef (05 — to)?— [ cos(¢ + a)|do,doy
to Jto dO’Z
t (o d .
+ mye f (03 — to)>—[¢ sin(¢p + a)]|do,doy (4.14)
to Jto do,
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Al realizar la primera integracion a la ecuacion (4.14) se tiene:

t o1
a(t) = —muef l(al —to)?pcos(p+a)—2| (o, —ty) cos(¢p + a) dazl do,
to to
t
+ mue.f [(01 — ty)%¢ sin(¢ + a)
to
-2 1(]13(02 —to) sin(¢p + a) dazl doy (4.15)
to

Introduciendo las siguientes identidades trigonométricas en la ecuaciéon (4.15):

cos(¢p + @) = cos¢pcosa —singp sina (4.16)

sin(¢p + a) = sin¢ cosa + cos p sina (4.17)

Esta se puede escribir como:

t t
a(t) = —mye [cos a| (o —ty)?pcospda; —sina | (o, —ty)?Psinp doy
to tO

t g1
— 2cos aj ¢ (0, — t,) cos ¢ do,do,
t

o “to
t 01

+Zsinaf

to “to

d(0, —ty) sing dazdall

t t
(o, — tg)?¢psingdo, +sina | (o, — ty)%¢ cos p doy
to tO

t 041
— 2cos af ¢ (o, — ty) singp do,doy
to Jt

+mye lcos a

0
t 01 X
-2 sinaf f ¢ (o, — ty) cos ¢ dazdall (4.18)
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Finalmente, agrupando los términos de cos a y sin «, se obtiene:

(2)
a(t) =mye {—cos a I (At)%¢ cos p — 2 f @ (At) cos qbl
to t

) N :
+ sina[ (At)*¢psing — Zf ¢ (At) Sin(ﬁl}
to to

@
¢ (At) sin qbl

+mye {cos a

(At)?¢p sinp — Zf
to t
©)

0

+ sina U (A)*pcosp —2 | PH(AL) cos (;bl} (4.19)

to

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar mediante un sistemas de ecuaciones
lineales de la forma:

A(t)® = B(t) (4.20)

) T
donde, 6 = [mue,7 = mye cosa, mye; = mye sin a] y denota el vector a ser

identificado.

A(t) esta dado por:

_ [Fa1(®)  a2(0)
10= 0 ano (421)
Donde:
. @
a1 (t) = (At)’¢pcos¢p — 2 ¢ (At) cos ¢
to to
. @
a,(t) = | (At)?¢psing — 2 ¢ (At) sin ¢
B(t) esta dado por:
_ [b1(®)
B® = |, (4.22)
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Donde by (t) y b,(t) tienen la forma de la ecuacidn (4.10) y estdn en funcién del vector
de respuesta de vibracidn §(t), el cual contiene los desplazamientos para los diferentes
puntos nodales en las direcciones Xy Z respectivamente.

De la ecuacidon (4.20), se puede concluir que el vector © es identificable
algebraicamente si, y solo si, la trayectoria del sistema dinamico es persistente en el
sentido establecido por Fliess y Sira-Ramirez [28]; es decir, las trayectorias del
comportamiento dindmico del sistema satisface la condicién det[A(t) # 0]. En
general, esta condicién se mantiene al menos en un intervalo pequefio (t,ty + €],
donde ¢ es un valor positivo y suficientemente pequefio.

De la solucién de la ecuacion (4.20) se obtiene el identificador algebraico para los
parametros de magnitud de la masa de desbalance y su posiciéon angular de un rotor
asimétrico, por tanto se tiene que:

moe. = bya;; — byasq
w a;1® + a;?

bia;; + byagy

m e =—
= a;;? + a;5?

PVt € (to, to + €] (4.23)

mye = \/muenz + mye;?

mye
a = cos~ ! (—")
mye J

Como se puede observar en (4.23), la identificacion algebraica de los pardmetros de la
cantidad y su posicion angular del desbalance del sistema rotodindmico es
independiente de las condiciones iniciales, ademas, solo depende del vector de
desplazamientos del sistema en las direcciones X y Z para cada instante del tiempo, asi
como del tipo de rampa de excitacion.
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4.2.2 RESULTADOS DE LA IDENTIFICACION ALGEBRAICA DE LA CANTIDAD Y POSICION
ANGULAR DE DESBALANCE

Para la simulacidn de la identificacién algebraica de la cantidad y la posicién angular de
desbalance en un rotor asimétrico, se consideré la configuracion del modelo
correspondiente a la figura 3.2, donde las propiedades mecdnicas y geométricas del
rotor se muestran en las tablas 3.2-3.4. Para este caso se considerd un desbalance
mye = 1x10° Kg.m en una posicién angular a = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z,
colocado en el nodo 3. Para la simulacidn se considerd la respuesta del rotor obtenida
con una rampa de excitacién lineal con aceleracién angular ¢ = 1 rad/s?. En las figuras
3.6 y 3.7, se muestra la componente real e imaginaria de la respuesta en el tiempo en
direccién Z.

En las figuras 4.1 a) y 4.2 a) se muestra el comportamiento en el tiempo de los
identificadores de la cantidad de desbalance y su posicién angular respectivamente.
Por otra parte, en las figuras 4.1 b) y 4.2 b) se muestra la rapidez con que convergen los
identificadores en los primeros instantes de tiempo.

En las figuras 4.1 y 4.2, las lineas punteadas corresponden a los valores originales del
desbalance y su posicion angular respectivamente, mientras que las lineas continuas
representan los valores de la estimacion algebraica.

X 107 x10°
18} 1
16 1 Hr
14t 1%
= S 105}
= 77 1<
< E
1;; 1 'Z: B
08l .
06k 7 0.95
04f 1
02k - 0.9}

! . . \ \ \ \ . \ \ \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018
tiempo (s) tiempo (s)

a) b)
Figura 4.1. a) ldentificacion de la cantidad del desbalance (m,e), q,’) =1 Tad/SZ.
b) Zoom de la figura de la figura 4.1. a).
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Identificacidn de la posicidn angular

0792
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05 E
0.788

= =
E £ o7
0.7841
05 i
0.7821
At 1
0.781
A5 ‘ ‘ . . . . s . LI g ‘ ‘ s s . . . ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 002 004 006 008 01 012 014 016
tiempo (s) tiempo (s)

a) b)
Figura 4.2. Identificacidn de la posicién angular del desbalance («), (]5 =1 rad/sz. b) Zoom de la
figura de la figura 4.2. a).

Como se observa de las figuras, el método de identificacion algebraica en linea,
identifica los parametros desconocidos en una fracciéon de segundo y se mantiene
estable en los valores determinados para todo el dominio de tiempo.

En las figuras 4.3 a) y 4.3 b), se muestra la componente real e imaginaria de la respuesta
en el tiempo en direccion Z para el nodo 1.

Amplitud {m)
Armplitud (m)

0 200 1000 1500 2000 2500 3000 3800 2000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tiempo (s) Tiempo (s)

a) b)
Figura 4.3 a) Componente real de la respuesta vibratoria en la direccion Z, qb =1 Tad/s2

b) Componente real de la respuesta vibratoria en la direccién Z, ¢ = 1rad/s?, nodo 1
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Por otra parte, en las figuras 4.4 y 4.5, se muestran los resultados para el
comportamiento en funcién del tiempo del identificador del desbalance y su posicion
angular, para un el nodo 1 donde no existe desbalance en el rotor.

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
tiempo (s)

% PR 6 8 10 12 4 16 15 20
tiempo (s)
b)
Figura 4.4. a) ldentificacidn de la cantidad del desbalance (m,e) para el nodo 1, ¢ =1 rad/sz.
b) Zoom de la figura de la figura 4.4. a).
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|dentificacion de la posicién angular

a,e(rad)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
tiempo (s)

a)

|dentificacign de la posicidn angular

oy {rad)

tiempo (s)

b)
Figura 4.5. Identificacién de la posicion angular del desbalance (&) para el nodo 1, gb =1 rad/sz.
b) Zoom de la figura de la figura 4.5. a).

En la figura 4.4 a) se aprecia como el identificador del desbalance tiende de forma
inmediata a un valor de cero y en la figura 4.4 b) se observa como mantiene esta
tendencia a lo largo de todo el dominio de tiempo, esto a causa de que en el nodo 1 no
existe masa que cause desequilibrio al sistema.
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Asimismo, en la figura 4.5 a) y b) se observa que el identificador correspondiente a la
posicidn angular no converge en un valor fijo, esto también a causa de que en el nodo
analizado no existe masa que cause desbalance en el sistema. Cabe mencionar que este
comportamiento se presenta en todos los nodos del rotor donde no existe masa de
desbalance.

El método de identificacidn tiene la capacidad de detectar pardmetros de desbalance,
en cualquier nodo dentro de la discretizacion del sistema. Ademas, esta cualidad del
método permite encontrar la posicidon de la(s) masa(s) de desbalance a lo largo del
rotor y de esta manera poder encontrar el equilibrio dindmico del sistema (ver
apéndice A).

4.3 IDENTIFICADOR ALGEBRAICO VS RAMPA DE EXCITACION

Un problema asociado a la aplicacion de los métodos convencionales de balanceo
(balanceo modal, coeficientes de influencia), es que éstos requieren de la respuesta de
vibracidon en estado estable para diferentes valores de frecuencia de la excitacidn,
ademas de la necesidad de llevar al sistema rotatorio hasta su velocidad nominal de
operacién. Sin embargo, en la practica la frecuencia de excitacidon varia de manera
continua, lo que impide al sistema alcanzar una vibracion completamente estable,
limitando la utilidad de los datos de la respuesta de vibracidon del rotor, por la carencia
de métodos de andlisis en los que se considere la velocidad de las rampas de excitacion.

De acuerdo con lo anterior, se analizd el comportamiento del identificador del
desbalance y su posicién angular en funcidn del tiempo para diferentes rampas de
excitacion de tipo lineal para los casos donde ¢ = 10 rad/s?, ¢ = 100 rad/s?> y ¢ =
200 rad/s?. Para el andlisis se consideré el modelo del rotor de la figura 3.2, con una
masa de desbalance de m,e = 1E5 kg.m, colocada en el disco 1, en una posicion
angular @ = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z.

Para cada uno de los casos, se muestra la sefial en el tiempo de las componentes real e
imaginaria de la respuesta del rotor en la direccién Z (color rojo), en estas figuras se
aprecia una grafica adicional que corresponde a la sefal de vibracidn filtrada (color
azul), es decir, el desplazamiento del rotor cada vez que éste completa una revolucion.
También se muestra el diagrama polar de respuesta del sistema (linea azul)
correspondiente a cada caso, comparado con el diagrama polar obtenido de la solucion
en estado estable (linea negra).
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Asimismo, para cada caso se presenta el comportamiento en el tiempo de los
identificadores para el desbalance y su posicién angular; aqui, la linea discontinua
corresponde al valor del parametro de referencia, mientras que la linea continua (color
azul) corresponde al valor obtenido de la identificacién algebraica. En cada gréfica se
muestra Unicamente hasta 0.1 segundos del dominio de tiempo, ya que esto tarda el
identificador en converger al parametro buscado.

CASOIl. ¢ = 10rad/s?.

En las figuras 4.6 y 4.7, se muestra la respuesta de vibracion del sistema rotodinamico
para una rampa de excitacién de tipo lineal con ¢ = 10 rad/s?. En la figura 4.7 se
puede apreciar que al aumentar 10 veces la rapidez de la rampa de excitacion con
respecto al caso donde ¢ = 1rad/s? (seccién 4.2.2), la respuesta de vibracién del
rotor se distorsiona, lo que limita la utilidad de los datos de la respuesta de vibracion
para el proceso de balanceo.

%10 Desplazamiento en Z %10 Desplazamiento en X

Amplitud (m)
Amplitud (rm)

-25

L I I I L I I 25 I I 1 I 1 I L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Velocidad (rpm) Velocidad (rpm)

a) b)
Figura 4.6. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la direccién Z, (l) =10 T'ad/s2

b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la direccion Z, ¢ =10 rad/s2
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270

Figura 4.7 Diagrama polar de respuesta al desbalance en la direccién Z, « = 45, qb =10 rad/sz.

Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y
su posicién angular que toman como dato de entrada la sefial de las figuras 4.6 a) y b),
se muestran en la figura 4.8 a) y b) respectivamente. Se puede apreciar que
independientemente de que la rampa de excitacion sea mads rapida y la sefal de la
respuesta se encuentre distorsionada, los identificadores convergen rapidamente al
valor absoluto buscado y se mantienen constantes en el tiempo.

%107 Identificacidn de la excentricidad Identificacion de la posicién angular
2 T T T T T T T T T 15F T T T T T T T T T m
18F 4
16F . T ]
14F E
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05f 4
06F 4
04r 1 AL 4
02F 4
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
tiempo (s) tiempo (s)
a) b)

Figura 4.8. a) Identificacidn de la cantidad del desbalance (m,,e) para el nodo 3, ¢ = 10 rad/s?

b) Identificacidn de la posicidn angular del desbalance (a) para el nodo 3, ¢ = 10 rad/s?
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CASOIl. ¢ =100 rad/s>.

En las figuras 4.9 y 4.10, se presenta la respuesta de vibracién del mismo sistema
rotodindmico para el caso cuando ¢ = 100 rad/s?. En las figuras 4.9 a), 4.9 b) y 4.10 se
puede apreciar que al incrementar 10 veces la rapidez de la rampa de excitacidon con
respecto al caso anterior, 6 100 veces para cuando ¢ = 1 rad/s? (seccién 4.2.2),
respuesta de vibracidon del rotor presenta un grado de distorsion mayor, lo que
complica ain mas la interpretacion de la sefial y su analisis.

x 10 Desplazamiento en Z w10® Desplazam\em.o en X

2 T T T T T 2 T

L
=
T

05+ 05+

in

_- ...mmTW”mH”'M |M

Amplitud (m)
=

~ .,.,mrmﬂll]l”m M U
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05- 05)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 = T 00 & AT ZM0 50 WD 60

Velocidad (rpm) Velocidad (rpm)

a) b)
Figura 4.9. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la direccién Z, <,‘b =100 rad/s*
b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la direccion Z, ¢ = 100 rad /s>

270

Figura 4.10 Diagrama polar de respuesta al desbalance en la direccién Z, @ = 45, ¢ = 100 rad/s>.
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Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y
su posicién angular, que toman como dato de entrada la sefial de las figura 4.9 a) y 4.9
b), se muestran en la figura 4.11 a) y 4.11 b) respectivamente. Se puede apreciar que,
independientemente de que la rampa de excitacién sea mas rapida, y nuevamente la
sefial de la respuesta se encuentre distorsionada, los identificadores nuevamente
convergen rapidamente al valor absoluto buscado y se mantienen constantes en el

tiempo.
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Figura 4.11. a) Identificacidn de la cantidad del desbalance (m,,e) para el nodo 3, ¢ = 100 rad/s?
b) Identificacion de la posicién angular del desbalance (a) para el nodo 3, ¢ =100 rad/s*

CASO . ¢ =200rad/s?.

En las figuras 4.12 y 4.13, se presenta la respuesta de vibracidon del sistema
rotodindmico, para ¢ = 200 rad/s>.

En las figuras 4.12 a), 4.12 b) y 4.13 se puede apreciar que, al incrementar 20 veces la
rapidez de la rampa de la rampa de excitacién con respecto al caso donde ¢ =
10 rad/s? , 6 200 veces para cuando ¢ = 1rad/s? (seccién 4.2.2), la respuesta de
vibracion del rotor presenta un grado de distorsion mucho mayor con respecto a todos
los casos estudiados, lo que definitivamente hace practicamente imposible el andlisis
de la sefial de vibracién en la aplicacion de los procesos de balanceo.
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w107 Desplazamiento en Z x10° Desplazamiento en X
2 T T T T T T 2 T T T T T T
15 g 15 1
1 g 1r 1
05F B . 05 i
£ £
Z o { 2 o 1
5 a
£ =
< st 4 % oos 1
1 B -r 1
15 . 15 .
2 . . . . . . . 2 . . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad (rpm) Velocidad (rpm)
a) b)

Figura 4.12. a) Componente real de la respuesta vibratoria en la direccién Z, qb =200 rad/s*
b) Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la direccion Z, qb =200 rad/s*

270

Figura 4.13. Diagrama polar de respuesta al desbalance en la direccién Z, @ = 45, ¢ = 200 rad/s>.

Por otra parte, el comportamiento en el tiempo de los identificadores del desbalance y
su posiciéon angular, que toman como dato de entrada la sefial de las figuras 4.12 a) y
4.12 b), se muestran en la figura 4.14 a) y 4.14 b) respectivamente. Se puede apreciar
que, independientemente de que la rampa de excitacion sea mas rapida, y que la sefial
de la respuesta se encuentre completamente distorsionada, los identificadores una vez
mas convergen rapidamente al valor buscado y se mantienen constantes en el tiempo.
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a) b)
Figura 4.14. a) Identificacion de la cantidad del desbalance (m,e) para el nodo 3, ¢ = 200 rad/s?

b) Identificacion de la posicién angular del desbalance («) para el nodo 3, qb =200 rad/s*

Ndtese que el identificador de parametros en linea no se ve afectado por la velocidad
de la rampa de excitacidn, ya que este estd en funcién del vector de desplazamientos
del sistema para cada instante de tiempo.
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CAPITULO V

IDENTIFICACION ALGEBRAICA EN LINEA PARA LA
ESTIMACION DE PARAMETROS DE UN ROTOR ASIMETRICO DE
2 GDL

5.1 MODELO MATEMATICO DE UN ROTOR ASIMETRICO DE 2 GDL

En el Capitulo Il, se definié el modelo matematico reportado en la literatura [10] para
un rotor asimétrico, ecuacién (2.52), donde se considera Unicamente los efectos de los
cambios de rigidez a causa de la asimetria del rotor, en este modelo no esta presente la
influencia que tiene el sistema a causa de la asimetria en las matrices de masa y efectos
giroscopicos en la respuesta vibratoria.

En el Capitulo Il se desarrollo el modelo matematico para un rotor asimétrico para
multiples grados de libertad donde se incluyeron los efectos de la asimetria del rotor en
las matrices de masa, efectos giroscépico y de rigidez, sin embargo no fue posible
demostrar la influencia que tiene en la respuesta del rotor al considerar los efectos de
forma independiente para cada una de las matrices del sistema rotatorio (seccién
3.7.3).

De acuerdo con lo anterior, para observar los efectos mencionados, se redujeron las
matrices elementales con dimensiones de 8X8 pertenecientes a un sistema de
multiples grados de libertad ecuacién (3.53), a matrices de dimensiones de 2X2. Por lo
que el modelo de multiples grados de libertad de la ecuacion (3.53) se puede
simplificar a un sistema de dos grados de libertad 2 GDL de la forma siguiente:

[ G eosen 57 ] Ghesencoly, W16

+d0 Ocl] Jrocosco|, TG +osencn|d L]0+G o6
[ + cos(2¢) [ K ] + sen(2¢) [ 0 KZ] [ 0 Z] z
R e e e -
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Donde:
M, +M M, — M
| = x2 Z, M2: xz Z
c,+C c,—C
C1: .X'2 Z, C2: x2 Z
K, +K, K,—K,
1= K==

Los subindices "x" y "z" que acompafian a la masa (M, M,), rigidez (K,, K,) y efectos
giroscépicos (Cy, C,) del rotor, asi como rigidez (k,,k,) y amortiguamiento viscoso
(cx, c;) de los soportes corresponden a las direcciones respecto a los ejes x, z del
sistema rotatorio de la figura 3.1 respectivamente.

5.2 METODOS DE SOLUCION AL MODELO MATEMATICO

5.2.1 SOLUCION EN ESTADO ESTABLE PARA UN ROTOR ASIMETRICO

De manera similar que el sistema de multiples grados de libertad, aplicando Ia
metodologia de solucidon en estado estable a la ecuacién (5.1) sin olvidar las
condiciones propias del método, es decir ¢ = cte,, ¢ =0, donde ¢ = 2mn con
n = 1,2,3,.., N vueltas, se tiene el siguiente arreglo matricial:

[Kp] + [Ka] + [K] = $*([My] + [MaD) ¢(¢([Cp]+[0a])+0) “{ul} {Fl}
—¢(¢([ Cp] = [C4l) +C) [K,] = [Kq] + [K] = ¢*([M,] — Mg Lz}l — LF23
(5.2)
Donde:
-M, 0
[ p]_ Ml] [Md]: 0 MZ]
K, 0 —K,
l=[o o wi=[o" o} w=[5 ]

0 —C 0 G, ¢ 0
[Cp] = [Cl 01 ’ [Cd] = CZ ol [C] = 6C Cz]
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wi=f) w =]

ulz
. cCos . —Sena
(F} =med? [ 0], (R} =myed? [ o0 1]

Los resultados obtenidos mediante la solucion en estado estable, ecuacion (5.2), se
compararan con los resultados obtenidos mediante el método numérico (Newmark).

Es importante hacer notar que con el modelo matematico de dos grados de libertad
que se presenta en la ecuacién (5.1) es posible observar de manera independiente lo
efectos de cada una de las matrices del sistema en la respuesta del rotor, ya que que
un rotor asimétrico tipo Jeffcott de 2 GDL, tanto la masa como la rigidez y efectos
giroscopicos se consideran puntuales e independientes una de otra, mientras que en el
sistema de multiples grados de libertad cada variable es dependiente una de la otra.

5.2.2 METODO NUMERICO DE NEWMARK

Se consideran para la solucién del modelo de la ecuacién (5.1) las matrices de rigidez
[Kp], [Kq] , masa [M,],[M,] y efectos giroscépicos [C, ], [C4] asi como [k] y [c] rigidez y
amortiguamiento de los soportes respectivamente. Para la solucion se seleccioné una
rampa de excitacién con ¢ = 0.0001 rad/s? y un incremento de tiempo dt = 0.001.
De acuerdo con la aceleracién que se consideré (rampa de excitacién), la respuesta del
rotor se puede suponer que es similar a la de un sistema en estado estable, por tanto es
posible comparar la soluciéon obtenida con el método numérico de Newmark con la
obtenida en la seccién 5.2.1 (solucién en estado estable).

5.3 SIMULACION: “VALIDACION DEL METODO DE NEWMARK?”

La validacion del método numérico de Newmark se realizé a través de la comparacion
de los resultados obtenidos con aquellos arrojados al aplicar el método de solucidn en
estado estable en la solucién de la ecuacién (5.1). Los valores usados para la
simulacion son: K, =11N/m, K, =1N/m, M, = 1kg, M, =1.01kg, C, =0.17 N/m/s,
C, =015N/m/s, k, =001 N/m, k, =0.01 N/m, ¢, =0.1N/m/s, c, =0.1 N/m/s
aplicando una masa de desbalance de m,e = 1 kg.m colocada en una posicion angular
a = 450 con respecto al eje Z.
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En las figuras 5.1 y 5.2 se muestra la respuesta de vibraciéon (desplazamiento) del
sistema vibratorio, de la componente real e imaginaria para la respuesta en direcciéon Z
obtenidas por el método de Newmark. De ambas figuras, se observan dos sefiales en
cada figura, la sefial en color rojo representa la respuesta de vibracién en cualquier
instante de tiempo discreto en las direcciones Z y X respectivamente, mientras que la
sefial en color azul, representa la respuesta de vibracién en el instante en que el rotor
completa una revolucidn (sefal filtrada).
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Figura 5.1. Componente real de la respuesta vibratoria en la direccién Z, ¢ = 0.0001 rad /s?
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Figura 5.2. Componente imaginaria de la respuesta vibratoria en la direccién Z, ¢ = 0.0001 rad/s?
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Asimismo en la figura 5.3 se muestra el diagrama de Bode resultante de la respuesta de
vibracion del sistema en la direccidn Z. Este se obtiene de elevar al cuadrado la
amplitud de las sefales filtradas (sefales color azul) de las figuras 5.1 y 5.2
respectivamente, posteriormente se suman y se saca la raiz cuadrada.

En esta misma figura, se compara el diagrama de Bode obtenido por el método de
Newmark (color azul) con el diagrama de Bode obtenido con la solucién en estado
estable (color negro). De la figura se puede observar que ambos métodos arrojan
soluciones muy similares tanto en amplitud como en frecuencia.

10 T T

Newmark
Estado Estable

Amplitud (m)

0 L L
0 0.5 1 1.5
Velocidad de giro ("PM)

Figura 5.3. Desplazamiento resultante de la respuesta vibratoria en la direccion Z, q_’) =
0.0001 rad/s?

En la figura 5.4 se compara el diagrama polar de respuesta obtenido por el método de
Newmark (color azul) con el diagrama polar de respuesta obtenido con la solucién en
estado estable (color negro). De la figura se puede observar que ambos métodos
arrojan soluciones muy similares tanto en amplitud de respuesta como fase.

De lo anterior, se puede concluir que el programa desarrollado cuya soluciéon emplea el
método de Newmark ofrece resultados confiables.
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Newmark
Estado Estable

Figura 5.4. Diagrama polar de respuesta al desbalance en la direccién Z, « = 45°, qb =
0.0001 rad/s?.

5.4 EFECTOS DE LA ASIMETRIA DEL ROTOR EN LOS DIAGRAMAS POLARES DE
RESPUESTA

En las figuras 5.5 a 5.7 se muestra la influencia de la asimetria de la flecha en la
respuesta de vibracién del rotor (diagramas polares de respuesta) considerando los
efectos en las matrices de rigidez, masa y efectos giroscdpicos. Para lo anterior, se
considera en el sistema una cantidad de desbalance de m,e = 1 kg.m colocada en una
posicién angular de @ = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z

Cabe recordar que la respuesta de vibracidon en rotor asimétrico a causa de una masa
excéntrica (masa de desbalance) depende principalmente del factor de asimetria y del
factor de amortiguamiento por lo que se debe cumplir que el factor de
amortiguamiento siempre tiene que ser mayor que el factor de asimetria, ecuacion
(2.99), para evitar inestabilidad en la respuesta en la zona de resonancia. Lo anterior
se cumple en las graficas de las figuras 5.5 a 5.7.

En las figuras se muestra la variacidon de cada uno de los parametros del rotor con el
objetivo de observar la influencia de la asimetria de forma independiente en la
respuesta del rotor, por lo que el resto de los pardmetros se consideran igual a la
unidad.
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En la figura 5.5 se muestran los efectos de manera independiente que tienen las
matrices de rigidez que se ven afectadas por la asimetria del rotor, es decir, las matrices
de rigidez acompafiadas por las funciones de sen(2¢) y cos(2¢) en la ecuacién (5.1).
En la figura se puede observar que cuando el rotor tiene la misma rigidez en los ejes
principales K, = K,, el diagrama polar de respuesta del rotor presenta una geometria
circular (respuesta de un rotor simétrico), por otra parte, conforme se aumenta la
asimetria del rotor, es decir se aumenta la rigidez K, con respecto a K, el diagrama
polar de respuesta presenta una geometria eliptica y la amplitud de la vibracién se
incrementa, provocando que la elipse generada por la respuesta sea mas pronunciada.

Puolar x

Datos:

KX = 115, KZ = 1;
0
K,=12, K, =1,

Figura 5.5. Respuesta de vibracién a causa
de un desbalance en 45° considerando

Unicamente cambios de rigidez.

En la figura 5.6 se muestran los efectos de manera independiente que tienen las
matrices de masa que se ven afectadas por la asimetria del rotor, matrices de masa
acompanadas por las funciones de sen(2¢) y cos(2¢) en la ecuacién (5.1). En la figura
se puede observar que cuando el rotor tiene la misma rigidez en los ejes principales
M, = M,, el diagrama polar de respuesta del rotor presenta una geometria circular
(respuesta de un rotor simétrico), por otra parte, conforme se aumenta la asimetria del
rotor, es decir se aumenta la masa M, con respecto a M, el diagrama polar de
respuesta presenta una geometria eliptica y la amplitud de de la vibracion se
incrementa, provocando que la elipse generada por la respuesta sea mas pronunciada.
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Tomando como referencia la grafica 5.5, el comportamiento de los diagramas polares
de respuesta de la figura 5.6 es diferente, ya que los cambios en las amplitudes de la
vibracién en 5.6 son mayores.

Polar %

Datos:
M, =1, M,=1
M, =1, M,=11
0 M, =1, M, =1.15
M, =1, M, =1.18

Figura 5.6. Respuesta de vibracion a
causa de un desbalance en 45°,
considerando Unicamente cambios de

masa.

Por otra parte, en la figura 5.7 se muestran los efectos de manera independiente que
tienen las matrices de efectos giroscépicos que se ven afectadas por la asimetria del
rotor, matrices de efectos giroscépicos acompanadas por las funciones de sen(2¢) y
cos(2¢) en la ecuacion (5.1). En la figura se puede observar que cuando el rotor tiene
los mismos efectos giroscépicos en los ejes principales C, = C,, el diagrama polar de
respuesta del rotor presenta una geometria circular (respuesta de un rotor simétrico),
por otra parte, conforme se aumenta la asimetria del rotor, es decir se aumenta Cy con
respecto a C, el diagrama polar de respuesta presenta una geometria eliptica y la
amplitud de la vibracién se incrementa, provocando que la elipse generada por la
respuesta sea mds pronunciada. Tomando como referencia la grafica 5.5, el
comportamiento de los diagramas polares de respuesta de la figura 5.7 son muy
similares.
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Datos:
C, = 0.15, C, =0.15
C,=0.2, Cc, =0.15

€, =025  C,=0.15

180
€, =03  C,=0.15

Figura 5.7. Respuesta de vibracién a
causa de un desbalance en 45°,
considerando Unicamente cambios en
los efectos giroscépicos.

Finalmente, en la figura 5.8 se muestra la evolucion del diagrama polar de respuesta de
un rotor asimétrico partiendo de considerar Unicamente los efectos de las matrices de
rigidez del sistema rotodinamico, hasta presentar un diagrama polar de respuesta con
todos los efectos integrados, es decir, con la influencia de los efectos de rigidez, mas
los efectos giroscdpicos (EG), mas los efectos de masa. En la figura se puede observar
la diferencia entre un diagrama polar de respuesta con cambios Unicamente de rigidez
con un diagrama polar de respuesta incluyendo todos los efectos.

Es importante mencionar que en un sistema real de multiples GDL, dependiendo de las
caracteristicas que presenten los elementos que lo conforman, como son: discos,
soportes, flecha con secciones simétricas y asimétricas, seran mas o menos notorios los
cambios en los diagramas polares de respuesta a causa de las matrices de rigidez, de
masa y efectos giroscdpicos, puesto que la asimetria pudiera solo presentarse en una
seccion de la flecha, como es el caso del sistema presentado en el Capitulo Ill (ver
figura 3.2).
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——— Rigidez

— Rigidez + EG
Rigidez +Masa
Rigidez + Masa + EG

Figura 5.8.Respuesta de vibracién a causa
de un desbalance en 45° considerando
cambios en la masa, rigidez y efectos
giroscépicos (EG).
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5.5 IDENTIFICACION ALGEBRAICA EN LINEA DE LA CANTIDAD Y ANGULO DE
DESBALANCE PARA UN ROTOR ASIMETRICO CON 2 GDL

A continuacidn se aplicard la metodologia de identificacion algebraica al modelo de 2
GDL para un rotor asimétrico con soportes, ecuacién (5.1). El objetivo es la
identificacion de los pardmetros del desbalance y su posicidn angular en un rotor
asimétrico con la influencia de los efectos de asimetria en las matrices de masa, efectos
giroscopicos y rigidez.

5.5.1 DESARROLLO DE LOS ESTIMADORES (MODELOS DE IDENTIFICACION EN LiNEA)

Se considera que el vector de desplazamientos del sistema § = {x, z}" se conoce, y est3
disponible para utilizarse como datos de entrada para el modelo de identificacion.
Debe observarse que el modelo matematico definido por la ecuacién (5.1) tiene la
forma de la ecuacién (4.5) que corresponde a un sistema de mudltiples grados de
libertad en donde, las matrices globales se han reemplazado por matrices de
dimensiones de 2x2, y el vector de desplazamientos nodales § Unicamente cuenta con
los desplazamientos lineales para las direcciones X y Z conforme el sistema coordenado
de la figura (3.1). Por lo tanto, el proceso de obtencién de los identificadores para 2
GDL es el mismo al que se desarrolld para el sistema de multiples GDL (ver Capitulo V).

La identificacidon de los parametros correspondientes, se realiza tomando como datos
de entrada en el modelo del identificador las respuestas del rotor para las direcciones
X'y Z respectivamente, de las figuras 5.1 y 5.2. Para lo anterior, se considera en el
sistema una cantidad de desbalance de m,e =1kg.m colocada en una posicion
angular de a = 45° (0.785 rad) respecto al eje Z. Asimismo, se utilizé una rampa de
excitacion lineal con una aceleracién de ¢ = 0.1 rad/s? y un incremento de tiempo
dt =0.01s.

En las Figuras 5.9 a) y 5.10 a) se muestra el comportamiento de los identificadores en
funcién del tiempo, donde la linea punteada corresponden a los valores del desbalance
y posicion angular reales asignados, mientras que la linea continua representan los
valores obtenidos de la estimacidn algebraica. De estas figuras se puede observar que
la identificacién tanto de la cantidad del desbalance como de su posicién angular se
tiene que el tiempo de muestreo de la sefial es menor a 0.1 segundos y una vez
identificado el pardmetro, éste se mantiene constante a lo largo del tiempo hasta
alcanzar la velocidad nominal de operacion del rotor en un tiempo de 15 segundos.
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Para un mejor andlisis del comportamiento del identificador, en las figuras 5.9 b) y 5.10
b) también se muestran los resultados para un tiempo de 0.1 segundos, ya que es
importante observar el tiempo que requiere el identificador en linea para converger al
valor estimado.

Identificacidn de la excentricidad

1.8+ 1

16} 1

12+ .

kg.
mud.( g.m)

04F g

0.2 E

=]

tiempo (s)

a)
Identificacidn de la excentricidad
2 T T T T T T L] Ll

18} .

141 b

12} .

m,d (kg.m)

0.6 .

04r .

n Il i Il i Il i i i i
0 o001 002 003 004 005 006 007 008 009 01

tiempa ()
b)
Figura 5.9. a) Identificacidn de la cantidad del desbalance (m,e).
b) Zoom de la figura 5.9. a)
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Identificacion de la posicién angular
T

15F ' E
1 L .
05r B
=
£ ot .
4
Q051 4
At 4
A5} | | 4
0 5 10 15
tiempo (s)
a)
Identificacidn de la posicidn angular
15F T T T T T T T T T .
1 L 4
0.5 1
=
£ Of .
=i
05+ 4
At 4
151 L 1 1 L L L L L L 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 003 01
tiempo (s)
b)

Figura 5.10. Identificacidn de la posicién angular del desbalance (a).
b) Zoom de la figura 5.10. a)

De las figuras 5.9 y 5.10 se puede observar que la importancia de la asimetria en las
matrices de masa, efectos giroscdpicos y rigidez en la respuesta del rotor no afecta el
comportamiento del identificador, por tanto se espera que para un sistema de
multiples grados de libertad donde la influencia de los efectos de la asimetria en las
matrices y por consecuencia en la respuesta del rotor sean importantes, la
identificacion de los parametros para el balanceo se realice de manera satisfactoria.
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5.6 IDENTIFICACION ALGEBRAICA EN LINEA DE LA MASA, RIGIDEZ, EFECTOS
GIROSCOPICOS Y ASIMETRIA DE UN ROTOR ASIMETRICO CON 2GDL

El principal objetivo de esta seccién es demostrar que con la metodologia para la
identificacion de parametros en linea es posible realizar el tratamiento matematico
correspondiente al modelo matematico del rotor para identificar diferentes
parametros del sistema.

Para este caso en particular se muestra la metodologia para la identificacion de la masa,
rigidez y efectos giroscépicos del sistema rotatorio para un rotor asimétrico. Por
tratarse de un sistema de 2 GDL, el arreglo matricial definido por la ecuacién (5.1),
origina 2 ecuaciones de movimiento para las direcciones Xy Z, las cuales se escriben
como:

M, % + M,(jsen(2¢p) — ¥ cos(2¢)) — PC,y + ¢C, (% sen(2¢) + y cos(2¢)) + c, %
+ kix + ky(ysen(2¢p) — x cos(2¢)) + k,x
= mye[p? sin(¢ + a) — P cos(¢p + a)] (5.3)
M, 7 + M,(Zcos(2¢) + i sen(2¢)) + ¢Ci% + $C,(x cos(2¢) — zsen(2¢)) + ¢,z + kyz

+ k,(zcos(2¢) + xsen(2¢)) + k,z
= mye[d sin(p + @) + $? cos(¢p + )] (5.4)

Multiplicando (5.3) y (5.4), por t? e integrando el resultado dos veces con respecto al
tiempo t, se tiene:

)
f [M,% + M, (Zsen(2¢) — % cos(2¢)) — $C12 + ¢C,(x sen(2¢)) + z cos(2¢)) + c %

+ kyx + ky(zsen(2¢) — x cos(2¢)) + kx|t?
)
= muef [¢2 sin(¢p + a) — ¢ cos(¢ + a)]t? (5.5)
2
f [M,Z + My (Zcos(2¢)) + & sen(2¢)) + ¢Cy% + ¢pC, (% cos(2¢) — zZsen(2¢)) + ¢,z
+ kiz+ k,(zcos(2¢) + xsen(2¢)) + kzz]t2

2
= mueJ [mue[q'b' sin(¢ + ) + ¢? cos(¢ + a)]] t2 (5.6)
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donde:

f(z)q)(t) son integrales iteradas de la forma fotfool---foan_lcp(an)dan---dal, con

[o() = f0t<p(0)da y 7 un entero positivo.
Al realizar las integrales por partes de las ecuaciones (5.5) y (5.6), hasta reducir los

términos de velocidades & y aceleraciones & nodales a desplazamientos & en las
direcciones x, y se obtienen las siguientes expresiones:

@)
M, [tzx(t) —4[ tx(t) + zf x(t)

+ M, [—tzx(t) cos(2¢) + 4f tx(t) cos(2¢) — 4f ¢ t2x(t) sen(2¢) — 2

@ @ @
+8 f dtx(t) sen(2¢) + quf t2x(t) sen(2¢) + 4 ¢2t2x(t) cos(2¢p)
to to to
()
+ t2z(t) sen(2¢) — 4] tz(t) sen(2¢) — 4f ¢ t2z(t) cos(2¢) + 2 J z(t) sen(2¢)
to to to
@ @ @
+8 f Ptz(t) cos(2¢) + 2<;bf t?z(t) cos(2¢p) — 4 P2t2z(t) sen(2¢)]
to to to
t ) (2)
+C =] ot?z(t) +2 ptz(t) + ¢ tzzt]
[ fto“’ ® fto"’() ¢ft0 ®
) L@ @)
+ G, U ¢ t2x(t) sen(2¢p) — qbf t2x(t) sen(2¢p) — 2 dtx(t) sen(2¢)
to to to
() )

-2 $2t%x(t) sen(2¢) + j ¢ t2z(t) cos(2¢) — ¢j t2z(t) cos(2¢)
to ¢

to 0

@ @ @
-2 ¢tz(t) cos 2¢) + 2 P2t2z(t) sen(2¢)] +C, U t2x(t) — ZJ tx(t)]
to to to to

@) ) )
+ (K, + kx)f t2x(t) + K, U t2z(t) sen(2¢) — f t%x(t) cos(qu)] =

@ . .
= muef [¢2 sin(¢ + a) — ¢ cos(¢ + a)] t? (5.7)
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M, [tzz(t) - 4f tz(t)+2 fm

0 to

Z(t)]

+ M, [tzz(t) cos(2¢) — 4f tz(t) cos(2p) + 4 | ¢ t2z(t) sen(2¢)

() (22) . @
+ 2f z(t) cos(2¢) — 8 f otz(t) sen(2¢) — 2¢ t2z(t) sen(2¢)
to to to
()
-4 $2t%z(t) cos(2¢) + t2x(t) sen(2¢) — 4f t x(t) sen(2¢)
to to
. @) @
- 4J- ¢ t2x(t) cos(2¢) + ZJ- x(t)sen(2¢) + 8 Ptx(t) cos(2¢)
to to to
@ @
+2¢ f t2x(t) cos(2¢) — 4 P2t2x(t) sen(qu)]
to

to

t @ L@
+C; U P2 x(t) — zf otx(t) — ¢ tzx(t)]

to to to
@ @
t2x(t) cos(2¢) — 2] Ptx(t) cos(2¢)
0 to

(2) . . . (2)
+2 P?t2x(t) sen(2¢)) — f ¢ t2z(t) sen(2¢) + qbf t2z(t) sen(2¢)
to ¢

to 0

+C, U ¢ t2x(t) cos(2¢) — ¢
to t

@ @ @)

+2 otz(t) sen (2¢) + 2 P2t2z(t) cos(2<;b)] +C, U t2z(t) — 2] tz(t)]
to to to to

@)

()] 2
+ (K; + k) t%z(t) + K, U t2z(t) cos(2¢) + j t2x(t) sen(2¢)]
to

to to

= mye f o [m e [d> sin(g + a) + ¢° cos(¢p + a)” 2 (5.8)

Como se cuentan Unicamente con 2 ecuaciones (5.7) y (5.8), éstas se deben integrar
tantas veces sea necesario para igual el nimero de ecuaciones al nimero de incégnitas
que quieran determinarse. En este caso se tienen 6 pardmetros a identificar:
My, M,, Cy, C,, Ky, K, por lo que las ecuaciones (5.7) y (5.8) se deben integrar 2 veces
mas, de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

c11My + oMy + €136 + €14Co + 5K + 16K, = f1
C21My + €My + €301 + CuCh + 5Ky + 6Ky = [

(5.9)
Co1My + Ce2My + Co3C1 + CoaCo + CosKy + Kz = fo
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Aqui, los coeficientes ¢4 ... cg¢ representan las integrales iteradas en funcién del
tiempo que acompafan a los pardmetros de interés las cuales aumentaran de orden
tantas veces se integren las ecuaciones.

El sistema de ecuaciones anterior, ecuacién (5.9) se puede expresar como un arreglo
matricial de la siguiente forma:

Co(t)® = F(t) (5.10)
Con:
€11 " Ci6 f1
Co(8) = [ o ] F(t) =
Ce1 " Ces fe

Donde © = [M;, M,, Cy, C,, K4, K,]T denota el vector de parametros a ser identificados,
mientras Cy(t) y F(t) son matrices con dimensiones de 6x6 y 6x1 respectivamente. La
primera, contiene los grados de libertad de traslacion de cada nodo en las direcciones x
y z, la segunda contiene los términos de la cantidad y posicion de desbalance
anteriormente identificados, y cuyos valores deben ser conocidos.

De la ecuacién (5.10), se puede concluir que el vector O es identificable
algebraicamente si, y solo si, la trayectoria del sistema dinamico describe el sentido
establecido por Fliess y Sira-Ramirez [28]; es decir, las trayectorias o el
comportamiento dindmico del sistema satisface la condicién det[A(t) # 0]. En
general, esta condicion se mantiene al menos en un intervalo pequefio (t,,t, + €],
donde ¢ es un valor positivo y suficientemente pequefio.

Al solucionar la ecuacién (5.10) se pueden obtener los identificadores algebraicos para
los parametros buscados.

% A,

M;=— M,=-2

I7A 27 A

A A
C,=— C,=—}VtE (tyty+el (5.11)

A A

As Ag

K o e— K T —

17 A 27 A
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En las Figuras 5.11 — 5.16 se muestra el comportamiento de los identificadores en
funcion del tiempo para cada uno de los pardmetros del vector
0 = [M;,M,,C;, C,, Ky, K, respectivamente, donde la linea punteada corresponde a
los parametros reales, mientras que la linea continua representan los valores obtenidos
de la estimacion algebraica. Asimismo, se utilizé una rampa de excitacidn lineal con una
aceleracién de ¢ = 1 rad/s? y un incremento de tiempo dt = 0.0001 s.

De estas figuras se puede observar que en la identificacién de los pardmetros se tiene
que el tiempo de muestreo de la sefial es menor a 0.5 segundos y una vez identificado
el parametro, éste se mantiene constante a lo largo del tiempo hasta alcanzar la
velocidad nominal de operacion del rotor en un tiempo de 1.5 segundos.

Identificacidn de la masa M1 Identificacidn de la masa M1

1.03 T T
1.025 4 1.025 - i
1.02 1 102F N
1.015 1 1.015+ b
1.01 4 1.01 _
g 1.005 g mns[
= =
1 1| i
0.995 1 0995 J
0.99 099l i
0.985 0935] i
0.98 1
. . . . . . . . . 098¢ \ . R
0 001 002 003 004 005 006 007 008 003 01 0 05 1 15
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 5.11. Identificacién de la masa M; = 1.005 kg.
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00151 | 0015} 1
0.01h 4
0.01F J
0.005 1
0.005 E
0 J
0F J
g _U_UUS Heo g U UUE
o™ o -l
= 001H =
-0.01F E
-0.015 + E
-0.015 | 4
-0.02 H 4
00251 . R 1
003+ ] -0.025 + E
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Figura 5.12. Identificacién de la masa M, = —0.005 kg.
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C1[N/mis)
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Figura 5.13. Identificacién del amortiguamiento C; = 0.16 N/m/s.
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Figura 5.14. Identificacién del amortiguamiento C; = 0.01 N/m/s.
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Figura 5.15. Identificacién de la rigidez K; = 1.05 N/m/s.
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Identificacidn de la masa K2
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Figura 5.16. Identificacién de la rigidez K, = 0.05 N/m/s.

Una vez identificados los pardmetros M;, M,, C;, C;, K; y K,, se pueden encontrar la
masa, rigidez y efectos giroscopicos del sistema 2 GDL en las direcciones X y Z,

mediante las relaciones presentadas en la ecuacién (5.1):

Al resolver las relaciones anteriores se tiene:

M, =1kg, M,=1.01kg C, =0.17N/m/s, C, =0.15N/m/s, K, =1.1N/m y K, =1N/m

Donde los valores de M,,, M, C,, C,, K, vy K, que se calcularon a partir de los parametros
M;, M,, C;, Cy, K; y K, determinados por los identificadores corresponden a los valores

de entrada usados en la simulacién (Seccién 5.3)

Finalmente, conocidos los valores de masa, rigidez y efectos giroscépicos del sistema

en ambas direcciones X y Z, se pueden determinar otros parametros de importancia

como son: la asimetria modal (ecuacién 1.1) y factor de amortiguamiento del sistema.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se desarrollé6 un modelo matematico de multiples grados de
libertad para un rotor asimétrico, donde se incluyen los efectos de asimetria en las
matrices de masa, efectos giroscdpico y de rigidez con respecto a un marco de
referencia fijo. El modelo rotor asimétrico-soportes se obtuvo mediante la técnica de
elemento finito, donde se consideré un elemento tipo viga con cuatro grados de
libertad por nodo para la flecha del rotor. En este modelo se consideraron los
momentos de inercia rotacional, efectos giroscépicos y amortiguamiento. Asimismo, se
propone un identificador algebraico en linea para determinar el desbalance y su
posicidon angular de un rotor asimétrico, tomando como referencia el modelo de
multiples grados de libertad desarrollado donde se consideraron rampas de excitacion
de tipo lineal.

Las conclusiones generadas de los resultados del trabajo realizado se resumen a
continuacion.

1) En el desarrollo del modelo matematico para el rotor asimétrico, se demuestra
que la asimetria de la flecha afecta a las matrices de masa rotatoria, efectos
giroscopicos y rigidez. Cabe mencionar que en el modelo de multiples grados de
libertad no se pudo observar los efectos de manera independiente de cada una de
las matrices en la respuesta del rotor, ya que estos son funcién directamente de la
configuracién del rotor utilizado como son: didametro de la flecha, longitud de la
flecha, asimetria de la flecha, amortiguamiento del sistema, etc.

2) Se redujo el modelo matematico de mudiltiples grados de libertad, a un sistema de
dos grados de libertad y se propuso cambios de masa, efectos giroscdpicos y
rigidez de manera independiente. De los resultados obtenidos, se observé que los
cambios de masa y efectos giroscdpicos en la respuesta del rotor, son similares a
los efectos observados en la respuesta del rotor cuando se consideran
Unicamente cambios de rigidez , es decir, los diagramas polares de respuesta
obtenidos presentan una forma geométrica eliptica. Sin embargo, es importante
considerar los efectos de todas las matrices en la respuesta del rotor al realizar la
simulacidon numérica, ya que si no se hace, es posible que cuando se realiza el
andlisis experimental presente inestabilidad en la respuesta de vibracién al
desbalance del sistema.
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3) Se resolvid el modelo de dos y mudiltiples grados de libertad del modelo
desarrollado mediante el método numérico de Newmark con rampas de excitacion
de tipo lineal y el método de solucidn en estado estable. De la comparacién de los
resultados obtenidos, se observéd que para rampas de excitacion muy lentas, la
respuesta del rotor es muy similar en ambos casos.

4) Se presenta la aplicacion de la técnica de identificacion algebraica en linea y se
implementa en la identificacién de pardmetros para el balanceo de rotores
asimétricos.

a) Se propone un modelo matematico de un identificador en linea para un
sistema rotodinamico de muiltiples grados de libertad para determinar el
desbalance y su posicién angular en diferentes puntos a lo largo del rotor. Los
identificadores propuestos, requieren como dato de entrada la respuesta de
vibraciéon del rotor en funcién del tiempo, asi como el tipo de rampa de
excitacion.

b) Se propone un modelo matematico de un identificador en linea para un
sistema rotodindamico de dos grados de libertad para determinar el
desbalance y su posicién angular, asi como, rigidez, masa y efectos
giroscopicos del sistema.

5) Se evalud y analizé el comportamiento en el tiempo del identificador propuesto
para una distribucion de masa de desbalance en diferentes nodos a lo largo del
rotor, tomando como dato de entrada la respuesta de vibracidon obtenida de la
simulacion del sistema rotodindmico de mudltiples grados de libertad, con
diferentes rampas de excitacion de tipo lineal. Los resultados numéricos muestran
la rapidez y convergencia en la identificacion de los pardmetros en fracciones de
segundos, independientemente de la velocidad de la rampa de excitacion utilizada.

Es importante hacer notar que, para la identificacién del desbalance y su posicién
angular por medio de la técnica de identificacion algebraica en linea es necesario
adquirir solo un minimo de datos de la respuesta de vibracion del rotor durante la rampa
de excitacion sin pasar la zona de resonancia ni llegar a la velocidad nominal de rotacion
del rotor, como es el caso de la mayoria de las técnicas de balanceo. La determinacidn
del desbalance y su posicién angular mediante la técnica de identificacion algebraica en
linea aqui propuesto, puede aplicarse al balanceo de rotores asimétricos industriales y
haciendo las simplificaciones necesarias también en rotores simétricos.
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APENDICE

INDENTIFICADORES PARA UN SISTEMA ROTOR ASIMETRICO-SOPORTES CON
VARIAS MASAS DE DESBALANCE

A continuacién se presentan los identificadores para determinar la cantidad de
desbalance y posicion angular de las masas de desbalance en un sistema rotodindmico
cuya configuracién pertenece al sistema rotor asimétrico con soportes de Inagaki et al.
[9], figura 3.2, presentado en el Capitulo Ill. Este estd compuesto por un eje simétrico
con una parte asimétrica en el centro, dos discos inerciales localizados a lo largo del eje
Y, con soportes colocados cerca de los extremos. Asimismo, se considera que en el
rotor existen dos masas de desbalance: la primera se ubica en la periferia del primer
disco e; = 0.05m con una magnitud de mq, = 0.0005 kg, por lo que se tiene una
cantidad de desbalance de my,e; = 2.5x10° kg.m con una posicién angular a; = 45°
en el plano X-Z medido respecto al eje Z. La segunda con ubicacién en la periferia del
segundo disco e, = 0.05m con una magnitud de m,, = 0.0001 kg, a lo que el
desbalance my, e, = 1x10° kg.m con un angulo de a, = 45°.

En la figura A 1.1 se presenta el diagrama de bode de magnitud de la respuesta
vibratoria para cada uno de los 8 nodos segtn la discretizacién del sistema (ver figura

3.2).

%10 Desplazamiento resultante
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad (rpm)

Figura A 1.1 Respuesta vibratoria resultante del sistema con ¢ = 10 rad/s>.
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En las figuras A 1.2 y A1.3 se muestra la identificacién la magnitud desbalance y
posicion angular para los nodos 3 y 6 en los cuales se colocaron masas de desbalance.

x10° Identificacidn de la posicidn angular
T a0 T T T T T T T T
35l i 80 - 1
70+ 1
A 1 60 1
E = 50 1
g 25 E
> & a0t 1
2L g 30
20 1
15+ 1
10+ 1
Il 1 | 0 1 L 1 L 1 1 1 1 1
0 5 10 15 0 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
tiempo (s) %107 tiempo (s)

a) b)
Figura A 1.2 a) Identificacién de la masa de desbalance m,e; = 2.5x10° kg.m
b) Identificacién de la posicidon angular del desbalance a; = 30°

X ‘1[]'5 Identificacidn de la posicidn angular
T T T T T T T T T T 90 . "
18 R
80 R
16 B
TOH B
141 R
60 B
. t12r B
£ = 50 1
g af g
Z: B A0 _
08 B
30 R

06 4
20 4

04 4
10 4

02 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [] L 1 L 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 0.001 0.002 0003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.003 0.01
tiempo (s) 102 tiempo (s)
a) b)

Figura A 1.3 a) Identificacién de la masa de desbalance m,, e, = 1x10° kg.m
b) Identificacién de la posicidn angular del desbalance a; = 45°
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En las figuras A 1.4 y A 1.5 se muestra la identificacidn la magnitud del desbalance y su
posicion angular para los nodos 1y 2, correspondientes a los extremos del rotor.

NODO 1
sl 107 Identificacion de la posicién angular
3 L -
25 B
E o2 12
> £
£ 15 T J
K1 |
1k i
E1s i
051 R
i | L f L L i L f 3t | | | I | | | I | 1
Ug 0.2 0.4 0.6 0.8 1 19 14 16 18 2 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
tiempo (s) tiempo (s)
a) b)
Figura A 1.4 a) Identificacion de la masa de desbalance del nodo 1
b) Identificacién de posicién angular del desbalance del nodo 1
NODO 8
1 x10° Identificacidn de la posicidn angular
12t .
10} .
= 8f _
£ g
e 6f 1 7
1+ 4
41+ 4
2l i
2 L -
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
tiempo (s) tiempo (s)
a) b)

Figura A 1.5 a) Identificacién de la masa de desbalance del nodo 8
b) Identificacién de posicién angular del desbalance del nodo 8

En las figuras anteriores se observa que los identificadores convergen tnicamente en los
nodos donde se colocaron las masas de desbalance.
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