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Resumen

El inersor es un sistema mecanico que almacena energia cinética de rotacion y
puede ser construido por medio de un conjunto de elementos mecanicos tales como
pifidn, cremallera, engranes y volantes de inercia. De acuerdo a investigaciones
realizadas este sistema demostré mejores cualidades en las suspensiones de
automoviles y fue utilizado por primera vez en la férmula uno. En este trabajo de
tesis se presenta el disefio y andlisis tedrico de un nuevo inersor que consiste en el
uso de una doble cremallera y se considera para su estudio los efectos de
amortiguamiento viscoso, por lo que se afiade un término a la ecuacion ideal del
inersor. Se analiza el efecto del inersor en sistemas mecanicos de uno y dos grados
de libertad en condiciones de resonancia. Se obtienen los modelos matematicos
gue rigen la dinamica de sistemas mecanicos Masa Resorte Inersor (MRI) mediante
la ecuacién de Lagrange para sistemas no conservativos. También, se utiliza el
concepto de funcion de transferencia y de respuesta en frecuencia para realizar un
andlisis dimensional y asi comprender el efecto del inersor. Se presentan resultados
de simulacién en el dominio del tiempo para validar los modelos matematicos. El
inersor puede ser configurado con elementos de suspension pasiva tales como
resortes y amortiguadores con el propdsito de mejorar el comportamiento dindmico
de sistemas vibratorios, por lo que en esta tesis se busca mejorar la respuesta
dindmica de un sistema mecanico MRI de dos grados de libertad mediante la técnica
de optimizacién H,,.

La técnica de optimizacién H,, es analoga a la teoria del punto fijo, la cual se basa
en determinar funciones Optimas de variables adimensionales para ajustar
pardmetros de absorbedores de vibracion dinAmico amortiguado y no amortiguado.
Mediante esta técnica se disefia el inersor para adaptarlo al sistema mecanico MRI
de dos grados de libertad.

Posteriormente, se realizan simulaciones en MSC Adams View para corroborar los
resultados obtenidos de los modelos analiticos. Ademas se presentan las ventajas
y desventajas del inersor en atenuar las amplitudes de vibracion.



Abstract

The inerter is a mechanical system that stores rotational kinetic energy and it can be
built by means of a set mechanical components such as pinion, rack, gears and
flywheels. According to the investigations carried out this system demonstrated
better qualities in the suspensions of cars and was used for first time in Formula
One. In this thesis the design and theoretical analysis of a new inersor which consists
in the use of a double rack is presented, for its study the effects of viscous damping
is considered, so that the ideal of inersor equation it add a term. The effect of inerter
in mechanical systems of one and two degrees of freedom in resonance conditions
is analyzed. The mathematical models that govern the dynamics of mechanical
systems Mass Spring Inerter (MRI) using the Lagrange equation for nonconservative
systems is obtained. Also, the concept of transfer function and frequency response
to perform a dimensional analysis and to understand the effect of the inersor is used.
Simulation results are presented in the time domain to validate the mathematical
models. The inerter can be configured with passive suspended elements such as
springs and dashpot with the purpose of improving the dynamic behavior of vibratory
systems, so that in this thesis is aiming to improve the dynamic response of a
mechanical system MRI of two degrees of freedom through the optimization
technique H,.

The optimization technique H,, is analogous to the theory of fixed point, which is
based on determining optimal functions of variables adimensional to adjust
parameters of dynamic vibration absorbers damped and not damped. By this
optimization technique the inerter is designed to suit the mechanical system MRI of
two degrees of freedom.

Later simulations MSC Adams View are performed to corroborate the results of
analytical models. Furthermore the advantages and disadvantages of inersor in
attenuating the vibration amplitudes are presented.



Terminologiay Simbologia

= TMD: Tuned Mass Damper

= RIDTMD: Rotational Inertia Double Tuned Mass Damper

= DVA: Damper Vibration Absorber

= SDOF: Single-Degree-of-Freedom System

= TDOF: Two- Degree-of-Freedom System

= MDOF: Multiple- Degree-of-Freedom System

» MRA: Masa-Resorte-Amortiguador

» MRI: Masa-resorte-inersor

= LTI Linear-Time-Invariant

e 1, radio del pifién 1 o impulsor

e 1, radio del engrane 2

e 13 radio del engrane 3

e 1, radio del engrane 4

e 135 radio del engrane 5

e 1, radio del engrane 6

e [, momento de inercia de masa del pifion 1,engrane 2y eje 1
e [, momento de inercia de masa del engrane 3,eje 2 y el volante de inercia 1
e [; momento de inercia de masa del engrane 4,engrane 5y eje 3
e [, momento de inercia de masa del engrane 6,eje 4 y el volante de inercia 2
e M¢..,, masa de la cremallera

e F, fuerza de entrada al sistema en la cremallera

e x(t) desplazamiento de la cremallera en el dominio del tiempo
e 0, desplazamiento angular del eje 1

e 0, desplazamiento angular del eje 2

e 65 desplazamiento angular del eje 3

e 6, desplazamiento angular del eje 4

e [ funcién Lagrangiana

e T energia cinética

e I/ energia potencial

e g; coordenada generalizada

e D funcion de disipacion de energia

e w, frecuencia natural

e () variable adimensional relacion de frecuencia forzada

e g variable adimensional relacion de frecuencias naturales

e u variable adimensional relacion de J a m,

e [ variable adimensional relacion de masas m, am;

e (; factor de amortiguamiento



b; coeficiente de amortiguamiento rotacional
J masa equivalente del inersor en kilogramo

6 constante de amortiguamiento equivalente del inersor

¢; coeficiente de amortiguamiento de translacion
k; coeficiente de rigidez

@; angulo de fase

p densidad del volante de inercia

t espesor del volante de inercia

1, radio externo del volante de inercia

r; radio interno del volante de inercia

wy g frecuencia natural en el punto Ay B

X120, Maxima amplitud de m, y m,en el punto A
X120, Maxima amplitud de m, y m; en el punto B
Zzéptima factor de amortiguamiento 6ptima

qsptima YAZON de frecuencias naturales éptima
Usptima FAZON de | a m, Optima

Qg relacion de frecuencia forzada en el punto Ay B
H, , respuesta en frecuencia normalizada de m; y m,
H,, funcion H infinito

n, m numerador y denominador de la funciéon H;

Q, , razon de frecuencia forzada en el punto 1y 2
g1, razon de frecuencias naturales en el punto 1y 2
(2!21,2 factor de amortiguamiento en el punto 1y 2
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Introduccion

Capitulo 1
Introduccidén

1.1. Inersor

El inersor es un dispositivo mecanico que absorbe energia cinética de rotacion y
puede ser construido por medio de un conjunto de elementos mecanicos tales como
pifidn, cremallera, engranes y volantes de inercia. Fue propuesto por el profesor
Malcolm C. Smith en investigaciones de sistemas de control de absorcion de
vibracion. De acuerdo a estas investigaciones, este sistema demostré mejores
rendimientos en las suspensiones de automoviles y fue utilizado por primera vez en
la formula uno [1]. Ademas, ha sido aplicado en sistemas de suspension pasiva de
motocicletas de alto rendimiento, prototipos didacticos, edificios y trenes [2].

Smith define el inersor como un sistema que absorbe vibracion, es decir, no disipa
energia tal como lo hace un sistema que contiene amortiguador hidraulico
(movimiento axial de un piston en un cilindro) y amortiguador torsional, €l lo define
como un dispositivo en el cual la fuerza aplicada en una de sus terminales es
directamente proporcional a la aceleracion relativa entre ellas, ver Figura 1.1 y se
representa mediante la ecuacion dindmica ideal [3].

F = b(v, — 1y) (1.1)

En donde F es la fuerza aplicada en las terminales, v;, v, son las aceleraciones de
las terminales y b es una constante de proporcionalidad llamada inertancia que tiene
unidades de kilogramo, lo cual contiene informacién geométrica del volante de
inercia del inersor.

Cremallera Pifén

_F
(2] f_' T 12
Terminal 1 Terminal 2
Engrane Volante
de inercia

Figura 1.1: Inersor pifidn-cremallera-volante de inercia.
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En esta tesis se estudia el comportamiento dinamico de un inersor de doble
cremallera conectado en paralelo con un resorte. Cuando se modifica la constante
de masa equivalente o inertancia del inersor, se presentan cambios en las
amplitudes de vibracién del sistema Masa Resorte Inersor (MRI). En algunas
investigaciones se ha demostrado que el inersor modifica las frecuencias naturales
del sistema [4], lo cual se corrobora en este trabajo.

El inersor se puede conectar de varias maneras segun sea la aplicacion, por lo que
algunas ofrecen un mejor rendimiento en la absorcion de vibracion. Tales
configuraciones se muestran en la Figura 1.2.

ké

k c b b
c

b k

Figura 1.2: Configuraciones del inersor.

En la Figura 1.2 el inersor es conectado en serie y paralelo con elementos de
suspensién pasiva tales como resortes y amortiguadores. Con base en las
configuraciones mostradas anteriormente se disefid el inersor para adaptarlo al
sistema mecéanico que se muestra en la Figura 1.3. La plataforma experimental
consta de tres masas inerciales y un motor que transmite la fuerza de excitacion a
la masa principal mediante un sistema pifién-cremallera. La finalidad de este
sistema es simular el fendmeno de resonancia cuando el inersor es conectado en
los extremos de las masas inerciales.

Figura 1.3: Plataforma experimental de sistemas masa-resorte-amortiguador.
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1.2. Planteamiento del problema

En sistemas que son susceptibles a presentar vibraciones provenientes de diversas
fuentes tales como maquinaria rotatoria 0 reciprocante, motores, compresores,
vehiculos de transporte como camiones y trenes se deben proteger mediante
dispositivos mecénicos con la finalidad de minimizar los picos de vibracion. A veces,
la presencia de vibracion provoca desgaste excesivo de cojinetes, formacion de
grietas, aflojamiento de sujetadores, fallas estructurales y mecanicas, lo cual
conlleva a la necesidad de disefiar dispositivos que ayuden a mejorar el
comportamiento dinamico del sistema principal. En la mayoria de los sistemas
mecénicos se presenta un fenédmeno llamado resonancia, este ocurre cuando la
frecuencia de excitacion coincide con una de las frecuencias naturales del sistema,
dando lugar a grandes amplitudes de vibracion. En algunos casos, la fuerza de
excitacion o de sacudimiento es inherente a la maquina. Por ejemplo, un desbalance
y desalineamiento en una maquina rotatoria. Incluso una fuerza de excitacion
relativamente pequefia puede provocar una respuesta indeseable cerca de la
resonancia, sobre todo en sistemas pobremente amortiguados. En estos casos la
magnitud de la respuesta se puede reducir significativamente utilizando
absorbedores de vibracion dinamico amortiguado y no amortiguado. Es por ello que
en la mayoria de los sistemas mecanicos forzados a movimientos oscilatorios se
deben atenuar/eliminar las vibraciones, por lo que en esta tesis se analizo el efecto
de un inersor para minimizar la maxima amplitud de vibracion de sistemas
mecanicos en condiciones de resonancia. En este trabajo, se determin6 los
pardmetros de disefio de un inersor y la configuracion adecuada con resortes y
amortiguadores para obtener una respuesta minima de vibracién de un sistema MRI
de dos grados de libertad. Se model6 el inersor considerando amortiguamiento
viscoso debido a los rodamientos para emular un comportamiento mas real del
sistema como un disipador de energia.

1.3. Objetivos de la tesis
1.3.1. Objetivo General

Disefiar y construir un inersor para analizar su efecto en las amplitudes de vibracion
de sistemas mecanicos de uno y dos grados de libertad en resonancia.

1.3.2. Objetivos Especificos

1. Obtener el modelo matematico del inersor para extrapolarlo al sistema
mecanico MRI de dos grados de libertad.
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2. Realizar un analisis dimensional a partir de la respuesta en frecuencia del
sistema mecanico MRI de dos grados de libertad. Posteriormente, aplicar un
método de optimizacion para minimizar la maxima amplitud de vibracion en
las frecuencias de resonancia.

3. Calcular los parametros Optimos tales como rigidez, masa equivalente y
factor de amortiguamiento del inersor para el sistema mecanico MRI con
base en las funciones de variables adimensionales dptimas obtenidas en la
parte de optimizacion.

4. Realizar simulaciones en Matlab Simulink y MSC Adams View tanto del
modelo analitico como del prototipo virtual para corroborar los resultados.

5. Construir el inersor a partir de las consideraciones de disefio en la técnica de
optimizacién y con base en las dimensiones fisicas del simulador de masas
gue se encuentra en el laboratorio de disefio.

1.4. Justificacion

EL inersor es un dispositivo mecanico propuesto recientemente para mejorar el
desemperfio de sistemas mecanicos sujetos a presentar vibraciones. Con base en
los resultados de investigaciones, el inersor puede proporcionar estabilidad, reducir
amplitudes de vibracion, balancear cargas dindmicas que originan los neumaticos a
causa de imperfecciones en carretera. De acuerdo con estas ventajas del inersor,
se analizé el efecto que se origina cuando el inersor es conectado en paralelo a un
resorte. Ademas, se considerd hipotéticamente amortiguamiento torsional en los
rodamientos para simular la friccion interna en el inersor. Por tanto, el interés de
este tema de tesis es disefiar y construir un inersor para analizar su efecto en la
respuesta vibratoria de sistemas mecanicos en condiciones de resonancia con el
objetivo de minimizar la maxima amplitud de vibracion en las frecuencias de
resonancia. Al conocer el comportamiento dindmico del inersor permitird extender
Su uso en otras aplicaciones para mejorar la respuesta dinAmica de sistemas
mecénicos en condiciones de resonancia.

1.5. Contribuciones del trabajo

Se presenta el disefio y construccién de un nuevo disefio mecanico de un inersor
con base en la técnica de optimizacion H,,. Se analiza el comportamiento dinamico
del inersor mediante simulaciones virtuales en MSC Adams View para atenuar las
amplitudes de vibracion del sistema mecanico MRI en condiciones de resonancia,
para posteriormente extenderlo a otras aplicaciones reales.

Se utilizara la técnica de optimizacion H, para aportar una metodologia de cémo
obtener soluciones analiticas de las funciones de variables adimensionales optimas.
Adicionalmente, se muestra la dependencia de las variables adimensionales en la
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respuesta normalizada para cada subsistema. Por otra parte, se demuestra
analiticamente y mediante graficas que existen dos puntos fijos en la respuesta en
frecuencia que son independientes de la raz6n de amortiguamiento ¢ del sistema
mecanico MRI de dos grados de libertad. Asi mismo, con la técnica de optimizacion
utilizada, la amplitud normalizada se puede representar por medio de una sola
variable adimensional.

1.6. Organizacion de la tesis

Este trabajo de tesis estd organizado en seis capitulos que se detallan a
continuacion.

En el capitulo 2 se presenta una breve introduccion a la ecuacion de
Lagrange para sistemas no conservativos aplicada a un sistema masa
resorte amortiguador (MRA). Por otra parte, se presenta el concepto de
funcion de transferencia y respuesta en frecuencia para sistemas lineales
invariantes en el tiempo (LTI) para poder realizar un andlisis dimensional
mediante el Teorema de Buckingham Pi. Posteriormente, se presenta un
ejemplo ilustrativo de andlisis dimensional aplicado a un absorbedor de
vibracion dinamico amortiguado. En este mismo, se afiade informacion sobre
volantes de inercia, sistema pifion-cremallera, lo cual conlleva a enunciar la
Ley de engrane. Esta ultima informacion se utiliza para obtener relaciones
cinematicas y para calcular las dimensiones del volante inercia.

En el capitulo 3 se presenta el modelo matemético y simulacion en MSC
Adams View del inersor al aplicarle una fuerza de impulso mecanico.
Adicionalmente, se obtienen los modelos analiticos de sistema de un solo
grado de liberta (SDOF) y sistemas de dos grados de libertad (TDOF) para
diferentes configuraciones del inersor. Se realizan simulaciones virtuales
para obtener la respuesta dinAmica en el dominio del tiempo. Asi mismo, se
obtiene la respuesta en frecuencia para observar el efecto del inersor en
condiciones de resonancia.

En seguida, el capitulo 4 se aborda el problema de optimizacion H,, que
minimiza la maxima amplitud en las frecuencias de resonancia del sistema
mecanico TDOF cuando el inersor es conectado en los extremos de las
masas inerciales. Se presentan los calculos de parametros Optimos del
inersor y simulaciones del sistema en condiciones de resonancia y asi
corroborar el analisis teodrico con los resultados obtenidos mediante
simulacion.

Por otra parte, en el capitulo 5 se presenta el disefio y construccion del
inersor. Ademas se describen los pasos necesarios para realizar el ensamble
de manera correcta con base en los planos del disefio mecénico.
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e En el capitulo 6 se presenta las conclusiones de acuerdo a los resultados
obtenidos y se establece el trabajo futuro. Finalmente, se presenta una
seccion de apéndices.
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Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Absorbedores de vibraciones

El estudio de vibraciones en sistemas mecénicos ha sido de gran interés, por lo que,
se han propuesto diferentes dispositivos mecanicos para la absorcién y disipacion
de vibracién. Recientemente, se desarroll6 un nuevo concepto llamado inersor, este
es un dispositivo mecanico que absorbe energia cinética por medio de un volante
de inercia, ha sido utilizado para reducir las frecuencias naturales en sistemas
mecanicos de seis grados de libertad. Para investigar mas a fondo la influencia del
inersor en un sistema vibratorio general, un sistema de multiples grados de libertad
(MDOF) se considero en el analisis de sensibilidad que se realiza de acuerdo a las
frecuencias naturales y formas modales para demostrar que las frecuencias
naturales del sistema MDOF siempre se pueden reducir al aumentar la inertancia
de cualquier inersor incluido en la red mecéanica. La influencia de la posicion del
inersor en las redes mecénicas es modificar las frecuencias naturales [4]. Para
mejorar el desempefio de un absorbedor de vibracion amortiguado (TMD) se
incorpord un arreglo en paralelo masa-resorte-inersor a un sistema de un grado de
libertad, es decir, un absorbedor de vibracién llamado amortiguador de masas
doblemente sintonizado con inercia rotacional (RIDT) para reducir las amplitudes de
vibracion, este arreglo demostré mejores rendimientos que un simple TMD. Un TMD
es un absorbedor de vibracion que estd conformado por un sistema primario y un
sistema secundario, el sistema primario es el sistema al que se desea aislar o
suprimir vibracién puede ser una maquina rotatoria con un desbalance. Por otro
lado, el sistema secundario es el absorbedor y compuesto por un resorte,
amortiguador y un elemento masa. El objetivo principal de un absorbedor de
vibracion es transmitir la energia de vibracién del sistema primario al sistema
secundario, es decir, que en condiciones de resonancia exista un equilibrio dindmico
de fuerzas inerciales en ambos sistemas [5].

Al incluir dispositivos adicionales tales como inersores y amortiguadores conectados
al péndulo T y la influencia del TMD en la respuesta dinamica en la base de la
estructura del péndulo T, ver Figura 2.1, permite tener un control total en la
respuesta del sistema. Por otra parte, los cambios en el disefio de los parametros
del TMD se pueden llevar a cabo de tal manera que no afecta la complejidad del
modelo matematico. El inersor y el amortiguador hidraulico de constante b y C,
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pueden causar soélo una ligera disminucion de la amplitud de elevacion en la base
de la estructura del péndulo T. Ademas, la combinacion de estos dos dispositivos
puede conducir a una mejora significativa en la dinamica del sistema. Por tanto, se
puede ajustar con precision la respuesta dinAmica del sistema mediante la seleccién
de la configuracion correcta del amortiguador e inersor, es decir, en paralelo o serie.
Por otra parte, la respuesta dinamica de la estructura depende de los parametros
del amortiguador y del inersor tales como el coeficiente de amortiguamiento e
inertancia, respectivamente [6-10].

— f(D)
— x(t)

estructura

Figura 2.1: Péndulo T con un sistema TMD e inersor [10].

Una de las principales aplicaciones del inersor ha sido en sistemas de suspension
pasiva, activa y semi-activa de automdviles, motocicletas de alto rendimiento y
trenes. Combinado con elementos tradicionales de suspension pasiva tales como
amortiguadores y resortes. El inersor es capaz de mejorar el desemperio del sistema
en términos de la comodidad del pasajero, la dinamica del sistema y la seguridad.
Por otra parte, al afiadir un inersor en las suspensiones laterales de trenes se
detectd que la velocidad critica no se incrementa al usar el arreglo en paralelo con
amortiguadores y resortes. Los autos de carrera de la “Formula Uno” utilizaron este
dispositivo con el nombre de J-Damper para mejorar la estabilidad y agarre de los
neumaticos sobre la pista, es decir, que las oscilaciones inducidas por las
imperfecciones del camino y perturbaciones de carga se pueden reducir con mayor
eficacia utilizando suspensiones con inersores. El inersor puede proporcionar mayor
flexibilidad en la estructura de un auto, pero la funcién basica del inersor en sistemas
vibratorios aun no ha sido entendida y demostrada completamente. El J-damper es
un "inersor" y su origen esta basado en analisis de las analogias eléctricas y redes
mecanicas. Existe una correspondencia entre los elementos de una red mecanica
pasiva y una red eléctrica, es decir son analogos pero en el caso del inersor es
diferente. El hecho de que el elemento de masa, junto con el resorte y el
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amortiguador, es insuficiente para realizar la totalidad de las impedancias
mecénicas pasivas [11-14].

Adicionalmente, se incorpord un inersor en el tobillo de un robot para mejorar el
comportamiento dinamico en terrenos irregulares y en zonas inclinadas, el inersor
demostré mejores cualidades en el aspecto de estabilidad y velocidad del robot [15].

Para mejorar el comportamiento dinamico de una mesa 6ptica se utilizé un inersor.
Una mesa Optica se aplica generalmente para aislar las vibraciones de maquinas
de precision. En general una mesa Optica elimina dos fuentes principales de
vibracion tales como, perturbaciones por la tierra y perturbaciones de carga [16].

Existen diversos arreglos o configuraciones de las redes mecanicas es decir, serie
y paralelo. Basado en el estudio tedrico de [17,18], se demostré que de acuerdo a
una admitancia permisible, la configuracibn de la red mecanica con un
amortiguador, un inersor y como maximo tres resortes es mas eficiente en reducir
las amplitudes de vibracion. Por otra parte, se ha implementado el inersor para el
control de vibraciones en edificios y a partir de los resultados teoricos el inersor se
considera eficaz para reducir las amplitudes de vibracién causadas por los
terremotos y debido al trafico [19].

El inersor presenta tres no linealidades las cuales son los efectos elasticos, la
holgura o espaciamiento entre diente y diente en el sistema de engranajes y friccion
principalmente en las zonas de contacto de los engranes y en los rodamientos.
Estas no linealidades han sido estudiadas por Fu-Cheng Wang y concluy6 que las
no linealidades de efectos elasticos y holgura entre dientes del sistema de engranes
pueden ser evitadas en el proceso de manufactura del inersor, es decir, el material
debe de ser resistente a esfuerzos causados por cargas dinamicas y afiadiendo una
precarga al sistema de engranes, respectivamente [20]. Entonces la Unica no
linealidad en el inersor que no puede ser eliminada es la friccion en todo el sistema,
por lo que en este trabajo se propone analizar este efecto mediante la suposicion
de amortiguamiento viscoso rotacional en los rodamientos y asi obtener un
parametro de amortiguamiento total o equivalente del inersor. Dada la suposicién
mencionada es posible utilizar la ecuacidbn de Lagrange para sistemas no
conservativos, es decir, que excita una funcién de disipacién de energia en el
sistema.
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2.2. Marco Teoérico

Como en cualquier ciencia, la mecanica se basa en un conjunto de principios y de
axiomas de validez universal de los cuales se han establecido por medio de
experiencia e investigacion. Cada pieza adicional de conocimiento se basa sobre
estos axiomas y a traves del analisis matematico. Las leyes de la mecénica
newtoniana para sistemas dindmicos en translacion y rotacion son util para obtener
las ecuaciones diferenciales de movimiento. Una alternativa usada extensamente
en dinamica es el balance de energia. Utilizando el axioma de que la energia es
conservada, las ecuaciones de movimiento de un sistema son determinadas
observando sus relaciones de energia con sus alrededores y dentro de si mismo.
En efecto, para aplicar las leyes de Newton, el movimiento del centro de masa debe
ser usado como el sistema coordenado que define su posicion instantaneamente.
El método de la conservacion de energia puede ser aplicado tomando en cuenta un
sistema coordenado global, de tal manera que las energias cinéticas y potenciales
puedan ser expresadas como funciones de estas coordenadas. Por otro lado, el
método de la conservacion de la energia y el método de Rayleigh estan limitado a
sistemas conservativos. En muchos sistemas de ingenieria, existen fuerzas que
producen disipacion de energia. En un sistema conservativo no hay fuerzas
disipativas como las debidas a la friccion, por lo que la ecuacion de Lagrange se
escribe [21].

d (6L> oL 2.1)

——)|—-——=F

dt (')ql (')ql l
Endonde L =T -V, q;, F; se conocen como la funciéon Lagrangiana que representa
la diferencia de energias cinética y potencial con base en un sistema coordenado

global, coordenada generalizada y todas las fuerzas presentes en el sistema,
respectivamente.

Para sistemas no conservativos sucede todo lo contrario con respecto a los
sistemas conservativos, es decir, existen fuerzas disipativas en el sistema. Este
parametro fue introducido por Lord Rayleigh como una funcién de disipacién D =

Ecqiz para incluir fuerzas de amortiguamiento lineal proporcional a la velocidad g. En
términos de esta funcion, la ecuacion de Lagrange puede escribirse [22].

d(@L) oL D _ 2.2

—\ 5|5+ =F
dt \dq; dq; 0q; '

La ecuacion (2.2) produce las ecuaciones diferenciales de movimiento necesarias
para modelar un sistema dindmico de varios grados de libertad. Ademas, con esta
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ecuacion es posible observar con varian las energias cinéticas y potenciales del
sistema.
2.3. Modelado matematico de un sistema mecanico de 3gdl

Para el sistema mecanico masa-resorte-amortiguador (MRA) que se muestra en la
Figura 2.2 las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento dinamico se
pueden obtener mediante la ecuacion de Lagrange para sistemas no conservativos.

F(t)

- + -

Figura 2.2: Sistema masa-resorte-amortiguador.

El sistema mostrado en la Figura 2.2 es de tres grados de libertad por lo que la
ecuacion de Lagrange produce tres ecuaciones diferenciales de movimiento (2.3-
2.5) para cada coordenada generalizada las cuales estan dadas por las siguientes
expresiones.

d(aL) 6L+6D_0 2.3)

dt\ox,) 0x; 0x; '
d(aL) 6L+6D_O 24
dt\ox,) 0x, 0x, (2.4)
d (6L> JdL oD — Fet

dt\0x;/) 0x; 0x; © (2.5)

La funcion Lagrangiana se obtiene al restar las energias cinéticas y potenciales del
sistema y esta dada por la ecuacion (2.6).

1 .2 1 .2 .2 1 2 1 2
L = Em;xl + Emzxz + §1m3x3 - Eklxl - Ekz(xz - xl)
2.6
—§k3(x3 — X3)? —Ek4x§ (2.6)

Por otro lado, la funcién de disipaciéon de energia es

1 1 1
D= §C15Cf + Ecz(fcz — %)% + 503(563 — %)% + 504553% (2.7)
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Por tanto, las ecuaciones que rigen la dinAmica del sistema MRA son las siguientes.

mljél + (Cl + Cz)xl - szz + (kl + kz)xl - kzXz = 0 (28)
mzjéz + (Cz + C3)5C2 - szl - C35C3 + (kz + k3)x2 - kle - k3x3 == 0 (29)
mgjég) + (C3 + C4)X3 - C3.72,’2 + (k3 + k4)X3 - k3x2 == F(t) (210)

Las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) se pueden representar en términos de la variable
de Laplace s para obtener la respuesta de cada masa inercial y asi mismo analizar
la respuesta en estado estable. Con la ayuda del concepto de funcion de
transferencia es posible analizar la respuesta de cada subsistema en el dominio de
la frecuencia y asi determinar las frecuencias naturales del sistema.

2.4. Funcioén de transferencia

Existe una relacion entre ecuaciones diferenciales lineales de orden n y sus
transformaciones al dominio s mediante el operador de Laplace, asi como de sus
diversas propiedades, con particular atencion en las interpretaciones fisicas
respectivas. La transformada de Laplace convierte una funcién g(t) del dominio
tiempo, definida para tiempos mayores o iguales a cero, en una funcién G(s) propia
del dominio s mediante la integral impropia:

Lg(D)} = j g(Destdt = G(s) (2.11)

0

Por tanto, la transformada de derivadas puede representarse de la siguiente
manera.

o)

L{G(®)} =f g®)e stdt = G(s) (2.12)

0

Al realizar la integral de la ecuacién (2.12) se obtiene;
L{g(©)} = s*G(s) —sg(0) — g(0) (2.13)
En general
L{g"(®)} = s"G(s) —s"1g(0) —s"%g(0) — - — sg™2(0) — g"7*(0) (2.14)

Donde g(0), g(0), G(0),... son condiciones iniciales.
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Entonces una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes se puede representar en el dominio de Laplace de la siguiente manera.

s2X(s) — %(0) — sx(0) + 2{w,[sX(s) — x(0)] + w2X(s) = %F(s) (2.15)

En donde X(s) y F(s) representan la variable de salida o la respuesta y la entrada
que en este caso es una fuerza, respectivamente. Entonces el cociente de la salida
entre la entrada en el dominio de s considerando cero las condiciones iniciales para
sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LTI) se le conoce como funcién de
transferencia y su representacion matematica resulta.

X
G(s) = % (2.16)

Debido a que s es un numero complejo la ecuacion anterior se puede representar
en términos de jw por lo que se obtiene.

X(jw)
F(w)
La funcién G (jw) se denomina funcion de respuesta en frecuencia. En el siguiente

tema se hablara mas de este concepto y su aplicacion a los sistemas mecénicos
lineales.

G(jw) = (2.17)

2.5. Respuesta en frecuencia

La respuesta en frecuencia se refiere a la variacion de amplitud en estado
estable con una frecuencia de excitacion. Por lo general, se describe como
un parametro adimensional [23]. En muchos sistemas mecanicos forzados
mediante fuerzas armonicas y peridédicas proporcionan una respuesta similar
y puede representarse ya sea en el dominio del tiempo o en frecuencia. La
funcion de respuesta en frecuencia ¢(Q) es una funcion de la frecuencia con
valores complejos. Ademas, contiene informacion relacionada con
parametros del sistema tales como rigidez, frecuencia natural y factor de
amortiguamiento, dada por la siguiente expresion de forma adimensional.

G(Q) = H(Q)e /0@ (2.18)

En donde Q = w/w,, es la relacion de la frecuencia de excitacién w con la frecuencia
natural de sistema w,, la funcion adimensional H(Q) proporciona la magnitud, j =

v—1,y 6(Q) es el retraso de la fase vinculado con la respuesta [24]. El propdsito de
representar de manera adimensional la respuesta en frecuencia es para reducir el
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namero de variables y poder manipularlas con el fin de optimizar la respuesta de
esta misma. A continuacion se presenta un teorema para conocer el nimero minimo
de variables que pueden representar la respuesta de cualquier sistema mecénico.

2.6. Teorema de Buckingham Pi

A veces se desea encontrar la correlacion entre una sola variable dependiente y
muchas variables independientes. Por lo que, se requiere de mucho tiempo para
evaluar el cambio de cada una de ellas y ver el comportamiento de la variable
dependiente. Por lo general, es casi imposible determinar el efecto de todos los
parametros de manera independiente. Un mejor método para evaluarlas es el uso
de variables adimensionales. El Teorema de Buckingham Pi establece que al contar
el numero de variables, incluyendo la variable dependiente: Illamarlo n.
Posteriormente, contar el numero de dimensiones basicas involucradas en las
variables; llamarlo r. Entonces se necesitan n — r variables sin dimensién o grupos
de . Por ejemplo, sin = 6 y r = 3 existe tres grupos de m, y la relacidon tiene una
forma no dimensional de.

1 = f(7,,T3) (2.19)

Donde m; es un grupo sin dimensién que involucra los parametros de la variable
dependiente, y, m, Yy m3; son grupos sin dimension que solo involucran los
pardmetros independientes. Usualmente, las variables sin dimension tienen un
significado fisico, por ejemplo el factor de amortiguamiento ¢. En breve se presenta
un ejemplo de este teorema aplicado a un absorbedor de vibraciébn dinamico
amortiguado o un TMD. Un TMD es un sistema de dos grados de libertad que esta
compuesto por dos partes. Un sistema primario y un secundario, el sistema primario
representa la maquina de masa m, y rigidez k, ademas en ella esta presente la
fuerza de excitacion F, sin(wt) la cual se desea atenuar y el sistema secundario es
el absorbedor o sistema auxiliar lo cual esta compuesto por una masa m,, rigidez
k, y amortiguamiento c, tal como se muestra en la Figura 2.3.

l Fysin(wt)

my
l X1
b L ) c
k, §
2
m;

77

Figura 2.3: Absorbedor de vibracion dinamico amortiguado - TMD.
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Cuando la maquina de masa m, esta sujeta a una frecuencia de excitacion cercana
a su frecuencia natural, ocurren grandes amplitudes de vibracion en estado estable.
Una solucién para mitigar estas amplitudes es cambiar las propiedades del sistema
de tal manera que la frecuencia natural se aleje de la frecuencia de excitacion. Una
solucion alternativa es afiadir un sistema masa-resorte-amortiguador auxiliar de tal
modo que el sistema contendra dos frecuencias naturales y a la vez estaran lejos
de la frecuencia de excitacion.

Existen dos problemas cuando se utiliza un absorbedor de vibracion. La frecuencia
natural mas baja del sistema de dos grados de libertad se debe pasar con el fin de
llegar a la velocidad de operacion. Si el absorbedor es ligeramente desajustado, la
amplitud de vibracion del sistema primario puede ser grande. Quizas la adicion de
amortiguamiento al absorbedor puede ayudar a contrarrestar este problema.

Considere la configuracién del sistema mecénico de la Figura 2.3 en la cual el
amortiguador viscoso esta conectado en paralelo con el resorte del sistema aukxiliar.
Esto es conocido como un absorbedor de vibracion amortiguado.

Al aplicar la ecuacién de Lagrange al sistema mostrado en la Figura 2.3 para
conocer las ecuaciones que rigen el comportamiento dinamico se obtiene.

mljél + C()'Cl - xz) + (k1 + kz)xl - kzXZ = fosln((l)t) (220)
mzjéz + C(X'Z - x1) + kz(XZ - x1) = 0 (221)

Las ecuaciones (2.20) y (2.21) pueden representarse en el dominio de la variable s
considerando condiciones iniciales nulas en el sistema. Posteriormente, es posible
obtener la funcion de transferencia para cada masa inercial utilizando en concepto
de funcién de transferencia. Por tanto, se obtiene

Xy(s) mys? +cs +k, 2.22)
F(s) (mys?+cs+ky+ky)(mys?+cs+ky)— (cs+ ky)(cs + ky) '
X(s) cs +k, (2.23)

F(s) (mys?+cs+ky +ky)(mys?+cs+ky) — (cs+ ky)(cs + ky)

Al reemplazar a s por jw en las ecuaciones (2.22) y (2.23) se obtiene la respuesta
en frecuencia G (Q) del sistema, lo cual resulta.

X1(jw)

F(jw)
ky —myw? + jecw (2.24)

T omymyw* — (myky, + myk, + moky)w? + kiky + j{kicw — (my + my)cw3}
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X;(jw)

Fei
ve) k, +jcw (2.25)

N mymyw* — (myk, + myk, + myk)w? + ki k, + j{kcw — (my + my)cw3}

Por otra parte, cada respuesta depende de siete pardmetros independientes tales
como my,my, kq, ks, c,w,f, y uno dependiente x;. Al aplicar el Teorema de
Buckingham Pi se obtiene cinco variables adimensionales una dependiente y las
cuatro restantes son variables adimensional independientes tales como, u = le—j q=
w

2 w
—nz , Q=—, { =
Wn1 Wn1

c

que representan relacion de masa del absorbedor a masa

Zmzwnz
principal, relacion de frecuencias naturales, relacion de frecuencia forzada y el factor
de amortiguamiento, respectivamente. En donde, w,, = /ky/m, Y w1 =/ ki/my
son parametros que se eligen por conveniencia y representan frecuencias naturales
del sistema. Sustituyendo estas relaciones y dividiendo por k;k, en las ecuaciones
(2.24) y (2.25), se obtiene.

X1(w)k, q* — Q% +j2{qQ (2.26)
Fjw) — Q*—{1+(1+©)q%0% + q? +2{q0{1 — (1 + 1)Q?} '
X, (jw)ky q* +j2890 (2.27)

F(w) — 2% —{1+ 1+ uq?0%+q? +,20q0{1 — (1 + p)2?}

En efecto de que la expresiones (2.26) y (2.27) son nameros complejos se necesita
obtener la magnitud de X; (jw) y F(jw) para manipular las variables independientes
gue repercuten en la respuesta dindmica de m; y m,. Mediante un tratamiento del
algebra compleja, se obtiene.

X;(jw)k, A+ jB

F(jw) ~ C+jD (2.28)
X,(jw)ky A+ jB (C—jD
F(jw) ~ C+jD (C —jD) (2.29)
X, Gw)lky _ [(AC +BD\* (BC — AD\? 2 30
|F(jw)| _\/(CZ+D2) +(62+DZ) (239

xky _Xi(Gw)| | A*+B? (2.31)
fo |F(jw)l C*+D?
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Donde A=q>—-0Q0?% B=20q0, C=0*—-{1+(1+wq?0%+q*> y D =2{q0{1 -
(1 + )Q?} representan la parte real y compleja del numerador y denominador de la
respuesta en estado estable de la masa m,, respectivamente.

Sustituyendo la ecuacién (2.31) en las ecuaciones (2.26) y (2.27) se obtiene la
amplitud en estado estable del sistema primario en su forma normalizada
adimensional.

X1k
;. : = Hl(CIJ u, {r Q)
0]
B (q% — 02)2 + (20q0)? (2.32)
{0 = [T+ (1 + 1)q?102 + 23 + (2¢q)?{1 — (1 + Q2
La amplitud en estado estable del sistema auxiliar es
X,k
= = H(q,1.4, Q)
0
(2.33)

3 q* + (2{qQ)?
0 = [T+ (1 + w)q?0% + ¢2)2 + (24q0)H1 - (1 + p)Q2)?

Adicionalmente cada ecuacion representa un angulo o una fase que proporciona
informacion de cuanto se ha retrasado la respuesta de cada masa inercial con
respecto a la fuerza de entrada, principalmente en condiciones de resonancia. Estos
angulos pueden representarse mediante la siguiente expresion.

BC — AD) (2.34)

=t -1 (—
Pz =8N Uc¥BD

La amplitud en estado estable adimensional del sistema primario, dada mediante la
ecuacion (2.32), se muestra en la Figura 2.4 para u = 0.25, g = 0.8 y para diferentes
valores de ¢ ademas se puede apreciar que la amplitud en estado estable del
sistema primario no es cero para diferentes valores de Q. En investigaciones de
absorbedores de vibracion se ha observado que el sistema auxiliar puede reducir
significativamente los picos cercanos a la segunda frecuencia natural, pero no es
tan eficiente para reducir la amplitud pico cercana a la primera frecuencia. Por lo
cual, se ha investigado como afectan los parametros del absorbedor de vibracion
amortiguado en los picos de resonancia del sistema primario ademas se ha notado
gue la curva de respuesta en estado estable del sistema primario para diferentes
valores de ¢ pasa a través de dos puntos fijos P y Q. Por otra parte, al proponer
valores arbitrarios de u, g, { y hacer variar la razon de frecuencia forzada () se ha
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observado que el pico en la primera frecuencia de resonancia es mas pequefio que
el pico en la segunda frecuencia. Sin embargo, el pico mas alto ocurre cerca de Q =
1, lo cual es la regién donde un absorbedor es usualmente afiadido pero el rango
de operacion efectivo es todavia pequefio.

10 :
---4=0.25 g=0.80 ¢=0.00
— ;=0.25 g=0.80 ¢=0.15
8 v 120,25 =080 (=0.23|]
— 11=0.25 ¢=0.80 ¢=0.35
----- 1=0.25 ¢=0.80 (=0.45
61l #=0.25 ¢=0.80 (=0.55]
w 1=0,25 4=0.80 (=0.65
Hi(q, 1,7, Q) — 1=0.25 g=0.80 (=0.75
al ©=0.25 ¢=0.80 (=0.85]
— ;=0.25
2
0 | ‘J., | 1
0 0.5 0.8 1 15 2
)
Q=
Wn1

Figura 2.4: Respuesta en estado estable H;.

Dado que no es posible eliminar el movimiento en estado estacionario del sistema
original cuando no existe amortiguamiento, un absorbedor de vibracién amortiguado
se debe disefiar para reducir el pico en la frecuencia de resonancia mas baja y
ampliar el rango de funcionamiento efectivo del absorbedor. Ampliar el rango de
funcionamiento requiere que los dos picos tengan aproximadamente la misma
magnitud tal como se muestra en la Figura 2.4. Por otra parte, la ubicacion de los
puntos fijos con respecto al eje horizontal de la respuesta en frecuencia H,
dependen de g por lo que deberia ser posible sintonizar el absorbedor de modo que
los valores de H; en los puntos fijos deben tener la misma amplitud. Ademas, las
curvas para diferentes valores de ¢ pasan a través de los puntos fijos por lo que
también deberia ser posible encontrar un valor 6ptimo de ¢ de tal manera que la
ubicacion de los puntos fijos en el eje ordenado de H, sea la misma amplitud. Por
tanto, para valores fijos de u y q, existen dos valores de ( lo cual producen un valor
de H;, independiente de ¢. El valor de H; en estos puntos se escribe como

A(w, 9)? + B(u, q) (2.35)

Hl(Cqul{"Q) = C(,u,q)fz'i'D(#'Q)

Mediante un tratamiento matematico a la ecuacién (2.35) es posible determinar las
funciones optimas de q y ¢ en funcidon de u que minimizan la amplitud de H; en las
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frecuencias de resonancia. Estos valores son =025 ¢q=08y (=0.23Yy la
amplitud de H, en los frecuencias de resonancia son iguales tal como se muestra
en la Figura 2.4. Estas curvas contienen los picos de resonancia mas pequefios que
corresponden al valor 6ptimo de q y el valor de H, en las frecuencias de resonancia
es el mismo. Observe que en las amplitudes en los picos de resonancia son iguales.
Esto significa que durante el arranque y parada de la maquina no habra grandes
amplitudes de vibracion. Adicionalmente la amplitud del sistema auxiliar o del
absorbedor siempre serd mayor que la del sistema primario tal como se muestra en
la Figura 2.5.

12 T ‘
P ---4=0.25 q=0.80 ¢=0.00
| . — 1=0.25 q=0.80 (=0.15||
10 R 4=0.25 q=0.80 (=0.23
H — 1:=0.25 q=0.80 (=0.35
8r Do w 11=0.25 q=0.80 ¢=0.45]]
] L}
H,(q, 1 0 T 1=0.25 q=0.80 (=0.55
ACRAR) - ---4=0.25 q=0.80 (=0.65
6 - 11=0.25 q=0.80 (=0.75]
H 4=0.25 q=0.80 (=0.85
4 H q=0.80 ¢=0.95|
1
2
0
0 0.5 1 1.5 2
)
Q=
®n1

Figura 2.5: Respuesta en estado estable de H,.

Por otro lado, en condiciones de resonancia la fase ¢ de la masa m; es 90 grados
respecto a la fuerza de excitacion. Hipotéticamente, esto significa que el absorbedor
ejerce una fuerza igual y opuesta a la magnitud de la fuerza de excitacion, por lo
gue se origina un equilibrio dinamico de fuerzas en el sistema. En la mayoria de los
absorbedores de vibracion dinamico amortiguado y no amortiguado se optimizan las
variables adimensionales con la finalidad de minimizar las amplitudes de vibracion
de la estructura principal a un nivel de vibracién aceptable. Por otra parte, la mayoria
de los absorbedores de vibracion utilizados en aplicaciones practicas son no
amortiguados. Se tiene que agregar amortiguamiento solo en situaciones en las que
se desea ampliar el rango de frecuencias de funcionamiento del sistema primario.
Para casos muy particulares en donde se desea eliminar o atenuar las amplitudes
de vibracion se utilizan otro tipos de absorbedores tales como, el amortiguador de
péndulo centrifugo, sistema masa resorte sintonizado, disipador torsional de
vibracion o disipador de Lanchester, el inersor etc.

En esta tesis se busca mejorar la respuesta dinamica de un sistema mecanico
masa-resorte-inersor (MRI) de dos grados de libertad cuando el inersor es
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conectado entre los extremos de las masas inerciales. Para el disefio de un inersor
se requiere de algunas expresiones matematicas para calcular las dimensiones
requeridas de este mismo. Posteriormente, se hablard de algunos componentes que
conforman al inersor tales como, cremallera, pifibn y engranes.

2.7. Volantes de inercia

También llamado volante motor, es un elemento de maquina en forma de disco
circular plano que es conectado al eje de un motor, el cual a su vez podria también
ser el eje motriz de la manivela de un mecanismo. La principal funcion de este
dispositivo es almacenar energia cinética. El uso de un volante permite que ocurra
lo siguiente:

1. Una reduccion de la amplitud de la fluctuacion de la velocidad.
2. Una reduccién del par de torsibn maximo requerido.
3. Un almacenamiento y liberacién de energia cuando se requiera durante el

ciclo.

el
O

Figura 2.6: volante de inercia.

Si se considera una geometria de disco sélido tal como se muestra en la Figura 2.6
con un radio interno r;,; y un radio externo R,,;. El momento de inercia de masa I,,,
es.

prt 2.36
Iy = T (Rgxt - Ti?@t) ( )

En donde, p y t representan la densidad del material y el espesor del volanta de
inercia, respectivamente. Comunmente a este tipo de volantes de inercia se le
conoce como discos de inercia dado que su forma es simple y sencilla de
manufacturar.

Ademas los volantes pueden ser tan sencillos como un disco cilindrico de material
sélido, o de construccién con rayos y un aro. Esta Ultima disposicion representa mas
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eficiente el uso de material, especialmente en volantes grandes, ya que concentra
el grueso de su masa en el aro, que tiene un mayor radio. Dado que el momento

. . . t
inercia de masa I,,, de un volante es proporcional a %(R;‘xt —ri.), lamasa a un
radio mayor tiene mayor contribucion de inercia.

2.8. Cremalleray pifion

Los engranes son dispositivos mecéanicos que transmiten energia desde una parte
del sistema a otra, de tal manera que alteran la fuerza, el par, la velocidad y el
desplazamiento angular, por ejemplo un sistema pifién cremallera. La aplicacién
mas comun de este dispositivo es en la conversion de energia y movimiento
rotatorio en lineal y viceversa. Un ejemplo de uso se encuentra en la direccion de
pifidn y cremallera en automaviles. El pifion esta conectado al extremo inferior de la
columna de la direccion y gira con el volante. La cremallera engrana con el piiién y
se mueve a izquierda y derecha en respuesta al movimiento angular impreso al
volante de direccion ver Figura 2.7.

0,w
]r

< >
x(t)

Figura 2.7: Modelo del sistema pifidén-cremallera.

De la figura anterior r, 6, w y x(t) representan el radio de paso, el desplazamiento
angular, la velocidad angular del pifion y el desplazamiento de translacion de la
cremallera, respectivamente. Por tanto, la ecuacion cinematica que representa la
posicion de la cremallera en relacion con el desplazamiento angular del pifion es la
siguiente.

x(t) =10 (2.37)

Esta representacion matematica es validad si y solo si, no existe deslizamiento en
los cilindros rodantes tanto del pifion como de la cremallera, es decir entre los radios
de paso de ellos mismo. Por lo que conlleva enunciar la ley de engranes con la
finalidad de obtener relaciones cinematicas que describan el comportamiento
dinamico de un sistema de engranaje simple.
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2.9. Ley de engranes

Conceptualmente, los dientes de un engrane de cualquier forma evitaran el
deslizamiento entre los cilindros rodantes a los que se agregan los dientes. Las
superficies de los cilindros rodantes se convertiran en los circulos de paso, y sus
diametros en los didmetros de paso de los engranes. El punto de contacto entre los
cilindros queda en la linea de centros como se muestra en la Figura 2.8, y se le
llama punto de paso.

Punto de paso

Engrane

Figura 2.8: Tren de engranes rectos.

De la figura anterior 1, 13, w, Y wj representan los radios de paso y las velocidades
angulares del engrane y del pifion, respectivamente. Por tanto, la relacion de
velocidad del sistema de engranajes queda definido de la siguiente manera.

TaWg = TpWp (2.38)

La ecuacion (2.38) describe que la velocidad en el punto de paso y es la misma para
ambos engranes, de acuerdo con esta relacion matematica la ley fundamental de
engranaje, la cual establece que la relacion de velocidad angular entre los engranes
de un juego de engranes permanece constante mientras permanecen engranados.
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Capitulo 3

Modelado y simulacion de sistemas
mecanicos

Varias realizaciones fisicas del inersor ideal han sido descritas por Malcolm C. Smith
en [11] tales dispositivos se muestran en la Figura 3.1. El primero es un inersor
cremallera-pifion y el segundo es un inersor tornillo-volante de inercia. La ventaja
principal del primer dispositivo es que consta de elementos mecanicos sencillos y
es facil de construir, pero si se requiere incrementar la constante de
proporcionalidad llamada inertancia del dispositivo se tendra que aumentar las
dimensiones geométricas del volante de inercia o la relacion de engranaje, lo cual
involucra incrementar el tamafio fisico y el peso del inersor, de manera similar
sucede con el inersor de tornillo-volante de inercia, por lo tanto, esto es una
desventaja de ambos dispositivos. En ciertas aplicaciones del inersor tal como en
una suspension de automovil el espacio de montaje de los elementos de suspension
pasiva es angosto ademas el dispositivo debe contener una constante de inertancia
grande y un tamafio aceptable para poder ser montado. Una forma de incrementar
la constante de inercia sin alterar las dimensiones fisicas del inersor es afiadir una
cremallera que contenga dientes tanto el parte superior como inferior. De esta
manera es posible ampliar la constante de inercia del dispositivo.

&

L

a) Inersor cremallera-pifién. b) Inersor tornillo-volante de inercia.
Figura 3.1: Inersores propuestos en la literatura.
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En esta tesis se propone un nuevo disefio mecanico del inersor lo cual consiste en
una cremallera con doble dentadura, como se muestra en la Figura 3.2. EI motivo
de colocar dos volantes de inercia es para aumentar la constante de inercia 0 masa
aparente del inersor para que contenga un amplio rango de operacion, evitando
alterar las las dimensiones fisicas del inersor.

T T

Terminal 1 Terminal 2
Figura 3.2: Inersor de doble cremallera.

El inersor de doble cremallera estd compuesto por una cremallera que consta de
dientes tanto en la parte superior como inferior, un sistema de engranaje con una
relacion de 2 a 1 y dos volantes de inercia. Para obtener el modelo matematico de
este dispositivo se considera que la terminal 2 esta conectada a tierra de acuerdo a
la Figura 3.2. A continuacion se presenta el modelo matematico del inersor de doble
cremallera, ver Figura 3.3 para caracterizar sus parametros.

91'11'b1 92'12'b2

Pindn motriz ——
M my, /% e Rodamiento
crem -\.le ! «I—-
h‘ 2 hj:hﬂﬁvwﬁﬁmmﬁwﬁﬂwvm x(t)
> S :h':: g = i
' T :

T

2 |
i !

.FF::"?F&J\-WM&&E{J\-\-\-V««L@;
z? 2 L

ey
T e . .
| S N Volante de inercia

93113'b3 94—' [4-! b4-

Figura 3.3: Diagrama cinematico de inersor de doble cremallera.

De la figura interior ry, 1y, 13, 14, 15, 7 SON los radios de paso del sistema de
engranaje, I, I, I3, I, representan el momento de inercia de masa de los engranes,
pifiones y volantes de inercia, 6,, 6,, 65, 8, son los desplazamiento angulares de
cada eje transmision del inersor, b,, b,, bs;, b, son los coeficientes de
amortiguamiento rotacional de los rodamientos y M em, F., x(t) representan la
masa de la cremallera, fuerza de entrada y la posicion de la cremallera,
respectivamente.
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3.1. Ecuaciones cinematicas

Con base en la ley de engranes se procede a obtener las relaciones cineméticas de
posicion y velocidad para la cremallera y los engranes, para asi determinar el
conjunto de ecuaciones que rigen la dinamica del inersor. Por tanto, tales
ecuaciones cineméticas son las siguientes.

X = 7'191 = T'563 o x = Tlgl (31)
_, o T2y
6, = - 6, ~ 6,= - 0, (3.2)
3 e 1 3 e 1 (3.3)
_hh g T
0, = re 7o 0« Oy re 7o 61 (3.4)

Donde x, x y 6,,6,, 6,.0,, 65,05, 6,,0, representan la posicién y velocidad de la
cremallera, la posicion y velocidad angular de los pifiones y engranes,
respectivamente. Para una relacion 2 a 1 del sistema de engranaje en el inersor es
decir, r, =1, =1, =714, 13 =15 Y suponer que los coeficientes de amortiguamiento
rotacional de los rodamientos son iguales, es decir, b; = b, = b; = b,. Asi mismo,
definir las siguientes constantes J, § como la masa equivalente y amortiguamiento
total del inersor. Ahora bien, dadas estas definiciones se calcula la funcion
Lagrangiana y la funcion de disipacién de energia del inersor. A partir de estas
consideraciones se obtiene la ecuacion diferencial de movimiento mediante la
ecuaciéon de Lagrange. Por tanto, la ecuacién que rige la dinamica del inersor es.

J%+ 6% =F, (3.5)

Donde

1 1

5 = 4b, [<r_11>2 + CTZZ)Z] 3.7)

Para mas detalles sobre como obtener la ecuacion (3.5) ver el Apéndice A. Entonces
a la ecuacion dinamica ideal del inersor se le afiade un término adicional, el cual es
el amortiguamiento §. Este parametro representa una fuerza de amortiguamiento
que limita el desplazamiento lineal de la cremallera. Con base en los parametros

J = Mo + U+ 1) () + a4 1) (:-i) (3.6)
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mostrados en la Tabla 3.1 se realiza la simulaciéon en MSC Adams View y en Matlab
Simulink para corroborar el modelo matemético del inersor.

Tabla 3.1 Pardmetros de simulacion

kel | matkel | molkel| ko [S] | e [S] | b [ | A el
0.0

rad
inersor 0.6667 | 0.0 00 |00 . 0.000194 | 3.0 1.0
SDOF 1.4251 | 2.0 00 |2000 |00 0.000194 | 5.0 1.0
TDOF primera | ) se67 | 20 20 3000 |1250 |0.000194 |5.0 1.0
configuracion
TDOF sequnda | ) seer | 50 20 |[3000 |[1250 |0.000194 |5.0 1.0

configuracion

De la tabla anterior f, y a representan la magnitud de la fuerza y el tiempo en que
dura aplicada, respectivamente. Por otra parte, estos parametros son caracteristico
de la funcion impulso mecanico.

3.2. Simulacion virtual del inersor

Al resolver la ecuacion (3.5) mediante Matlab Simulink y realizar la simulacién virtual
en MSC Adams View para comparar los resultados de la respuesta en el dominio
del tiempo de la cremallera al aplicarle una fuerza en forma de impulso se obtiene.

0.15 - ’/""‘"""_""‘“_'""—
Ve ---MSC Adams-Simulacién
g o - --Modelo Analitico
— P
= 01 J 1
s /
> ,/
7
0.05 e 1
e
s~
e
,/
0--" :
0 0.5 1 1.5
Tiempo (s)

Figura 3.4: Posicion de la cremallera.

En la Figura 3.4 es posible notar que ambas soluciones son similares, es decir, tanto
en la simulacion del prototipo virtual y del modelo analitico ademas se puede
apreciar que el desplazamiento de la cremallera es suave, esto es debido a las
fuerzas de inercia inherentes del sistema, principalmente en los volantes de inercia.
Por otra parte, el amortiguamiento en los rodamientos provoca un detenimiento
suave después de haber aplicado la fuerza. En la siguiente seccion se analiza el
comportamiento dinamico del inersor cuando es conectado a sistemas mecanicos
de uno y dos grados de libertad.
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3.3. Modelo matemaético del sistema mecanico MRI de un gdl

En esta seccion se obtiene el modelo matematico para la configuracion masa-
resorte-inersor (MRI) de un grado de libertad (gdl) para analizar las propiedades del
inersor tales como la masa equivalente J y el amortiguamiento §. En esta misma se
realizan simulaciones virtuales del sistema MRI al aplicarle una fuerza de impulso
mecanico a la masa m,. En la Figura 3.5 se muestra tal sistema de un grado de
libertad, lo cual la masa esta conectada a un resorte y a un inersor. El inersor se
representa por medio de un simbolo de un sistema rotatorio por conveniencia. Las
ecuaciones rectoras del sistema se pueden obtener mediante el uso de la sintesis
de redes mecanicas que ya ha sido estudiado [3]. El objetivo de obtener las
ecuaciones que gobiernan la dinamica del sistema es para realizar el andlisis en el
dominio de la frecuencia y asi observar los cambios de amplitud en la respuesta en

estado estable del sistema.
F: f®
X
J,8 !

mq

(@)
7777777

Figura 3.5: Sistema mecanico MRI de un gdl.

Con base en la Figura 3.5 por inspeccion se nota que existe energia cinética de
rotacidon y translacion tanto en el inersor como en la masa m,. La energia cinética
total en el sistema esta dada mediante la siguiente expresién matematica.

1,1 5 75\ 2 71\ ? Ta1\?| .,
T = Emlxl + E Mcremrl + 11 + 12 (E) + 13 (r_5> + 14, (T_6E) 91 (38)

De acuerdo con la ecuacién (3.1) la expresion anterior se puede simplificar como

_ 2 1 .2
T =-mx{+= X5 (3.9)

2 2

142 1o 2
Mcrem + (r_) (I + 1) + <r_2> (I, +1,)

1 1

Por otra parte, el segundo término de la ecuacién (3.9) es la constante de masa
equivalente J del inersor, por lo que la expresion puede reducirse de la siguiente
manera.

T = %(ml + J)x? (3.10)
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La energia potencial del sistema es debido a la deformacién del resorte de rigidez
k, esta dada por la siguiente expresion.

1
V =3kl (3.11)

Por tanto, la funcién Lagrangiana se define como

L= %(ml + x? — %klxlz (3.12)
Dado que el desplazamiento del pifion motriz del inersor solo depende del
movimiento lineal de la cremallera lo cual es la terminal 1 del inersor, ver Figura 3.2,
esta terminal estd conectada a la masa m,. Por lo que, la funcion de disipacion de
energia del inersor solo depende de la respuesta de la masa m, y se puede escribir
de la siguiente manera.

1
D = §6x12 (3.13)
Con base en la funcion Lagrangiana, funcion de disipacion de energia y a la
ecuacion de lagrange se puede obtener la ecuacion dinamica del sistema mecanico
MRI. Por lo cual, cada término de la ecuacidon de Lagrange puede expresarse de la

siguiente manera.

d(aL)—( + )i 3.14
dt axl - ml ] xl ( . )
oL =—k 3.15
P 1X1 (3.15)

oD = Ox 3.16

Por tanto, la ecuacién que rige la dinamica del sistema mecanico MRI de un gdl es
la siguiente.

(my + DE; + 6% + kyxy = f() (3.17)

El primer y segundo miembro de la ecuacion (3.17) representa el efecto de inercia
y amortiguamiento en el inersor, respectivamente. Al aplicar la transformada de
Laplace a la ecuacioén (3.17) con condiciones iniciales nulas se obtiene la funcién
de transferencia para la masa m; dada por la siguiente expresion matematica.
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X1(s) = #F(s) (3.18)

o)
$2X1(s) + ————=sX(s) + Y

1
(my+)) (my +))

Para analizar el efecto del inersor al sistema MRI se aplica una fuerza en forma de
impulso. Un impulso es una fuerza aplicada en un determinado tiempo ver Figura
3.6 y esta dado por la siguiente expresion en el dominio de la variable "s" de
Laplace.

— —— =

«—a——» t

Figura 3.6: Funcién impulso.

t<a

t>q (3.19)

r@ ={fo

En donde f, y a son la magnitud de la fuerza y el tiempo, respectivamente. Y la
representacion en el dominio de Laplace es la siguiente.

1 e—at
F(s)=fo<;— - ) (3.20)
Por tanto, al sustituir la ecuacion (3.20) en la ecuacién (3.18) se obtiene.
) k4 fo <1 e‘“f>
52X,(5) + ———=5X1(s) + ————X,(5) = -— 3.21
R R ) KR ey | Far (3.2

De la simulacién en Matlab Simulink y MSC Adams View de la ecuacién (3.21) se
obtiene el comportamiento dinamico del sistema para corroborar ambos resultados,
ver Figura 3.7. Los parametros para realizar la simulacion virtual del sistema
mecanico que se muestra en la Figura 3.5 se tomaron de la Tabla 3.1. Para poder
comparar las soluciones tanto de Simulink como Adams se importaron los
resultados a Matlab con la finalidad de encimar las graficar y asi poder ver la similitud
de las respuestas de ambos programas de simulacion.
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0.08

---MSC Adams-Simulacion
0.06 - —Modelo Analitico ]

0.04

0.02

X1(t) (m)

-0.02

-0.04 ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tiempo (s)

Figura 3.7: Posicion de la masa m;.

De la figura anterior se puede apreciar que la solucién de la ecuacion (3.24) lo cual
representa el modelo analitico del sistema MRI de un gdl es idéntica a la solucién
obtenida mediante la simulacion virtual.

3.4. Simulacion del prototipo virtual MRI

Se realizaron simulaciones utilizando el modelo matematico en Matlab-Simulink y
también con el prototipo virtual en MSC Adams View con base en los parametros
mostrados en la Tabla 3.1. En la Figura 3.9 se presenta la respuesta en el dominio
del tiempo de la masa inercial m, al aplicarle una fuerza de impulso mecéanico.

0.15¢ ‘ . 1
0.13 - MSC Adams-Simulacién
| m,=2; J=1.4251; 5=12.6419 |
’g 0.1 7 /,1""\ ----- Sin inersor J=0; §=0 I
~— ,‘L.,
= S ~
<0050 /0 AN I N\ N
> jf{;' \ Y / \ !\ //\\ ;f
& b kY [P } 3
0 VN )A ;" ----- O A 7
\ ‘_fi_,’ \ / "\ { \‘ {
v VOV
_0.1 Il Il Il 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Tiempo (s)
Figura 3.8: Respuesta a un impulso de la masa m;.
En la Figura 3.8 se puede notar que el inersor mejora la puesta dinamica de la masa
m, cuando se le aplica una fuerza de impulso mecanico, esto es debido a la fuerza

de amortiguamiento que le proporciona el inersor a la masa inercial. Ahora falta
investigar si el inersor mejora el comportamiento dindAmico de la masa m,; cuando
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se aplica una fuerza armonica. Para analizar mas detalladamente el efecto del
inersor en el sistema MRI de un grado de libertad se realiza un analisis en el dominio
de la frecuencia con la finalidad de ver cdmo se comporta el sistema ante una fuerza
armonica con una frecuencia de excitacion w. Posteriormente, se utiliza el teorema
de Buckingham Pi para definir las variables adimensionales. Al elegir las siguientes

] )

. . . k
variables adimensionales w; = /—1, p=— Q== 1=
mq mq Wy 2myw,

que representan la

frecuencia natural, relacibn de masa equivalente del inersor a masa, relacion de
frecuencias y el factor de amortiguamiento, respectivamente. La solucion de la
ecuacion (3.17) del sistema mecanico que se muestra en la Figura 3.5 puede
representarse de la siguiente manera.

x1kq _ _ 1
fo {1 - 1+ w2+ (270)2

(3.22)

— 1=0.0 (=0.0
e 1y=0,3 (=0.1
p=0.6 (=0.1|]
o 1=0.9 (=0.1

Figura 3.9: Respuesta en frecuencia de la masa m;.

Al variar la variable adimensional u se modifican las frecuencias naturales y asi
mismo las amplitudes de vibracion tal como se muestra en la Figura 3.9. Por tanto,
el inersor no mejora la respuesta dinamica de la masa m,; cuando una de sus
terminales se conecta a tierra.

3.5. Sistema mecanico MRI de dos gdl primera configuracion

En la Figura 3.10 el inersor es conectado a un sistema mecanico de dos grados de
libertad para analizar su efecto ante una fuerza impulso. Al conectar una de sus
terminales a la tierra mecanica, el inersor no presenta aceleracion relativa en ellas.
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Debido a esta restriccion la energia cinética de rotacion interna en el inersor solo
depende del desplazamiento de la masa m;.

f@®
—>
X2
X1
g 1.6
¢ /\O
é my m,
+— M\ —
1 K 2

Figura 3.10: MRI-TDOF Primer configuracion.

Por tanto, la energia cinética y potencial en todo el sistema puede representarse de
la siguiente manera.

1, 1 ., 1

T = §m1x12 + Emzx;‘f + E]xf (3.23)
1 1

V = Ekle + Ekz(xl - x2)2 (324)

De acuerdo a la ecuacion de Lagrange la funcién Lagrangiana puede ser expresada
como;

1 1 1 1
L=§(m1+Dxf+§mhx§—§kgf—zkﬂxl—xg2 (3.25)

La funcién de disipacion de energia debido a la friccion en los rodamientos puede
ser expresada de la siguiente manera.

1
D =583 (3.26)

Al aplicar la ecuacién de Lagrange se obtiene

d /0L .
E(W) = (my + J1)%; (3.27)
1
dL
a_x1 = —(ky + ky)x; + kyxy (3.28)
oD )
a—xl = 6X1 (329)
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Por tanto, la ecuacion que rige el comportamiento dinamico de la masa m, es
(my + J)%; + 0%1 + (ky + kp)xg — koxp, = f(T) (3.30)
Al realizar el procedimiento de manera analoga para la masa m, se obtiene
mzjéz + kz(Xz - xl) - 0 (331)

Al aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones (3.30) y (3.31) con
condiciones iniciales nulas se obtienen las funciones de transferencia en términos
de la respuesta de cada masa inercial del sistema.

X, (s) m,s? + k, (3.32)
F(s) — {(my+))s?+ 6s + (ky + ky)}(mys? + ky) — (k2)? .
X3 (s) _ k; (3.33)

F(s) ~ {(my +])s?+ 8s + (ky + ky)}(mys? + ky) — (ky)?

Con base en la representacion anterior es posible obtener la respuesta a una fuerza
en forma de impulso al sustituir la ecuacion (3.19) en (3.32) y (3.33). Por tanto, se
obtiene.

e m,ys? + ky L
1) = G + )57 4 65 + Gy + k)Y (mas? 1 ) — ()20 <E - T) 539

B k, 1 e
Xo(S) = o T D52+ 85 + ks + k) (mys £ 165) — ()2 0 <§ - T) (3.35)

Con base en los parametros mostrados en la Tabla 3.1 la respuesta en el dominio
del tiempo para cada subsistema dada una fuerza impulso es.

0.02 T T 0.03
---MSC Adams-Simulacion

0.015 - —Modelo Analitico i 0.02
Datos: J=0.6667; /=12.6419;

---MSC Adams-Simulacion
—Modelo Analitico
Datos: J=0.6667; §=12.6419;

o

o

=2
:

0.005 A AN AW NPT

X, (t) (m)
X, (1) (m)

- v 4 i a
. '+ - 7N
‘

-0.005 -0.02+

-0.01 ' ' 4
0 2 4 6 8 10 0'030 2 4 6 8 10

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.11: Respuesta al impulso de m; y m,.

33



Modelado y simulacion

La solucion tanto del modelo analitico como de la simulacion en MSC Adams View
es similar. La fuerza en forma de impulso se aplico a la masa m,. Se puede apreciar
qgue la amplitud de la masa m, es menor que la amplitud de la masa m,, esto debido
a que el inersor absorbe una cantidad de energia por medio de los volantes de
inercia. Cuando la cremallera transmite la energia cinética de translacion al sistema
de engranajes y estos a los volantes de inercia, se presenta una fuerza opuesta al
desplazamiento de la cremallera, lo cual hace que el desplazamiento de la masa
primaria sea menor. Por otra parte, cuando el resorte libera energia potencial la
cremallera tendra que desplazarse en sentido contrario en ese instante los volantes
liberan energia cinética de rotacion.

3.6. Simulacion del prototipo virtual TDOF primera configuracion

Por medio de Matlab Simulink y MSC Adams View se realiz0 la interface para
obtener la respuesta de ambos subsistemas con base en los parametros de la Tabla
3.1. De la misma manera se aplico una fuerza impulso a la masa primaria. Por
tanto, los resultados demuestran la correlacién con los modelos analiticos.

0.045
---MSC Adams-Simulacion|
=== Modelo Analitico

—Sin inersor

0.035

0.015

X4 (t) (m)

-0.02

[ [N s
-=-MSC Adams-Simulacion
- Modelo Analitico
. . 0.04 —Sin Inersor

X, (t) (m)

2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 3.12: Simulacion en MSC Adams TDOF primera configuracion.

En la Figura 3.12 se puede notar que el inersor mejora la respuesta dindmica tanto
de la masa m; como de la masa m, cuando se aplica una fuerza de impulso
mecanico a la masa m,. Por otra parte, se necesita saber si el inersor mejora la
respuesta de ambos subsistemas cuando se aplica una fuerza arménica con una
frecuencia de excitacidn w a la masa m,. En la siguiente seccién se realiza este
estudio al representar la respuesta en frecuencia de cada masa inercial en términos
de las variables adimensionales.
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3.7. Respuesta en frecuencia del sistema mecanico MRI-TDOF primera
configuracion

Para analizar el efecto del inersor en la respuesta de cada subsistema mostrado en
la Figura 3.10 se debe obtener la respuesta en frecuencia y posteriormente realizar
un analisis dimensional. Reemplazando la variable s por jw en las ecuaciones (3.32)
y (3.33) es posible obtener la respuesta en frecuencia para ambas masas inerciales.
Por tanto, la respuesta en estado estable para la masa inercial m, es.

X1(jw) ky — myw?
F(](U) B (m1m2 +]m2)0.)4' - (mlkz +]k2 + mzkl + mzkz)wz + k1k2 +j(6k2w - m26w3)

(3.36)

Por otra parte, la ecuacion en estado estable para la masa m, se obtiene de manera
anéloga.

X;(w)
F(jw)

K, (3.37)
- (m1m2 +]m2)(l)4 - (m1k2 +]k2 + mzkl + mzkz)wz + klkZ +](6k2(l) - m26w3)

. . . . ., — k
Las variables adimensionales para esta configuracion son las siguientes w; = m—1

1

)

_/ﬁ 8 o _J g2 p_Mm — @2 It ;
w2 = [ (= s M= Q= or B = 4= las dos ultimas variables

1
adimensionales que se agregan a este analisis representan la razén de masas
inerciales de cada subsistemay la razén de frecuencias naturales, respectivamente.
Cabe sefalar que estos parametros se eligen por conveniencia para poder analizar
la respuesta en estado estable de cada subsistema de manera general. Por tanto,
la ecuacion en estado estable normalizada para la masa m, es.

x1ky
= H1(ﬂ; .81 ql (11 'Q)
fo
B (4% — 02)? (3.38)
T A+ Wt =T+ A+ +B)e?10% + ¢21 + (26,9 (q? — 02)?
De la misma manera se obtiene la respuesta adimensional de la masa m,.
Xakq
= HZ(M: ,8, q, {1' ‘Q)
fo
(3.39)

_ (q%)?
{A+wa*—[1+ A +p+p)g?10% + q*}* + (2§2)%(q* — Q?)?
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A continuacion se grafica la respuesta en estado estable de la masa m, y m, al
hacer variar la variable adimensional Q y u y considerandoque § =q=1,(; =0.1.
Solo se considera el efecto del inersor en el sistema.

— #=03 (,=0.1]

Hl("ll B' q, (1! Q)

wq

Figura 3.13: Respuesta en frecuencia de m; MRI-TDOF Primera configuracion.

En la Figura 3.13 se puede notar que al hacer variar la variable adimensional ¢ en
la respuesta en estado estable H, la amplitud crece en las frecuencias de resonancia
ademas se puede apreciar que el inersor modifica las frecuencias naturales del
sistema. Por otra parte, se puede observar que todas las curvas se cortan en un
solo punto sobre el eje horizontal de la respuesta H,, la ubicacion de este punto
siempre estard dado por la variable adimensional g. El inersor no mejora la
respuesta dindmica de la masa m, en esta configuracion dado que las amplitudes
crecen en las frecuencias de resonancia.

Por otra parte, la respuesta en estado estable de la masa m, es.

— p=0.0 (,=0.0
— p=0.3 C1=0.1 ]
p=0.6 (=0.1
— p=0.9 (,=0.1|

10¢

H,(1,B,9,$1, Q)

25 3

w1

Figura 3.14: Respuesta en frecuencia de m, MRI-TDOF primera configuracion.

De la figura anterior se puede observar que el inersor modifica las frecuencias
naturales ademas los picos de resonancia aumentan en estas mismas.
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3.8. Sistema mecanico MRI de dos gdl segunda configuracién

En la Figura 3.15 el inersor es afladido a un sistema mecanico de dos grados de
libertad para analizar su efecto en la respuesta dinamica de ambos subsistemas
ante una fuerza de impulso mecanico. En este caso el inersor es conectado entre
los extremos de m, y m,, lo cual existe aceleracion relativa en sus terminales. En
esta configuracion se analiza en forma detallada el efecto del inersor dado que se
originan fuerzas opuesta en sus terminales cuando se sintoniza a la segunda
frecuencia natural, es decir el segundo modo de vibracién. Debido a esta restriccion
la energia cinética de rotacion interna en el inersor depende del desplazamiento de
ambas masas. Por tanto, el desplazamiento angular del pifién puede ser expresado
de la siguiente manera.

1 . 1
0 =—(x;—x3) =~ 0 =— (X1 — %) (3.40)
T 7

1

N\

A\NN NN\

Figura 3.15: MRI-TDOF segunda configuracion.

La funcién Lagrangiana se obtiene al calcular la energia cinética y potencial del
sistema. Por tanto, la energia cinética y potencial es

1 1 1
2 2 2
1 1
V = Eklxlz + Ekz(xl - xZ)Z (3.42)
Esto produce
1 1 1 . ) 1 1
L= Emle + Emzxzz + Ej(xl — %)% — §k1x12 — EkZ(xl —x,)? (3.43)

La funcién de disipacion de energia del inersor esta dada por la siguiente expresion.
1. .
D= ES(xl —x,)? (3.44)
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Por medio de la ecuacion de Lagrange se obtienen las ecuaciones rectoras del
sistema.

LY 2 4y, g 3.5
dt \ox, = (my + ¥ — J%, (3.45)
oL
—_— = _(kl + kz)xl + kzXz (346)
0xq

oD ) )

oz, = 0t — %) (3.47)

Por tanto, la ecuacion que rige el comportamiento dindmico de la masa m, es
(my + )Xy — JX; + 6(% — %) + (ky + kp)xy — kox, = f(2) (3.48)
De la misma manera se obtiene la ecuacion dinamica para la masa m,
(my + )%, —J%; +8(%; — %1) + ka(xy —x1) =0 (3.49)

Mediante Matlab Simulink se resuelven las ecuaciones (3.48) y (3.49) de acuerdo a
los parametros de la Tabla 3.1. Por otra parte, la respuesta para cada subsistema
es comparada con la simulacioén virtual en MSC Adams, ver Figura 3.16.

0.06

---MSC Adams-Simulacion

—Maodelo Analitico
Datos: J=0.6667; §=12.6419;

---MSC Adams-Simulacion
—Modelo Analitico
0.04 Datos: J=0.6667; $=12.6419; 0.04

0.02- 0.02 -

Xz() (m)

X () (m)

0

002"

T 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.16: Respuesta en el tiempo de m; y m,.

En ambas soluciones, tanto el modelo analitico como la simulacion, las respuestas
de las masas inerciales son idénticas de esta manera se validaron los modelos
matematicos. Se concluye que el inersor ayuda a atenuar la respuesta de ambos
subsistemas. Se puede apreciar que la respuesta de la masa m,, la amplitud es
menor en el intervalo de 1 <t<2s, esto es debido a que el inersor desarrolla
fuerzas opuestas al movimiento de la masa m,. En la Figura 3.17 se muestra la
simulacién de todo el sistema cuando las masas se separan entre si, los volantes
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de inercia giran en sentido antihorario, lo cual absorben energia cinética de rotacion.
Ahora bien cuando se alcanza la maxima deformacion de los resortes a causa de
la fuerza de excitacion sobre masa m; y de las fuerzas de inercia, los resortes
liberan energia potencial almacenada, por lo que las masas van a tratar de unirse
virtualmente. En ese instante los volantes liberaran la energia almacenada, lo cual
produce una fuerza opuesta al movimiento de la cremallera para contrarrestar el
movimiento de ambas masas.

006 R RRRRTR

---MSC Adams-Simulacion
—Modelo Analitico
0.04 -

—Sin inersor

Xy (m)

“m\mw

015"~ ---MSC Adams-Simulacion |
—Modelo Analitico
01- —Sin Inersor

0.05-

X, (m)

-0.05

01 . . .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tiempo (s)

Figura 3.17: Simulacion en MSC Adams TDOF Segunda configuracion.

Por otra parte, la respuesta del sistema mecanico mostrado en la Figura 3.15
aumenta cuando se desconecta el inersor, tal respuesta es la curva azul de la Figura
3.17 y se reduce a un sistema-masa resorte de dos grados de libertad.

3.9. Respuesta en frecuencia del sistema MRI-TDOF segunda
configuracion.

Al obtener la funcion de transferencia de la ecuacién (3.48), representarlas en el
dominio de la frecuencia, sustituir las variables adimensionales descritas en la
seccion anterior y cambiar la variable adimensional factor de amortiguamiento por
la siguiente expresion.

5 5
¢ = (3.50)

B Zmzwz B Zﬂ kzmz

La respuesta normalizada para cada masa inercial puede ser representada de la
siguiente manera.
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X ky
fO = HI(#' ﬂ' q' 52' 'Q)
= (Bq? — (B + w22 + (28,902 (3.51)
(B +u+up0*—[(B+n+ B+ P2q%10% + B2} + (25,890)%[1 — (1 + BO2]?
La amplitud en estado estable para el segundo subsistema es
k
x;ol =H,(w, B, 9,2 )
(3.52)

_ J (B4 — 102 + (25,99
{(B+u+up)0* —[(B+w+ (B +B)q?1Q% + Bg?}? + (2,Hq0)?[1 — (1 + pHQ?]?
Para analizar el efecto del inersor en la respuesta de m, y m, en estado estable se
considera los siguientes valores de las variables adimensionales f =q=1y {, =
0.1. Por lo que, la Unica variable adimensional a estudiar es u haciendo variar la
relacion de frecuencia forzada Q. De esta manera, se obtiene el efecto de la variable
u en los picos de resonancia para la masa m;.

20
[ — p=0.0 CZ=Q.U

— 1=0.3 (,=0.1
11=0.6 C2=0.1
— =09 C2=0.1

15+

Hi(1,B,9,32,9Q) 10

Figura 3.18: Respuesta en frecuencia de m; MRI-TDOF segunda configuracion.

Por otra parte, la respuesta en estado estable normalizada de la masa m, es
30 T ]

—_ ;L=O.I0 (,=0.0
— =03 C2=0.1

1=0.6 {2=0.1
1n=0.9 (,=0.1

25"

20

HZ(”!B’ q, (Z'Q) 15?
10 -

Q=—
wq

Figura 3.19: Respuesta en frecuencia de m, MRI-TDOF segunda configuracion.
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Modelado y simulacion

EL inersor modifica las frecuencias naturales del sistema y puede reducir las
amplitudes de vibracion en esta configuracion. La razén es porque el inersor
desarrolla fuerzas opuestas al movimiento de ambos subsistemas en cualquiera de
los modos de vibracion. Bajo estas consideraciones, se puede notar que la amplitud
de la masa m, es casi nula en la segunda frecuencia natural, mientras que en la
primera es mayor, lo mismo sucede para las amplitudes de resonancia para la masa
m;. Adicionalmente, los cambios de amplitud en las frecuencias de resonancia
pueden originar dafios en algiin componente fisico de una maquina, muchos autores
sugieren optimizar la respuesta de un sistema vibratorio, lo cual implica optimizar
los parametros fisicos del sistema tales como, rigidez, amortiguamiento y masa
equivalente del inersor. En el siguiente capitulo se abordara detalladamente este
tema para optimizar la respuesta de esta configuracion, es decir el inersor es
conectado en los extremos de las masas inerciales. Existen diversos métodos de
optimizacién por ejemplo los métodos numéricos secuenciales y los métodos
analiticos ambos presentan un alto grado de complejidad por el nimero de variables
que involucran la funcién objetivo. La funcion objetivo es la que se desea optimizar,
este caso la funcién objetivo es la respuesta en estado estable de cualquier masa,
y las restricciones estaran dadas en las variables adimensionales.

41






Optimizacion H,,

Capitulo 4

Optimizacion H,

4.1. Introduccion alos métodos de optimizacion

La localizacion de raices y la optimizacion estan relacionadas, en el sentido de que
ambas involucran valores iniciales y la busqueda de un punto de referencia. La
diferencia fundamental entre ambos tipos de problemas es en que la localizacién de
raices es la busqueda de los ceros de una funcién o funciones. En cambio, la
optimizacién es la busqueda ya sea del minimo o del maximo.

El 6ptimo es el punto donde la curva es plana. En términos matematicos, esto
corresponde al valor de x donde la derivada f'(x) es igual a cero. Ademas, la
segunda derivada, f"'(x), indica si el 6ptimo es un minimo o un maximo: si f"'(x) <
0, el punto es un maximo; si f"'(x) > 0, es un minimo.

Si se analiza ahora la relacion entre las raices y el 6ptimo, es posible sugerir una
estrategia para determinar este Ultimo; es decir, se puede derivar la funcion y
localizar la raiz (el cero) de la nueva funcion. De hecho, algunos métodos de
optimizacién tratan de encontrar un 6ptimo resolviendo el problema de encontrar la
raiz. f'(x) = 0. Debera observarse que tales busquedas con frecuencia se
complican porque f’(x) no se puede obtener analiticamente. Por tanto, es necesario
usar aproximaciones por diferencias finitas para estimar la derivada.

Mas alla de ver la optimizacidon como un problema de raices, debera observarse que
la tarea de localizar el éptimo esta reforzado por una estructura matematica extra
gue no es parte del encontrar una simple raiz. Esto tiende a hacer de la optimizacion
una tarea mas dificil, en particular con casos multidimensionales.
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Uno de los métodos para optimizar funciones de multiples variables es el método
de los multiplicadores de Lagrange. Este método se desarroll6 para optimizar
problemas con restricciones, es decir, problemas de optimizacion donde las
variables estan limitadas en alguna forma. Un problema de programacion
matematica u optimizacién generalmente se puede establecer como

Determinar x, que minimiza o maximiza f(x)

Sujeto a

di(x) <a i=12,...,m (4.2)
ei(X) < bi i=1,2, ., p (42)

Donde x es un vector de disefio n-dimensional; f(x) es la funcion objetivo; d;(x)
son las restricciones de desigualdad; e;(x) son las restricciones de igualdad; my p
son numeros naturales y a; y b; son las constantes.

Los problemas de optimizacion se clasifican considerando la forma de f(x):

e Si f(x) y las caracteristicas son lineales, se tiene un problema de
programacion cuadratica.

e Si f(x) es cuadrética y las restricciones son lineales, se tiene un problema
de programacion cuadratica.

e Sif(x) no eslineal ni cuadratica y/o las restricciones no son lineales, se tiene
un problema de programacion no lineal.

Cuando las ecuaciones (4.1) y (4.2) se incluyen en la optimizacion, se tiene un
problema de optimizacién restringido; de otra forma, se trata de un problema de
optimizacién no restringido.

Para la optimizacion multidimensional no restringida existen métodos directos tales
como busquedas aleatorias, busquedas univariadas y blsquedas de patrones, no
requieren la evaluacion de las derivadas de la funcién. Por otro lado, los métodos
de gradiente utilizan la primera y segunda derivada para encontrar el 6ptimo. Como
en la localizacion de raices, los problemas de optimizacion unidimensionales se
pueden dividir en métodos cerrados y métodos abiertos. La busqueda por seccién
dorada es un ejemplo de un método cerrado que depende de los valores iniciales
gue encierran un solo valor éptimo. Este es seguido por un procedimiento cerrado
algo mas sofisticado (la interpolacion cuadratica). Por otra parte, los métodos
abiertos estan basados en la idea del calculo para encontrar el minimo o maximo al
resolver f'(x) = 0. Esto reduce el problema de optimizacion al encontrar la raiz de
f'(x) mediante las métodos con gradiente y el método de Newton. Los métodos con
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gradiente utilizan en forma explicita informaciéon de la derivada para generar
algoritmos eficientes que localicen 6ptimos. Del calculo diferencial, la primera
derivada de una funcion unidimensional proporciona la pendiente de la recta
tangente a la funcion que se analiza. Desde el punto de la optimizacién, esta es una
informacion util. Por ejemplo, si la pendiente es positiva, no indica que al
incrementar el valor de la variable independiente no conducira a un valor mas alto
de la funcion que se esta analizando.

Del calculo, también se sabe que la primera derivada puede indicar cuando se ha
encontrado un valor 6ptimo, puesto que este es el punto donde la derivada toma el
valor de cero. Ademas, el signo de la segunda derivada puede indicar si se ha
alcanzado un minimo (positivo en la segunda derivada) o un maximo (negativo en
la segunda derivada).

Estas ideas son utiles en los algoritmos de busqueda en una dimension. No
obstante, para entender por completo las busquedas multidimensionales, se debe
primero entender cOmo se expresan la primera y segunda derivada en un contexto
multidimensional.

A continuacion se explica de manera breve “El gradiente”. Suponga que se tiene
una funcion en dos dimensiones f(x,y). Un ejemplo podria ser su altura sobre una
montafia como una funcién de su posicion. Suponga que usted esta en un lugar
especifico sobre la montafa (a, b) y quiere conocer la pendiente en una direccién
arbitraria. Una forma de definir la direccion es a lo largo de un nuevo eje (h) que
forma un angulo (8) con el eje x como se muestra en la Figura 4.1. La elevacion a
lo largo de un nuevo eje puede entenderse como una funcién g(x). Si usted define
su posicién como el origen de este eje, es decir h = 0, la pendiente en esta direccion
podria designarse como g'(0). Esta pendiente, que se llama derivada direccional,
se puede calcular a partir de las derivadas parciales a lo largo de los ejes x y y
mediante.

0 0
g'(0) = %cos(@) + %sin(@) (4.3)

Suponiendo que el objetivo es obtener la mayor elevacién con el siguiente paso, por
lo que la pregunta légica seria: ¢ En qué direccion esta el mayor paso de ascenso?
La respuesta a esta pregunta es proporcionada mediante lo que matematicamente
se conoce como el gradiente, el cual se define asi:

of . of.

V=3t 5y (4.4)
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Este vector también se conoce como “nabla f”, el cual se relaciona con la derivada
direccional de f(x,y) enel punto x = ayy = b. Donde las derivadas parciales estan
evaluadasenx=ayy=»

\

S T Q

}’ir

Figura 4.1: Gradiente direccional.

Dado que se sabe bien la definicion de optimizacion y de algunos métodos. En este
tema de tesis se desea optimizar la respuesta vibratoria del sistema mecanico MRI-
TDOF de dos grados de libertad mostrado en la Figura 3.15. Se elige esta
configuracion porque en las terminales del inersor existe aceleracion relativa, es
decir, el inersor estd conectado en los extremos de la masa m; y m, y como
consecuencia se generan fuerzas opuestas al movimiento de los elementos masa.
En otras palabras en esta configuracion se puede analizar completamente el
comportamiento dindmico del inersor en condiciones de resonancia.

Un método de optimizacion comunmente visto en la literatura es la “Teoria de los
puntos fijos” lo cual fue propuesta por Den Hartog y Ormondroyd para la
optimizacién de absorbedores de vibracién amortiguado (DVA) en términos de
minimizar la respuesta de la amplitud maxima del sistema primario. De acuerdo, a
este principio Hahnkamm dedujo las relaciones éptimas para ajustar los parametros
del DVA, mas tarde Brock desarrollé la funcion de amortiguamiento éptimo [25-27].
Por otra parte en [28], se propone un método numérico para optimizar los
pardmetros de un TMD de mdltiples grados de libertad llamado método del
subgradiente para maximizar el amortiguamiento minimo de los modos de vibracion
en un rango de frecuencias prescritas. El procedimiento de optimizacion minmax
para el disefio de absorbedores de péndulo de vibracion dinamica usado con un
sistema primario amortiguado. Este problema es formulado proporcionando los
pardmetros de un absorbedor péndulo lo cual puede minimizar la amplitud de
vibracion del sistema primario y disminuye la sensibilidad de la respuesta del
sistema primario para ciertas frecuencias de excitacion [29,30]. Ademas de estos
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meétodos el criterio de Chebyshev ha sido aplicado para el disefio 6éptimo de los
parametros de un TMD, este método consiste aproximar la funcién objetivo a un
polinomio de orden menor, por lo que este método requiere de un algoritmo iterativo
para la busqueda de los pardmetros 6ptimos [31,32].

4.2. Optimizacion H,

La optimizacion H,, es analoga a la “Teoria de los puntos fijos” [33]. A partir de la
funcion de respuesta en frecuencia normalizada o de forma adimensional este
método puede ser aplicado para minimizar la maxima amplitud en las frecuencias
de resonancia. Por otra parte, es posible determinar dos frecuencias llamadas
puntos fijos, donde la amplitud de vibracion es independiente de la razon de
amortiguamiento. A partir de esta analogia se determinan los parametros 6ptimos
de un TMD [34].

Ahora bien, para poder aplicar la técnica de optimizacion H,, al sistema mecanico
de dos grados de libertad segunda configuracion se puede utilizar la respuesta en
frecuencia de la masa m;. Esto se hace para seleccionar las dimensiones 6ptimas
del volante de inercia del inersor, la constante de rigidez k, y 6, lo cual es el
amortiguamiento equivalente en el inersor. Por tanto, la funcién objetivo a minimizar
es.

x1ky
= Hl(:u'ﬁ' q' ZZ'Q)
fo

_ J (Ba* — (B + W02 + (20,$q9)?

(4.5)

{B+u+up)* —[(B+ )+ B+ B0 + Ba?} + (20:pq0)%[1 — (1 + pO?]?

El problema de optimizacién se formula para minimizar la magnitud de vibracién en
las frecuencias de resonancia del sistema MRI de dos grados de libertad. Para una
relacion de masa f3, la solucién al problema de minimizacion de la méxima amplitud
es.

min (max( H, (Qi)))
mada \

Sujetoapu=>0,q=0,{,=>0yQ;,i=1,..,N son las soluciones reales y positivas
de la siguiente ecuacion.

OH?

ETre 0 (4.6)

La ecuacion (4.6) puede ser transformada en una funcion polindbmica con respecto
a Q2, por tanto HZ puede ser escrita como.
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n
H2 ="
m
_ (Bq? — (B + w)Q*)? + (2{,8q9Q)* (4.7)
{B+p+up)*—[(B+w)+ B+ G102 + Bq?} + (2,902 [1 — (1 + Q%]

Por tanto,
, gpn ., 0m
OHi _™Mp3az” "aq7 _ (4.8)
00?2 m?2
La ecuacion (4.8) es equivalente a
on aom
- nN—= 4.9
m 302 n 302 0 (4.9)

Para poder aplicar la ecuacion (4.9) y resolver el problema de optimizacién se debe
hacer la siguiente suposicion. Si el amortiguamiento en el inersor § = 0 se concluye
que ¢, =0 entonces la resonancia ocurre a las dos frecuencias resonantes no
amortiguadas del sistema, cuando el amortiguamiento ¢, = o, las dos masas m, y
m, virtualmente se unen entre si, y el sistema se comporta en esencia como un
sistema de un grado de libertad. Por tanto, la amplitud de H, es infinitoparad =0y
también con § = c. En alguna parte entre estos limites, el pico de H; sera minimo.
Para poder concebir esta idea, la siguiente Figura 4.2 se muestra las curvas para
tales consideraciones.

15 \
—u=0.0 (=0.05 q=1 (,=0.0
—§=0.0 (=0.05 g=1 (,=0.1
— 4=0.03 $=0.05 =1 (,= oo
10
Hl(”l B' q, zz' ﬂ)
5 - -
0 !
0 0.5 1 1.5 2
w
Q==
wq

Figura 4.2: Efecto del inersor en la respuesta de la masa principal.

Como se puede ver en la Figura 4.2 todas las curvas se cortan en los puntos A y
B independientemente del valor de amortiguamiento [35]. Estos puntos se pueden
localizar de acuerdo a las siguientes consideraciones. Al sustituir la relacion de
amortiguamiento ¢, = 0 en la funcidon H; normalizada, se obtiene.
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(B4 — (B +1)02)? 410
b m = j Grur i@ -G+ + G+ aEsper 0
Ahora bien, cuando el factor de amortiguamiento ¢, = oo. La funcion H; es
H,(B,Q) = ! =H (4.11)
W= [E-arpar = '

Dado que la amplitud de H; cuando {, =0 y {, = o es infinita, al igualar las
ecuaciones (4.10) y (4.11) es posible localizar los puntos A y B en las curvas de
respuesta en frecuencia.

Hl(#'[i q,Q) = Hl(é)mﬂ) (4.12)
Esto produce
[B% + 2u+ 2)B +2u]Q* — [(1 + Bq® + q*)B + 1]2Q% + 2Bq* = 0 (4.13)

Las dos raices de la ecuacién (4.13) indican los valores de la relacion de frecuencia
Q4 = wy/0 Y Q5 = wg/w, correspondientes a los puntos A y B. Lo cual estan dadas
por la siguiente expresion.

0 g
_(BG*+q* + DB+ uF (B +2B3 + BA)q* — [Bu+ Qu+ 2)B?12q2 + (B + )2 (4.14)
- B2+ (2u+2)B + 2u

Las ordenadas de A y B se determinan sustituyendo en la ecuacion (4.11). Para
optimizar la respuesta del sistema MRI, las amplitudes de vibracién en las
frecuencias de resonancia deben ser iguales para no provocar fluctuaciones de
carga dinamicas causadas por cambios imprevistos en los picos de resonancia [36].
Por tanto, se debe sustituir Q3 y Q% en la funcién H.,.

1(B, Q) = H (B, Q
e ey (4.15)
Esto produce
(B*+2B° + *)q* — [2uB + Cu+2)%1q* + (B+uw)? =0 (4.16)
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Resolviendo para la variable adimensional g mediante un tratamiento matematico.
Por tanto, se obtiene

q(u B) = A+mwp+u (4.17)
B(1+B)?

Como era de esperarse el inersor modifica las frecuencias naturales dado que la
variable adimensional g representa la razon de frecuencias naturales. Ademas
proporciona informacion adicional, el cual dice en qué relacion de frecuencia forzada
Q ocurre el segundo modo de vibracion del sistema. Por otra parte, si 4 = 0, es decir,
la masa equivalente | es aproximadamente cero el Unico efecto en el inersor es el
amortiguamiento debido a los rodamientos, lo cual provocaria que la ecuacion (4.17)
se reduzca a la siguiente expresion.

1

q= —(1 oy (4.18)
Y se tendria como resultado la variable adimensional Ooptima para sintonizar un
absorbedor de vibracion dindmico amortiguado (TMD) que ya ha sido tratado
ampliamente. Regresando al caso, una forma de encontrar la correlacion entre la
variable u y B de la ecuacion (4.17) es utilizar el concepto del gradiente direccional,
esto involucra determinar el maximo o minimo global éptimo de la funcion q(u, B)
simplificando se obtiene.

aq(u, B) N dqwB) _

" 57 0 (4.19)

Va(uw, B) =

Con base en las condiciones iniciales del problema de optimizacién se conoce el
valor de m; y m, lo cual estan relacionadas con la variable adimensional g.
Entonces u debe estar expresada en relacion a . Por tanto, se obtiene.

_ BB+
Hoptima = 3(3 i Zﬁ) +1 (420)

Ahora que se conoce el parametro Usytimq €S POsible calcular la masa equivalente
del inersor. Para poder calcular la rigidez k, 6ptima se debe sustituir la ecuacion
(4.20) en (4.17). De esta manera la variable adimensional g4 y¢imq €sta dada por la
siguiente expresion matematica.
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_ 2+p)B+2
Qoptima = \/(2,3 F D+ B)? (4.21)

Las ecuaciones (4.20) y (4.21) indican como ajustar los parametros 6ptimos k, y J
de rigidez y masa equivalente del inersor, respectivamente. Pero no indican el valor
optimo de la relacion de amortiguamiento ¢, y el valor correspondiente de H,. El
valor éptimo de ¢, se determina haciendo la curva de respuesta H; lo mas plana
posible en los picos A y B tal como se muestra en la Figura 4.3. Esto se logra
mediante la ecuacion (4.9), por tanto se obtiene.

on

50z = 2B+ wIBe* — (B +wQ%] + 28:B9)° (4.22)

s S —
> — ;=033 §=1.0 =0.64 (,=0.15|]
—— =033 §=1.0 =0.64 (,=0.20| |

§=0.33 5=1.0 q=0.64 (,=0.30

4=0.33 4=1.0 q=0.64 (,=0.35 |
— ;=033 =1.0 q=0.64 (,=0.43 ]

3

—— =033 =1.0 q=0.64 (,=0.50

H(wp q.7.0 (1=0.33 4=1.0 q=0.64 (,=0.65 |
1(# B.as, ) A B —— =033 =1.0 q=0.64 (,=0.75| |
2 —— ;=033 §=1.0 q=0.64 (,=0.85|
(#=0.33 =1.0 q=0.64 (,=0.95 |
1
0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.5 1 15 2
7
Q=—
w1

Figura 4.3: Respuesta en estado estable H; para diferentes valores de (,.

Por otra parte, el segundo miembro de la ecuacion (4.9) puede ser expresado de la
siguiente manera.

d
—a7 = 208 + i+ upR! — (B + ) + (B + F)q?]02

+Bq*H2(B + u+up)Q?* — [(B+w) + (B + B¢ (4.23)
- 2(1+ B)(2%LLqM%[1 — (1 + B0
+ (20,89)%1 - (1 + BO?)?

Considerando que n =1y m = [1 — (1 + 8)Q?]? con base en la funcién H,,, estas
relaciones deberan sustituirse en la ecuacion (4.9) junto con las ecuaciones (4.22)
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y (4.23) para determinar el factor de amortiguamiento 6ptimo. Por tanto, la ecuacion
resultante es

[1- 1+ B1*{=28 + wWIBqg* — (B + w1+ (20,89)%}
—2{(B+u+up)* = [(B+ 1) + (B +B*q?10?
+Bq*H2(B + u+up)* —[(B +u) + (B + B9} (4.24)
—2(1+ B)(25Bq0)%[1 — (1 + BO?]
+ LA 1L -1+ B A =0

Para poder resolver para ¢, se debe reemplazar u por usptima ¥ 4 POI qsptima- LA
ecuacion resultante estara dada en funcion de g y Q. Debido a que Q puede tomar
dos valores, los cuales son Q, y Q. Entonces habra dos valores de {,, es decir un
coeficiente de amortiguamiento en el punto A y otro en B. Muchos autores
recomiendan tomar un promedio del amortiguamiento 6ptimo de Ay B [37,38]. Para
encontrar estas relaciones primero se calcula Q4 y Qg, por tanto se obtiene.

0. - (4B*+ 5B +4) F/B(4B? +58 + 4)(2B + 1) (4.25)
AB (4% +58+4)(B+ 1) '

Entonces el amortiguamiento optimo estara dado por la siguiente expresion

i+ G5
(Zzéptima == (4.26)

Por tanto, el factor de amortiguamiento Optimo {, puede representarse de la
siguiente manera.

_ |38
{Zéptima - 8(1+ B) (4.27)

Adicionalmente en el Apéndice B se muestra la metodologia més detallada sobre
como obtener las funciones adimensionales éptimas para optimizar la respuesta H;
del sistema mecanico MRI de dos grados de libertad.

4.3. Célculo de los parametros optimos

A partir de las funciones Optimas obtenidas mediante la técnica de optimizacién H,,
es posible minimizar la maxima amplitud en las frecuencias de resonancia de la
masa m,. Por tanto, al calcular los parametros optimos tales como la rigidez k,, el
amortiguamiento § y la masa equivalente J del inersor. Se sabe que m; =m, =
2 kg, k; = 300 N/m, la densidad para los volantes de inercia es p = 7800 kg/m3 ,
el espesor es t = 0.005 m, el radio interno es r; = 0.004 m, la relacion de engranes
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esde2alconr, =0.03375m,r, = 0.016875 my la fuerza de excitacion es f(t) =
S5sin(wt) aplicada a la masa m,. Se procede a calcular la masa equivalente del
inersor con la siguiente relacion.

3 3 B(B? + 1)
En donde, g = % = 1 y sustituyendo se obtiene
1
] = 0.6667 kg (4.29)

Con base en la ecuacion (2.36) es posible determinar el radio externo de cada
volante de inercia del inersor. Al suponer que el momento de inercia de masa para
cada eje y engrane es despreciable, la ecuacion de masa equivalente puede
reducirse a la siguiente expresion.

2
J= <:—22> I, +1,) (4.30)

El inersor se disefid considerando que los volantes de inercia son del mismo
tamafo, por lo que I, debe serigual a I,. Entonces la ecuacién de masa equivalente
puede representarse de la siguiente manera.

2
] = <:_22) (pﬂt(Rgxt - riilt)) (4.31)

1

Por tanto, el radio externo para cada volante es

s, 4.32
Rext = W + rint ~ 0.025m ( . )

La constante de rigidez k, se obtiene a partir de la ecuacion (4.21) , lo cual resulta.

(2+5)F +2 >=1zsﬁ (4.33)

kz = klﬁqutima = klﬁ <(Zﬁ + 1)(1 + 3)2

Para calcular la constante de amortiguamiento equivalente § del inersor mediante
la ecuacion de relacion de amortiguamiento Optimo es posible calcular esta
constante de la siguiente manera.

52



Optimizacion H,,

36 s
5 = 2(26ptima\/k2m2 = Z\Ikzmz m == 136930 NE (434)

Debido a que & es el coeficiente de amortiguamiento equivalente del inersor. Al
realizar la simulacion en MSC Adams View se debe calcular el coeficiente de
amortiguamiento rotacional para simular la friccion que existe en los rodamientos
por medio de la siguiente expresion.

= 4{(%)2 . (:Tzz)z} (4.35)

El coeficiente de amortiguamiento rotacional que debe de utilizarse en MSC Adams
View es

13.6930 s
b, = = 0.000194964 N m —

z : 2 d 4.36
4{(@) + (gotea7s?) } " 0

De acuerdo a estos parametros optimos la respuesta en frecuencia para la masa
myy m, €es

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(rad)
o, |—
s

Figura 4.4: Respuesta en frecuencia de m, y m, optimizada.

53



Optimizacion H,,

En la Figura 4.4 se puede apreciar que la amplitud de vibracion para la masa m, en
las frecuencias de resonancia es la misma. Y las frecuencias naturales del sistema
pueden calcularse con la ecuacion (4.25), por tanto se obtiene.

_ (300 [(4+5+4)—J(A+5+H2+1) rad 3
“’A_\/ 2 \/ G+5+4)(1+1) ~6.243 —— (4.37)

_ (300 [(4+5+4)+/(A+5+4H)2+1) rad 38
‘”B_\/ 2 j G+5+4)(1+1) ~ 10537 == (4.38)

Ademas, las amplitudes de la masa m; y m, a estas frecuencias se pueden calcular
por medio de las ecuaciones (B.37) y (B.38) mostradas en el Apéndice B.

XlwA ~ 0.03485m; Xle ~ 0.03446 m (4.39)
Xopy & 0.0512 m; X2py & 0.02021m (4.40)

4.4. Simulacion virtual del sistema MRI-TDOF en condiciones de
resonancia

Para someter a resonancia al sistema se debe cambiar w por w, Y wg en la funcién
f(t) = 5sin(w, pt). A continuacion se realiza la simulacion en Matlab Simulink y
MSC Adams View para validar los modelos analiticos. En la siguiente grafica se
muestra la respuesta de la masa m, en el dominio del tiempo cuando el sistema es
excitado a la primera frecuencia natural w,.

0.06, -« T T S S
0.05 - - --MSC Adams-Simulacion }
° L —Modelo Analitico
0.035
’é‘ 0.025
~  0.01:
-
> o
-0.01
-0.025 |
-0'035: N PR L TR
o 5 10 15 20
008, S S S S T
---MSC Adams-Simulacion|
—Modelo Analitico
rg 0.05[ "
~ o0.025F
>
4]
-0.025
-0.05[ ]
1] 5 10 15 20
Tiempo (s)

Figura 4.5: Respuesta en el tiempo de m; y m, a w,.
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En la Figura 4.5 se puede observar que la solucién analitica es analoga a la solucion
obtenida mediante simulacion. Por otra parte, la maxima amplitud de vibracion de la
respuesta en el dominio del tiempo tanto de m; como m, es la misma en los picos
de resonancia de la respuesta en estado estable ver Figura 4.6. A continuacion se
muestra la respuesta en el dominio del tiempo cuando el sistema es expuesto a la

segunda frecuencia natural wg.

0.06 ;
0.05 - ---MSC Adams-Simulacion|]
—_ ’ —Modelo Analitco
E o.035 ‘
-
> 0.02
0
-0.02
-0.035 . B . ]
0 5 10 15 20
0.04 1 ! .
-=--MSC Adams-Simulacion
0.03 — Modelo Analitico
N
E 0.02
5]
»  0.01
V]
-0.015
-0.025 | b
-0.03 ! ! !
0 5 10 15 20

Tiempo (s)

Figura 4.6: Respuesta en el tiempo de m; y m, a wg.
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Capitulo 5

Diseno y construccion del inersor

5.1. Disefo virtual

Con base en las dimensiones fisicas del simulador de masas mostrado en la Figura
1.3 se diseflaron las partes principales del inersor tales como la carcasa, la
cremallera, los sujetadores para los rodamientos y los ejes en solidworks. El motivo
por el cual se tom6 como prioridad disefiar estas partes es por el espacio de montaje
que existe en el simulador. Las partes restantes del inersor tales como los
rodamientos, tornillos y los engranes se tomaron de la caja de herramientas de
solidworks con la idea de poder adquirirlos facilmente dado que son productos
estandarizados. El componente de gran importancia para el disefio de un inersor es
el volante de inercia puesto que le brinda efectos de inercia rotacional y afecta
directamente a la constante de masa equivalente o inertancia del dispositivo. Para
seleccionar adecuadamente las dimensiones de los volantes de inercia del
dispositivo se aplicé el método de optimizacion H,, al sistema mecanicos MRI de
dos grados de libertad cuando el inersor es conectado entre los extremos de las
masas inerciales ver Figura 3.15. Este método consiste en mejorar la respuesta
dindmica tanto de la masa m, como de la masa m,. Por medio de este método fue
posible calcular la constante de masa equivalente J del inersor lo cual contiene
informacion de las dimensiones geométrica del volante de inercia.

Una vez calculadas las dimensiones fisicas de los volates de inercia se procedié a
realizar el disefio CAD del inersor. Posteriormente, se importo el prototipo virtual a
MSC Adams View para realizar las simulaciones. Al ver que existe un margen de
error menor al 5% en la respuesta dindmica de las masas inerciales del sistema
mecanico MRI de dos grados de libertad obtenida mediante los modelos analiticos
y la simulacién virtual se procedié a elaborar los planos del inersor de doble
cremallera ver Apéndice C. A continuacion en la Tabla 5.1 se muestran de manera
breve las partes principales del inersor.
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Tabla 5.1: Piezas principales del inersor de doble cremallera.

Nombre de la Material de Numero .
X S . CAD de la pieza
pieza fabricacion | de piezas
Carcasa 1
. . Acero
inferior
Carcasa Acero 2 M
superior
Ejes Acero 4 // //
Engrgne de 30 Acero 5
dientes
Pifidn de 30 Acero 2
dientes
Engrane de 60 Acero 2
dientes
Cremallera Acero 1 \
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Vqlantg de Acero 2
inercia
Rodamientos NMB 608 8

Para poder ensamblar facilmente cada engrane y volante de inercia a los ejes del
inersor se consideré que al diametro de cada eje se debe agregar una milésima de
milimetro mas de material. Posteriormente, se debe utilizar el método de ajuste por
interferencia para unir el engrane, volante de inercia y rodamientos con el propésito
de que este ensamble pueda transmitir un par sin que haya un desajuste en las
piezas. Por otra parte, la cremallera se disefidé con una ranura en las caras laterales
para que pueda desplazarse en una sola direccion ademas este disefio permite
precargar al sistema de engranajes facilmente. De la misma manera la carcasa
consta de dos guias disefiadas con cierta tolerancia para que la cremallera pueda
afadirse sin algun problema. Otro punto muy importante que se considero para el
disefio de este dispositivo es el maquinado de sus parte principales dado que
actualmente el costo por maquinar piezas en muy caro. El maquinado de la carcasa
inferior del inersor se debe realizar con un taladro fresa mediante vaciados desde la
vista superior hasta la vista inferior excepto en la parte media dado que ahi se
encuentran las guias. Para poder apreciar detalladamente las partes que conforman
al inersor se realiz6 una foto virtual a las vistas principales como se muestra en la
Figura 5.1 en el siguiente orden a) isométrico b) Frontal c) Lateral d) Superior.

-4

Figura 5.1: Vistas principales del inersor de doble cremallera.
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El motivo por el cual no se muestra la carcasa superior del inersor es porque oculta
detalles de la carcasa inferior tales como los taladrados, algunas secciones del
sistema de engranaje etc. Como se puede apreciar en la Figura 5.1 el inersor consta
de pocos elementos mecénicos y la mayoria son estandarizados pero existe un
inconveniente para la manufactura de la cremallera el cual es el costo de maquinado
dado que consta de dientes tanto en la parte superior e inferior. De acuerdo al paso
de la cremallera se investigé el costo de la herramienta de corte para poder
maquinarla mediante una fresadora lo cual resulté mas costosa que la fabricacion
de todo el dispositivo. Por tanto, se acordo redisefiar el inersor de tal manera que el
maquinado de la cremallera sea mas econémico y que no afecte los valores éptimos
de disefio del dispositivo tal como la constante de inertancia.

5.2. Rediseno del inersor

Como se mencion0 anteriormente dada la problemética sobre el maquinado de la
cremallera se redisefio el inersor con las mismas propiedades fisicas de tal manera
gue la constante de masa equivalente del dispositivo no sea afectada. Para el nuevo
disefio del inersor se considerd que la cremallera debe contener un paso estandar,
es decir, que exista herramienta de corte para la fresadora asi poder maquinar dicha
pieza. De la misma manera para el sistema de engranajes se opté por el mismo
paso dado que el pifidn esta acoplado a la cremallera. En la Tabla 5.2 se muestran
los componentes principales de inersor y para ver las dimensiones reales del
dispositivo usted puede ver el Apéndice D, el cual muestra todos los planos.

Tabla 5.2: Piezas principales del redisefio del inersor.

Material | NUmero
de de CAD de la pieza
fabricacion | piezas

Nombre de la
pieza

Carcasa inferior | Nylamid

AN

Carcasa Acrilico 2 s | SN
superior
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Ejes Aluminio
Engrqne de 36 PLA ‘
dientes
Engrane de 48 PLA 2
dientes
Rodamientos NMB 608 @
Volantes de ‘
. ; acero
inercia

Como se puede apreciar en la Tabla 5.2 la cremallera solo tiene dientes en la parte
superior este disefio permite un maquinado mas facil y barato ademas las piezas
del dispositivo son menos. En este nuevo disefio se incorporé dos volantes de
inercia con la finalidad de proporcionarle al dispositivo la constante de masa
equivalente necesaria para atenuar las amplitudes de vibracién. Por otra parte, los
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engranes son de PLA (&cido polilactico) este material es un polimero el cual es
utilizado para imprimir piezas 3D. A continuacion se muestra el ensamble del
dispositivo en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Redisefio del inersor.

Ahora que se tiene el disefio mas econdémico y con las mismas caracteristicas
fisicas del inersor de doble cremallera se procede a ensamblar el prototipo fisico. A
continuacion se presenta de manera detallada el proceso de manufactura del
inersor.

5.3. Prototipo fisico

Con base en el disefo virtual y tomando de referencia los planos de trabajo del
Apéndice D se maquinaron las piezas que conforman el inersor.

En la Figura 5.3 se muestran la carcasa superior e inferior ensambladas. El
maquinado de la carcasa inferior de Nylamid resulto menos costoso dado que no
presenta muchos detalles de disefio ademas es un polimero lo cual permite que la
herramienta de corte realice mas rapido los vaciados. Por otra parte, la carcasa
superior de acrilico fue manufacturada mediante una cortadora laser. Este conjunto
de piezas hacen del inersor un dispositivo con menor peso fisico y alta resistencia
a esfuerzos dado que las propiedades fisicas del Nylamid son similares a las del
acero.

Figura 5.3: Ensamble de la carcasa superior e inferior del inersor.
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El costo de maquinado de la cremallera resulto mas econémico porgue solo consta
de dientes en la parte superior ademas las dimensiones son estandarizadas. Dado
gue una cremallera puede ser construida a partir de una barra rectangular se
procedioé a comprar una barra de %2 de pulgada de grosor. Posteriormente se busco
la herramienta de corte con el paso adecuado para crear los dientes asi mismo las
ranuras. Finalmente, se obtuvo el producto con las dimensiones especificadas en el
disefio ver Figura 5.4.

Figura 5.4: Cremallera.

Los ejes del inersor fueron maquinados en el laboratorio de disefio mecanico por
medio del Torno CNC DYNAMACH TK50/100. Como se coment0 anteriormente se
agregd una milésima del milimetro mas al diametro nominal del eje para poder
aplicar el método de ajuste por interferencia. En la Figura 5.5 se muestran los ejes
del inersor, los pequefios cambios de seccion proporcionan a que las piezas estén
lo més perpendicular posible al eje con la finalidad de que el dispositivo genere el
efecto que se requiere.

Figura 5.5: Ejes del inersor.

Otro punto importante para el disefio del inersor es el sistema de engranajes. Para
obtener un disefio mas econdmico se optd por buscar engranes estandarizados y
asi calcular el paso. Posteriormente, se buscé en la caja de herramientas de
solidworks los engranes de acuerdo al paso para realizar el disefio adecuado de la
cremallera que ya fue mencionado. En la Figura 5.6 se muestran los engranes
necesarios para construir el inersor.
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Figura 5.6: Engranes rectos.

Los rodamientos son de tipo industrial NMB 608 DSDO02 y de las dimensiones
requeridas dado que los eje debe entrar con cierto apriete sobre de estos. A
continuacion se muestran tales elementos mecanicos ver Figura 5.7.

Figura 5.7: Rodamientos NMB 608.

Por otra parte, los volantes de inercia se maquinaron de tal manera que los ejes se
puedan acoplar facilmente. Se opt6é por la forma méas sencilla de un volante de
inercia la cual es un disco solido tal como se muestra en la Figura 5.8 dado que es
mas facil y menos costoso de maquinar.

Figura 5.8: Volantes de inercia.

Finalmente para obtener un ensamble exitoso y con menos errores se debe acoplar
los engranes a los ejes que le corresponden. Posteriormente, acoplar los volantes
de inercia y los rodamientos. Entonces el ensamble final es tal como se muestra en

la siguiente Figura 5.9.
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Figura 5.9: Ensamble final del inersor.

De esta manera se concluy6 el ensamble final del inersor. Durante la etapa de
fabricacion del dispositivo se entendié con mayor claridad el funcionamiento. Para
poder aprovechar el efecto total del inersor, las terminales deben estar conectadas
a elementos con desplazamiento axial un ejemplo es un sistema suspension de
automovil. Dado que el inersor no cambia sus propiedades fisicas principalmente la
constante de masa equivalente se considera un elemento de suspension pasiva que
ayuda a balancear las cargas dindmicas originas por cargas de inercia, fuerzas de
excitacion externa etc.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

Cuando una de las terminales del inersor es conectada a la tierra mecanica el efecto
gue produce en la respuesta en estado estable es incrementar la amplitud y reducir
las frecuencias naturales. Por ejemplo, el sistema mecanico masa-resorte-inersor
(MRI) de un grado de libertad que se muestra en la Figura 6.1 puede ser expresado
de forma equivalente.

f@® JiG)
1,8 ’::xl M=m+] I::xl
e 4 8
A my = M
kq 7 ky
(O ©) O ®)

Figura 6.1: Equivalencia en sistemas mecanicos.

Si el amortiguamiento § en el inersor despreciable la frecuencia natural del sistema
es.

= (6.1)

Wn

Como se puede apreciar en la ecuacion (6.1), si se incrementa el valor de la
constante J del inersor la frecuencia natural w,, tiende a disminuir.

Por otra parte, si las terminales del inersor no estan conectadas a tierra, las fuerzas
gue se generan son directamente proporcional a la aceleracion relativa entre ellas.
Este efecto se puede apreciar mejor cuando el inersor es conectado a un sistema
mecanico de dos grados de libertad tal como se muestra en la Figura 3.15. Cuando
el sistema es sometido al segundo modo de vibracién, es decir a la segunda
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frecuencia natural wg, provoca que las masas se separen mutuamente y el inersor
compensara esos movimientos generando fuerzas opuestas al movimiento de las
masas m, Y m,. En condiciones de resonancia, el inersor genera fuerzas opuestas
para provocar un equilibrio dinamico en los desplazamientos de las masas
inerciales. Por otra parte, para minimizar las magnitudes en los picos de resonancia,
se utilizo la técnica de optimizacién H,, para mejorar la respuesta de la masa m,.
Una vez que se calcularon los parametros 6ptimos se realizo la simulacion en MSC
Adams View y Matlab Simulink para apreciar mejor el comportamiento dinamico del
inersor en condiciones de resonancia. Ademas se demostro que es posible expresar
la respuesta en frecuencia H; , en términos de una sola variable adimensional con
el proposito de conocer los picos de resonancia a una relacion de masas dadas.

En general, el inersor disminuye las fuerzas dinamica reciprocantes de un sistema
mecanico por medio de los volantes de inercia un ejemplo de ello son las fuerzas
que se generan en los heumaticos a causa de las perturbaciones de la carretera.
Debido a que el inersor absorbe energia cinética mediante los volantes de inercia 'y
la transmite momentdneamente por medio de sus terminales, una aplicacion
esencial del inersor es a absorbedores de vibracién dindmica y a sistemas de
suspension pasiva.

6.1. Trabajo futuro

De acuerdo con los resultados obtenidos mediante los tratamientos matematicos y
de simulaciones virtuales, el inersor demostr6 mejorar la respuesta dinamica del
sistema mecanico MRI de dos grados de libertad en condiciones de resonancia. Por
tanto, surgen las siguientes ideas como trabajos futuros y aplicaciones del inersor.

» Disefiar y construir un sistema de suspensién semi-activo con elementos
pasivos tales como resorte e inersor. En la parte activa (amortiguador)
estudiar el comportamiento de un fluido reoldgico con el propdsito de mejorar
el comportamiento dinamico del chasis de un automovil.

= Aplicar el sistema de suspension semi-activa a un cuarto de automoévil y
adquirir sefales de vibracion para ver el desempefio del sistema.

» Realizar un andlisis de esfuerzo-deformacién mediante la técnica de los
elementos finitos a la cremallera y al sistema de engranajes para seleccionar
adecuadamente el material para manufacturar dichos componentes.
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Ecuacion dinamica del inersor de doble cremallera
Apéndice A: Ecuacion dindmica del inersor de doble cremallera

Con base en el diagrama cinematico del inersor mostrado en la Figura 3.3 las
ecuaciones que describen el desplazamiento lineal de la cremallera y el
desplazamiento angular del sistema de engranajes son.

X = T'191 = T'563 o x = Tlgl (Al)
_, o T2y
6, = - 6, ~ 6,= - 0, (A.2)
B, =26,  6,=-10
3T BTN (A.3)
BT L g Ty
0, = T 7o 01 =~ 0O, T 7o 01 (A.4)

La energia cinética del inersor esta dada por la siguiente expresién matematica

1 1 .1 .1 . 1 .

T = E Mcremxz + 511612 + 512922 + 51393? + 51493 (AS)
Al sustituir las relaciones cinematicas en la ecuacion (A.5) se obtiene la energia
cinética en términos del desplazamiento de la cremallera y del desplazamiento
angular del pifidn motriz dada por la siguiente ecuacion.

1 1 . 1 /m\2. 1 /r\2. 1 /2.
T == Myomi® + 1,62 + =1 (—2) 62 + -1 (—1) 62 + -1 (ﬂ) 62 A6
Simplificando la ecuacion (A.6) se obtiene
1 ) 1 75\ 2 71\ ? 1411 \?] .

Para poder expresar la ecuacion (A.7) en términos de una sola variable se debe
sustituir la siguiente relacion cinematica.

) 1
0, = —x A.8
1 rlx (A.8)
Esto produce
1 1 1\2 7 \2 1\2 T2 \2
T==-M.,  x>+=]|I (—) I (—2) I (—) I (—4) 2 A.9
> cremX +2[1 = + 1, 1475 + 13 e + 1y TeTe X ( )
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Ecuacion dinamica del inersor de doble cremallera

Considerando que la relacion de velocidad angular del sistema de engranaje del
inersor es de 2 a 1 se concluye que r;, =13 =15 =15 Y 1, = 1. Sustituyendo estas
relaciones en la ecuaciéon (A.9) se obtiene.

T_1
2

2 2
Mo + (I + 1) ( 1) (L, +1,) <:—22> ]xz (A.10)

™ 1
De la ecuacién anterior se define la masa equivalente de inersor como sigue
2 2
1 T,
] =Mepem + Iy + I5) (T'_) + (I, + 1) (T_Z) (A.11)
1 1

Para poder utilizar la ecuacién de Lagrange para sistemas no conservativos se debe
obtener la funcion Lagrangiana L = T — V del inersor, donde T es la energia cinética
y V es la energia potencial. Dado que en el inersor no existe energia potencial la
funcién Lagrangiana es.

L= (A.12)

Asi mismo, la funcién de disipacion de energia D a causa de la friccion en los
rodamientos del inersor se puede calcular de la siguiente manera.
1.1 .1 1
D = _2b191 + _2b202 + _2b393 + _2b404 (A13)
2 2 2 2
Donde b,, b,, bs y b, son los coeficientes de amortiguamiento rotacional de los

rodamientos. Al sustituir las relaciones cinematicas en la ecuacién (A.13) se obtiene

L 2\? 4, m\? 4, a1\ .,
D —_ b191 + bz - 01 + b3 - 01 + b4 - 01 (A14)
3 s 576

Sustituyendo la ecuacion (A.8) en (A.14) resulta

12 5 \2 1\2 1, \2
on () (B e e on(Efe e
e "nr Ts 576

Considerando que b; = b, = b; = b, la ecuacién (A.15) se reduce a
1,2 75 \2 1\? Ty \?
D=bh l(—) + (—2) + (—) + (—4) l)'cz (A.16)
r i3 Ts T5T6
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Ecuacion dinamica del inersor de doble cremallera

Dada la relacion 2 a 1 del sistema de engranaje del inersor, es decir, ry =13 =15 =
re Y 1, = 1,. La ecuacion (A.16) se reduce a la siguiente expresion matematica.

D =2b [(1)2+<r2>2],2 A.17
=2b (7 2 X (A.17)

Al aplicar la ecuacién de Lagrange al inersor de doble cremallera se obtiene.

d 0L\ 9L D
4 oLy _oL 9D _ A.18
dt(@fc) ox Tax e (A.18)
Donde
d /0L
a oLy _ . A.19
dt(ax) Jx (A.19)
ox_» (A.20)
ox
D _ 4 (1)2+ ANP A.21
ax '|\ny 12 * (A.21)

Por tanto, la ecuacion que gobierna el comportamiento dinamico del inersor de doble
cremallera es.

Ji + 4b, x =F, (A.22)

& +(2)

Definiendo § como la constante de amortiguamiento total del inersor.

5 = 4b, [<r_11>2 + CTZZ)ZI (A.23)

Por lo cual, la ecuacion (A.22) se puede expresar de la siguiente manera.

J¥+ 6% =F, (A.24)
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Funciones adimensionales Optimas

Apéndice B: Calculo de las funciones adimensionales 6ptimas

A partir de la respuesta H,normalizada del sistema mecanico MRI de dos grados de
libertad se aplican las siguientes consideraciones.

Hl (#' ﬂ' q' (2' Q)
_ J (Ba? — (B + 192 + (2,8q0)° (B.1)

{(B+u+up)* —[(B+w)+ B+ B2q*10% + pa*F + (28,Pq2)%[1 — (1 + Q?]?

Dado que ¢, =

si 6 = 0 se obtiene ¢, = 0. Por tanto

2mow, !

Bq? — (B +wQ?)?
= B.2
e f.a 6 ) ﬁw+wme—m+m+w+mwmuw¢V (&2
Cuando 6 = oo se obtiene {, = c. Esto produce
_ (24,5q0)? _
Hl(ﬂ;ﬁ; qJ (ZJQ) - \/(Zczﬁqﬂ)z[l _ (1 + ‘8)02]2 - HOO(.u"ﬁ' q'{Z'Q) (BB)

Por inspeccion H, = oo cuando {, = 0y {, = . Al igualar las ecuaciones (B.2) y
(B.3) se obtiene

(Ba* = (B + Wa*)? _ (28,890)° (B.4)
{(B+u+up)0* =[G +w+ B+ D1 + pq?}  (25LLqM%1 — (1 + p)Q2]? '
La ecuacioén (B.4) es equivalente a
(Ba* = (B +w0*) _ (28,892)* (B.5)
B +u+up)* =[G +w)+ B+ 2?10 + pq*> (2590 [1 - (1 + Q%] '

El miembro derecho de la ecuacion (B.5) tiene dos soluciones. Estas soluciones
pueden representarse de la siguiente manera.

(Ba* = (B + 102 L1 (5.6)
B+u+up)* = [(B+w+ (B +B59%10% + pg*  ~[1- 1+ 07 '
Tomando la solucidn positiva de la ecuacion (B.6) se obtiene

=B +u+up)* =B +w+ B +p4e%1Q* + Bq?
De lo anterior la ecuacion (B.7) puede representarse de la siguiente manera.
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(Ba? = (B + w01 — (1 + B0 — {(B + p + up)* (B.8)
—[(B+w+ B +B>g*1Q% + B} =0 .

Lo cual resulta
B2t =0 (B.9)

Esto significa que la primera solucion de la ecuacion (B.6) no converge en la
basqueda de las funciones adimensionales 6ptimas. Por otra parte, al tomar la
solucion (—) de la misma ecuacion se obtiene.

(Ba = (B + ONL = (1+ D] +{(B + pu+ up)0* (8.10)
—[(B+ 1) + (B +q*10% + g*} = 0 .

Simplificando la ecuacion (B.10) se obtiene
(67 + (2u + 2)B +2p1Q* — [(A + Bq* + qP)B + u]20° + 28q* = 0 (B.11)
Resolviendo para Q2
0f,

B+ +DB+uF B +2B3 + gt — [Bu+ (2u+2)B%2¢* + (B +w)? (B.12)
- B2+ 2u+2)B +2u

La ecuacion (B.12) representa las dos frecuencias de resonancia del sistema
mecanico MRI de dos grados de libertad, como se puede apreciar no dependen del
factor de amortiguamiento. A estas frecuencias le corresponden dos amplitudes
llamadas picos de resonancia tal como se muestra en la Figura 4.3. Por
consideraciones de disefio estos picos debe ser iguales para tales frecuencias por
tanto se debe realizar la siguiente operacién matematica.

1 1

= B.13
f-A+AHB -+ AU (813
Simplificando la ecuacion (B.13) se obtiene
02 =032 (B.14)
Considerando que QO = A — By Q% = A+ B. En donde
2 2
_Bge+q"+ D+ (B.15)

B2+ Ru+2)B +2u
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_ B 2B+ Bq — [Br+ i+ DBP2q7 + B+ 1)’ (B.16)

B B?+ Qu+2)B+2u

Entonces al sustituir tales consideraciones
A-B=A+B (B.17)
Se obtiene
—2B=0 (B.18)

Al sustituir la ecuacion (B.16) en (B.18) se origina la ecuacion para obtener la
variable adimensional gep¢im, - POr tanto, se obtiene

B*+ 2B+ BAq* — [Bu+ Ru+2)B?12¢* + B+ w)?* =0 (B.19)

Resolviendo para g2

T /R4 — 3 3 2
2, = (L+wB+uFV-B sztﬂ 263 — 2up (5.20
BB +1)

Dado que 0 < <1y que u q solo pueden tomar valores reales positivos y no
nameros complejos. La ecuacion (B.20) se reduce a

,  (A+wp+u

diz2 = B+ (B.21)

Se concluye que g? = g2. Por tanto, la ecuacion (B.21) se puede representar
mediante la siguiente expresion matematica.

_ |Q+wEtu B.22
M%&—-/Mﬁ+nz (B.22)

Para poder encontrar la correlacion que existe entre la variable adimensional u y g
se debe utilizar la herramienta matematica “derivada direccional”. Posteriormente,
igualar a cero la ecuacion resultante para encontrar los maximos y minimos globales
o locales. Por tanto, la ecuacién (B.22) puede escribirse de la siguiente manera.

aqw,B)  0q(u.p)
TRRRT: =0 (B.23)

Realizando las derivadas parciales de la ecuacion (B.23) se obtiene
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1 1+p  A+wB+u 2[A+wB+u] _
BATA BATA? B+ B? B+ B)° 0 (B.24)

Resolviendo para u se obtiene la variable adimensional pi4, ;o dada por la siguiente
expresion matematica.
B(B* +1)

Hoptima = m (B.25)

Al sustituir la ecuacién (B.25) en (B.22) se obtiene la variable adimensional
qsptima dada por la siguiente expresion matematica.

| @+pp+2
Qoptima _\/(Zﬂ-l- 1)(1+ﬂ)2 (B.26)

Por otra parte, es posible representar la razén de frecuencia forzada Q en términos
de una sola variable adimensional sustituyendo usytima PO KLY Gsptima PO q €N la
ecuacion (B.12) y simplificando mediante Maple Soft se obtiene

0z, = (4B% + 58 +4) T \/B(4B2 + 58 + H)(2B + 1) (B.27)
' (42 +58 +4)(B + 1)

Para encontrar el factor de amortiguamiento 6ptimo ¢, se debe hacer lo mas plana
posible la curva de respuesta en frecuencia normalizada H, en los picos de
resonancia tal como se muestra en la Figura 4.3. Por lo cual, se debe realizar la
siguiente operacion matematica.

OH?

= (B.28)

La funcién HZ se puede escribir como una fraccion parcial propia en términos de Q2
de la siguiente manera.

n
HZ =—
m
_ (Bq? — (B + )02 + (2{,890)? (B.29)
{B+up+up)0*—[(B+w)+ (B + 2?10 + fq?} + (28902 [1 — (1 + )Q?]?

Desarrollando la ecuacién (B.28) se obtiene

OH? on om
302~ ™30z "z~ 0 (B.30)

De lo anterior el primer miembro de la ecuacion (B.30) es
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on

50z = 2B +mIBe* - (B + w9 + (28:89)° (B.31)

El segundo miembro de la misma ecuacion puede representarse de la siguiente
manera.

d
T 2B+t )t — [(B+ W) + (B + B2)GR102 + BqPH2(B + 1 + up)R?

d02
—[B+w+ B +B2q*1}— 201+ B)(20R90)%[1 — (1 + B)O?]
+ (25B9)%[1 — (1 + O]

(B.32)

Al sustituir las ecuaciones (B.31) y (B.32) en (B.30) y considerandoquen =1y m =
[1 - (1+ B)Q?]? de la funcion H,, se obtiene.

[1—- 1+ 1P{=2(B + WI[Bq* — (B + W] + (2,89)*}
—2{B+u+uP)* - [(B+w + (B +B*q*]0?
+ Bq*H2(B+ u+up)Q* = [(B +w) + (B + L]} (B.33)
—2(1 4 B)(2%LaM*[1 — (1 + B)O2]
+ GBI -1+ )%} =0

De lo anterior se puede ver gque la ecuacion (B.33) produce dos soluciones para {,.
Estas soluciones representan el amortiguamiento en las frecuencias de resonancia
tanto de f como Q3. Al sustituir uspeima POT iy Gsprima POY q Y QF 5 por Q% se obtiene
el factor de amortiguamiento ¢, en la primera y segunda frecuencia de resonancia
dada por la siguiente expresion matematica.

{52
207,

{(16[?% + 2887 + 267 + 8[3%) T (76 + 862 + 66)(J/BF° + 1457 + 136 + 4)} (B.34)

(32[33 + 8867 + 10867 + 6867 + 163%) F (1683 + 3682 + 368 + 16)(J8/33 +14B2 + 136 + 4)

Para obtener la variable adimensional 6ptima ¢, Den Hartog sugiere calcular el
promedio del valor de amortiguamiento en las frecuencias de resonancia. Por tanto,
el valor promedio puede escribirse de la siguiente manera.

2 {gﬂf " géﬂﬁ
$ éptima — 2 (B.35)

Sustituyendo la ecuacion (B.34) en (B.35) se obtiene

3p

62éptima = 8(1+ pB) (B'36)
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Por otra parte, al sustituir pisptimq POT U, Gsptima POY 4, Zzéptima por {, y 0%, por Qen

la ecuacion (B.1) se obtiene la respuesta en frecuencia normalizada H, en términos
de una sola variable adimensional tal como se muestra en la siguiente ecuacion.

482 +5 4
Hyp () = /% (B.37)

Adicionalmente, es posible representar la respuesta en frecuencia normalizada H,
en términos de la variable adimensional f usando de manera analoga el método
para obtener la ecuacion (B.37). Por tanto, se obtiene

JAB2 +58 +4 |1
) _NVIPT T O TR B.38
Hag, ) =" e |5 (B-38)
En donde
7 5 3 1
= (332 +2B2 + 682 — 4/32) (\/(432 +58+4)(2B + 1)) (B.39)
F (1485 + 39B8* + 86B3 + 8262 + 52 + 8)
_ 5 3 1 > - 4 3
p= (1532 +18p2 + 1432) (V@BZ+56 + 92 + 1)) F (46" + 1034 (B.40)

+ 1342 + 868 + 32)

La ecuacion (B.38) representa los picos de resonancia de H, en la primera y
segunda frecuencia forzada QZ,. La importancia de representar la repuesta en
frecuencia normalizada H; y H, en términos de una sola variable es por
consideraciones de disefio. Por otra parte, una de las ventajas principales de estas
representaciones matematicas es la facilidad de obtener el médximo desplazamiento
adimensional tanto de la masa m; como de la masa m, en condiciones de
resonancia. Entonces, se concluye que para una relacion de masa g dada se
obtiene rapidamente los picos de resonancia del sistema mecanico MRI de dos
grados de libertar mediante las ecuaciones (B.37) y (B.38).
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Planos del inersor de doble cremallera

Apéndice C: Planos del inersor de doble cremallera

En el disefio mecanico es importante contar con esquemas que desglosen uno a
uno los detalles de las piezas que constituyen el prototipo que se desea realizar. El
objetivo principal de esto es tener los planos de trabajo sobre los cuales se pueda
basar para maquinar cada una de las piezas. El inersor de doble cremallera
disefiado cuenta con 5 piezas que se deben de maquinar y las piezas restantes son
estandar. A continuacion se muestran los planos necesarios que la fabricacion del
dispositivo.
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Figura C.1: Carcasa inferior del inersor de doble cremallera.
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Planos de redisefio del inersor

Apéndice D: Planos de redisefio del inersor

En esta parte se presentan los planos necesarios para poder fabricar el inersor asi
mismo especificaciones sobre el maquinado de tales partes del dispositivo.
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Figura D.1: Carcasa inferior inersor.
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Figura D.2: Carcasa superior.
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Figura D.3: Cremallera del inersor.
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Figura D.4: Engrane recto 36 dientes.
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Figura D.5: Pifion 36 dientes.
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Figura D.6: Engrane recto 48 dientes.
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Figura D.7: Volante de inercia 1.
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Figura D.8: Volante de inercia 2.
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Figura D.9: Eje 1.
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Figura D.10: Eje 2.
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Figura D.11: Tornillo y Rodamientos.
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