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Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica global de un modelo matemadtico de tres Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden propuesto por de Pillis et al. Este sistema describe el crecimiento tumoral
bajo una respuesta inmune de células NK y células efectoras T CD8T. Con el objetivo de explorar
los efectos producidos por un tratamiento, se anade al modelo bajo estudio un pardmetro de control
que representa la aplicaciéon externa de un tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular. Aplicando
el método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes y el método directo de Lyapunov se
establecen condiciones suficientes sobre el pardmetro de tratamiento que permiten asegurar la eliminacién
de las células tumorales y demostrar estabilidad asintética del punto de equilibrio libre de tumor. Después,
mediante experimentaciones in silico se deriva un protocolo de administracién de tratamiento por pulsos
capaz de erradicar el tumor. Adicionalmente, se propone el uso de una red neuronal de enlace funcional de
una capa con diez neuronas en su capa oculta y funciones de activacién tangente hiperbdlica. Aplicando
la propiedad de aproximacién universal de las redes neuronales y la teorfa de estabilidad de Lyapunov, se
logra derivar la dindmica del sistema en lazo cerrado, asi como, obtener una ley de control y una ley de
adaptacién de los pesos de salida de la red neuronal. Este controlador tiene la capacidad de estimar una
funcién de aplicacién de la dosis de tratamiento que permite eliminar la poblacién de células tumorales
sin que la red neuronal necesite un entrenamiento previo. Las simulaciones numéricas son consistentes con
los resultados matemadticos obtenidos. Finalmente, se realiza una comparacién entre el consumo total de
tratamiento y el tiempo necesario para alcanzar la eliminacién del tumor en cada una de las estrategias

de tratamiento presentadas.

Palabras clave: Céancer, Biomatematicas, Estabilidad asintdtica, In Silico, Red neuronal, EDOs,

Inmunoterapia.
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Abstract

In this work, we study the global dynamics of a mathematical model of three first-order Ordinary
Differential Equations proposed by de Pillis et al. The system describes tumor growth under an immune
response by NK cells and CD8'T effector cells. In order to explore the effects produced by a treatment, a
control parameter which represents an external input of an adaptive cellular immunotherapy is introduced
into the mathematical model. By applying the Localization of Compact Invariant Sets method and
Lyapunov’s direct method we establish sufficient conditions on the immunotherapy treatment to ensure
the elimination of cancer cells and asymptotic stability of the tumor-free equilibrium point. Then, with n
silico experimentation it is possible to determine a protocol for the treatment application by pulses that
successfully eradicate the tumor. Additionally, a one-layer functional-link neural net with ten neurons
on its hidden layer and hyperbolic tangent activation function is proposed. By applying the universal
function approximation property of neural networks and Lyapunov’s stability theory, is derived the close-
loop dynamics of the system. Then, we determine a control law and a neural network weight tunning
algorithm. This controller is capable of estimating a dose for immunotherapy treatment application that
completely eradicates the tumor cells population without a previous training. The numerical simulations
are consistent with the mathematical results. Finally, we performed a comparison of the total treatment

consumption and time to achieve cancer eradication between each application strategies for this treatment.

Keywords: Cancer, Biomathematics, Asymptotic stability, In Silico, Neural network, ODEs, Inmunother-

apy.
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Capitulo 1

Introduccion

El cédncer es una de las principales causas de muerte a nivel mundial, de acuerdo con la
Organizacién Mundial de la Salud (WHO, por sus siglas en inglés) este padecimiento fue responsable
de aproximadamente 10 millones de muertes en el 2020. Cerca del 70 % de las muertes por cdncer se
registran en paifses de ingresos bajos y medianos [1]. En México, de acuerdo con el Instituto Nacional de
Estadistica y Geografia (INEGI), el 9% de las defunciones registradas entre enero y agosto del 2020 se
deben a tumores malignos. Las cuatro principales causas de muerte por problemas de salud en México,
tanto para hombres como para mujeres, son las enfermedades del corazén, COVID-19, diabetes mellitus
y tumores malignos [2]. Los tipos de cdncer mds comunes en la poblacién mexicana es el céncer de mama
en mujeres y el de préstata en hombres. Estimaciones de la Organizacién Panamericana de la Salud
(OPS) indican que, en México, en el 2015, por cada 100 mil habitantes, el cancer de préstata ocasioné la
muerte de 13 varones, en tanto que el de mama provocé 11 fallecimientos de mujeres [3]. En el pais, los
tratamientos contra el cdncer mds utilizados son la quimioterapia, la radioterapia y la cirugia [4], para
estos tratamientos se han explorado distintas estrategias que permiten reducir sus efectos secundarios y
mejorar su efectividad.

El término céncer es utilizado para definir un gran grupo de padecimientos que pueden afectar a
cualquier parte del cuerpo y que se caracterizan por un crecimiento descontrolado de células anormales que
al crecer més alla de sus limites habituales logran invadir érganos y tejidos adyacentes para posteriormente
propagarse a través el cuerpo al desarrollarse un proceso conocido como metdstasis. La acumulacién de
estas células cancerosas en el cuerpo forma tejidos llamados tumores malignos [5].

Con el propésito de comprender la compleja dindmica del cdncer se han disenado diversos modelos
matemadticos a partir de datos experimentales y resultados clinicos que han permitido a mateméticos
y bidlogos estudiar la evolucién del cdncer y obtener informacién sobre el crecimiento tumoral y su
interaccién con el sistema inmunolégico [6] y los efectos producidos por la aplicacién de tratamientos como
la inmunoterapia y la quimioterapia [7]. Una proporcién importante de estos modelos estén representados
por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) de primer orden, donde cada una de las variables del
sistema evoluciona a través del tiempo y suele representar una poblacién celular o un tratamiento.

El método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) propuesto por Krishchenko



en [§] permite analizar la dindmica global de un modelo matemético representado por EDOs de primer
orden. Su objetivo es determinar un dominio de localizacién que contenga todos los conjuntos compactos
invariantes del sistema. Puntos de equilibrio, érbitas periédicas, homoclinicas y heteroclinicas, ciclos
limite y atractores cadticos son ejemplos de conjuntos compactos invariantes. El método de LCCI
ha sido ampliamente utilizado como una herramienta para estudiar la dindmica global del céncer
[9, 10} 1T}, 12}, 13}, [14]. Este método en conjunto con la teoria de estabilidad de Lyapunov puede proporcionar
informacién importante sobre la dindmica de sistemas bioldgicos que describen la evolucién de tumores
malignos, tales como la carga tumoral, la eficiencia del sistema inmune para combatir células cancerosas
y la eficiencia de los tratamientos aplicados en un paciente, permitiendo establecer condiciones suficientes
para la eliminacién del tumor [15] [16] 17].

En la literatura se han propuesto distintas estrategias de control para reducir los efectos secundarios de
los tratamientos, principalmente de la quimioterapia e inmunoterapia. Sin embargo, existen varias fuentes
de incertidumbre asociadas a los sistemas bioldgicos que describen la evolucién de la enfermedad y que
impiden garantizar el rendimiento de un controlador [I§]. Las redes neuronales son técnicas de control
itil para compensar los pardmetros desconocidos de un sistema dindmico, y se han aplicado al control de
sistemas no lineales debido a su propiedad de aproximacién que consiste en la expansién de una funcién
no lineal suave por medios de funciones sigmoidales ponderadas méas una aproximacion del error [19, 20].

El objetivo principal de este trabajo es aplicar el método de Localizacion de Conjuntos Compactos
Invariantes y la teorfa de estabilidad de Lyapunov para establecer condiciones de eliminacién del tumor.
Ademsds de disenar un controlador basado en redes neuronales para la aplicacién de un tratamiento contra
el cancer cuya dindmica es descrita por el modelo matemadtico propuesto y validado por de Pillis et al. en
[6]. Este controlador permitird estimar una dosis de tratamiento suficiente para alcanzar la eliminacién
de la poblacién de células cancerosas. Con el fin de ilustrar la dindmica del sistema y el desempeno del
controlador propuesto se presentardn simulaciones numéricas y una comparacién entre distintas estrategias

de tratamiento.

1.1. Planteamiento del problema

El céncer es una de las principales causas de muerte a nivel mundial. Existen distintos tratamientos
para combatir este padecimiento, como la cirugia, radioterapia, terapia hormonal, quimioterapia e
inmunoterapia. Investigadores de distintas diciplinas han estudiado modelos matemaéticos que describen la
interaccion entre las células cancerosas, el sistema inmune y sus posibles tratamientos con el fin de evaluar
las estrategias de control que permitan optimizar los efectos generales de la terapia, asi como reducir los

efectos secundarios de los tratamientos, modulando la dosis administrada y el tiempo de aplicacién.



Mediante el método de LCCI y la teorfa de estabilidad de Lyapunov se pretende establecer condiciones
suficientes que permitan asegurar la eliminacién del cédncer mediante la aplicacién de un tratamiento de
inmunoterapia adaptativa celular. Ademds, se disefiard un controlador neuronal mediante la teoria de
estabilidad de Lyapunov y la propiedad de aproximacién universal de las redes neuronales que permita

estimar la dosis de tratamiento necesaria para eliminar la poblacién de células tumorales.

1.2. Hipétesis

Fl andlisis mediante el método de LCCI y la teoria de estabilidad de Lyapunov permite establecer
condiciones para la erradicaciéon del tumor. Ademds, un controlador neuronal es capaz de estimar una
dosis necesaria de tratamiento para eliminar la poblacién de células cancerosas en el modelo matematico
propuesto por de Pillis et al. [6]. Dicho tratamiento en conjunto con el controlador, seré capaz de eliminar

la poblacién de células tumorales.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Aplicar el control por redes neuronales, la teoria de estabilidad de Lyapunov y el método de
Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes para disenar una estrategia que permita eliminar la
poblacién de células cancerosas de un sistema biolégico representado por un modelo matemdtico de

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Determinar el dominio de localizacién para el modelo matemaético de respuesta inmune a la evolucién

tumoral considerando la aplicacién de un tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular.

2. Aplicar el método directo de Lyapunov para establecer condiciones suficientes sobre un pardmetro

de tratamiento que permitan asegurar la eliminacién de la poblacién de células cancerosas.
3. Disenar un controlador neuronal capaz de estimar la dosis de tratamiento necesaria para la
eliminacién del tumor.

1.4. Justificacién

En la literatura, existe una gran variedad de modelos mateméticos que describen la evolucién del

céncer y su respuesta en presencia de algin tratamiento. Al ser este un conjunto de padecimientos que



representan una de las principales causas de muerte a nivel mundial, se han propuesto estrategias desde la
perspectiva de diversas disciplinas con el fin de comprender su dindmica y disefiar tratamientos adecuados
que sean capaces de mitigar los efectos devastadores ocasionados por la evolucién de la enfermedad en el
cuerpo humano. Por otro lado, se tiene como un problema abierto la aplicacién efectiva de los tratamientos
con el objetivo de disminuir los efectos adversos producidos por ellos. Sin embargo, uno de los principales
obstédculos, es que existe una gran cantidad de fuentes de incertidumbre asociadas a un sistema biolégico
que impiden garantizar la efectividad de los protocolos de tratamientos desarrollados.

El uso de redes neuronales es una estrategia de control 1til para compensar la incertidumbre en
los pardmetros de un sistema dindmico. Por lo tanto, la aplicacién de un tratamiento en conjunto con
un controlador basado en redes neuronales, diseiado a partir del estudio de un modelo matemaético, en
particular el presentado por de Pillis et al. [6], podra proporcionar informacién relevante sobre la evolucién
de las poblaciones celulares involucradas en dicho modelo en el corto y el largo plazo. Ademads, permitird
evaluar el rendimiento del controlador neuronal en distintas etapas de la enfermedad. Por otra parte, esta
investigacién podrd ser usada como una referencia en futuros proyectos relacionados con la aplicacién de

redes neuronales a sistemas bioldgicos.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

En este capitulo se muestran los fundamentos mateméticos necesarios para desarrollar este trabajo de
investigacién. Primero, es presentada una breve introduccién sobre sistemas dindmicos, y algunas de sus
propiedades. Después, se presenta la metodologia para aplicar el método de LCCI y la teoria de estabilidad
de Lyapunov. Por tdltimo, se muestra la teoria concerniente a las redes neuronales, desde el concepto de

neurona hasta la propiedad de aproximacién universal de las redes neuronales.

2.1. Sistemas dinamicos

FEn su mayoria, los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales son imposibles de resolver de
forma analitica. Algunas de las razones para esto es el hecho de que no se tienen suficientes funciones
para escribir de forma explicita las soluciones de estos sistemas, ademds, sistemas no lineales podrian
exhibir un comportamiento cadético, esta propiedad tiene como consecuencia que una solucién explicita
particular no sea 1til al tratar de estudiar el sistema en un largo esquema de tiempo. Por lo tanto, son
necesarias herramientas del campo de sistemas dindmicos para estudiarlos. Esto incluye, una combinacién
de técnicas analiticas, geométricas, y topolégicas que permiten alcanzar resultados relevantes acerca del
comportamiento de las soluciones del sistema bajo estudio [21].

Cuando un ingeniero analiza y disena sistemas dindmicos no lineales en disciplinas como circuitos
eléctricos, sistemas mecdnicos, sistemas de control, entre otras dreas de ingenierfa, se necesita tener
conocimiento de un amplio rango de herramientas de anélisis no lineal. Algunas de ellas, serén mencionadas
a lo largo de este capitulo.

En este trabajo se estudian sistemas dindmicos que son modelizados por un nimero finito de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias (EDOs) acopladas de primer orden

i’lzfl(t,fl?l,---,l'n), (21)
jjn:fn(t7x17"'7$n)7 (22)
donde z; representa la derivada de z; respecto al tiempo t. Las variables, x1,xs,..., 2, son llamadas

variables de estado. Ellas representan la memoria que el sistema dindmico tiene de su pasado. Usualmente,



estas ecuaciones son escritas utilizando la notacién en forma de vector mostrada a continuacién

T fl (t7$)

Tn fn (t7x)

el modelo (2.1)-(2.2) puede reescribirse como una ecuacién ordinaria n—dimensional de primer orden de

la siguiente forma
&= f(tz), (2.3)

la ecuacién anterior es conocida como ecuacién de estado de un sistema no auténomo o variante en el
tiempo, debido a que muestra una dependencia explicita del tiempo. Un caso especial de ([2.3)) surge

cuando la funcién f no depende explicitamente de t; es decir,

= f(z), (2.4)

en este caso, el sistema es denominado auténomo o invariante en el tiempo [22].

2.2. Retratos de fase

Un retrato fase, es un plano de n dimensiones en el cual se pude mostrar una familia de trayectorias
o curvas de solucién de un sistema dindmico de la forma o} . En él, se representan visualmente
las trayectorias de las ecuaciones diferenciales del sistema. Por otra parte, los ejes del plano corresponden
a una combinacién de las variables de estado del modelo matemético. Al retrato fase se le da el nombre

de plano de fase al tratarse de R?, o espacio de fase para R3.

2.3. Positividad en sistemas dinamicos no lineales

En la actualidad, los sistemas dindmicos pueden encontrarse en una gran variedad de dreas de estudio,
tales como, biologfa, quimica, sociologia, entre otras. En dichas dreas, es posible que la propia naturaleza
del sistema sugiera que sus soluciones serdn positivas, dado que un valor negativo no tendrfa un sentido
en el anilisis.

Un sistema dindmico, se denomina positivo si para cualquier condicién inicial en el ortante no negativo
RY ), las trayectorias de sus soluciones permanecen en R (), para todo tiempo futuro[23]. Para un sistema
no lineal invariante en el tiempo descrito por la ecuacién de estado , es decir, £ = f (z), el siguiente

lema proporciona una condicién suficiente y necesaria para establecer la positividad de su dindmica [23].



Lema: Positividad en sistemas no lineales. El sistema dindmico no lineal e invariante en el tiempo

& = f(x) es positivo si y solo si la siguiente condicion se satisface
PYr € ORY o |v=0= f(z) > 0.

Lo anterior implica que al evaluar la variable de estado x en la frontera, es decir, x = 0, si el resultado

es una funcién no negativa, entonces el sistema se considera positivo ( i 0)-
b

2.4. Conjuntos compactos invariantes

Los conjuntos compactos invariantes son dindmicas que se presentan en sistemas dindmicos de la forma
bajo ciertas condiciones y arrojan informacién relevante acerca del comportamiento de las soluciones
de un sistema de ecuaciones diferenciales. Algunos ejemplos de conjuntos compactos invariantes son:
puntos de equilibrio, érbitas periédicas, 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas, ciclos limite, y atractores

cadticos. Mds adelante en esta seccién se describirdn las caracteristicas de algunos de ellos.

2.4.1. Punto de equilibrio

Un punto z = z* en el espacio de estados, se denomina punto de equilibrio de si posee la
propiedad de que si su condicién inicial es z (0) = z* entonces f (¢,2*) = z* para todo tiempo futuro. En
el caso de un sistema auténomo, es decir, de la forma , los puntos de equilibrio serdn las soluciones
reales de la siguiente ecuacién

i=f(z) =0,
de lo anterior, serfa posible llegar a alguna de las siguientes conclusiones, que el sistema tenga un niimero
finito de equilibrios, no posea ningin punto de equilibrio, o un nimero infinito de ellos. Adem4s, es posible
que el sistema tenga tinicamente un punto de equilibrio aislado, es decir, que no exista ningiin otro punto
de equilibrio en su vecindad. En la Figura [2.1| se muestra un sistema de tres dimensiones que converge

hacia el punto de equilibrio.

2.4.2. Orbita periédica

En un sistema dindmico no lineal de la forma & = f (z), se define como 6rbita, cualquier trayectoria
cerrada que no sea un punto de equilibrio. Una 6rbita periédica I es estable si para cada € > 0 existe una
vecindad N (z,¢) de I tal que para toda x € N (z,¢) y t > 0 entonces la distancia d (¢ (t,z),T) < e, y se
dice inestable si no es estable. La drbita periddica serd asintéticamente estable si para todos los puntos

¢ (t,z) en una vecindad N (z,e) de I" se cumple que

lim d (¢ (t7),T) = 0.



Figura 2.1: Dindmica temporal y espacio de fase de un sistema de tres dimensiones convergiendo a un
punto de equilibrio.

Ademads, los ciclos del sistema & = f (x) corresponden a soluciones periddicas no constantes debido a que

su trayectoria ¢ (-, x) define una 6rbita cerrada si y solo si
d(t+T,z)=0¢(t,z) VteR, (2.5)

para algin T > 0. Se llama periodo de la érbita periédica I', al valor minimo de T para el cual se cumple
la igualdad [22], 24].

En la Figura se ilustra la dindmica de una érbita peridédica en el plano de temporal y plano de
fase. Una 6rbita periddica existe si encierra a un punto de equilibrio denominado centro el cual debe ser
estable dado que las trayectorias alrededor de este describen una érbita cerrada y no convergen hacia él

cuando t — oo.

2.4.3. Ciclo limite

En un sistema dindmico no lineal definido por la ecuacién de estado (2.4)), se conoce como como ciclo
limite I' al conjunto o — limite u w — limite de una trayectoria de f (z) diferente a I'. Si un ciclo T’
es el conjunto w — limite de cualquier trayectoria en una vecindad de I', entonces se llama ciclo limite
estable; si I' es el conjunto « — limite de cada trayectoria en una vecindad de I', entonces se conoce ciclo

limite inestable; finalmente, si I' es el conjunto w — liémite de una trayectoria distinta de I' y el conjunto



T p(t+T,x) = p(t,x)

X1

o~
=

UL

Figura 2.2: Series de tiempo y plano de fase de una érbita periédica.

X7

a — limite de otra trayectoria diferente de I', entonces se denomina ciclo limite semisestable [24].

En la Figura[2.3] se presenta un ejemplo grafico de cada uno de estos casos, se observa que en un ciclo
limite estable, las trayectorias convergen hacia el ciclo limite. En un ciclo limite inestable, las trayectorias
se alejan, es decir, divergen del ciclo limite. Por ultimo, se presenta el ciclo limite semiestable, en este

caso solo algunas de las trayectorias convergerdn hacia el ciclo limite, mientras que, otras se alejardn.

Eat
Iy
Iy

To To Z2

Figura 2.3: Ejemplo de ciclo limite estable, inestable y semiestable.
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2.4.4. Atractor Cadtico

En un sistema dindmico no lineal de la forma pueden presentarse comportamientos que no pueden
ser clasificados como equilibrio, oscilacién periddica u oscilacién cuasiperiédica, tal comportamiento es
mé&s complicado y generalmente se denomina caos. Estos movimientos cadticos muestran aleatoriedad en
el sistema a pesar de que este sea de una naturaleza deterministica [22]. Es posible definir un sistema
cadtico como aquel en el cual sus trayectorias presentan un comportamiento aperiédico en un sistema
deterministico que es criticamente sensible a sus condiciones iniciales, es decir, un pequenio cambio en
las condiciones iniciales podria ocasionar una dindmica totalmente distinta en el sistema. Ademads, un
comportamiento aperiédico implica que las trayectorias nunca alcanzan un punto de equilibrio, una érbita
periédica o cuasiperiédica cuando ¢ — co. En la Figura se muestra el espacio de fase de un atractor

cadtico de Lorenz, que es uno de los mas famosos reportados en la literatura.

Figura 2.4: Atractor cadtico de Lorenz.

2.5. Meétodo de localizacién de conjuntos compactos invariantes

El método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI o LCIS por sus siglas en inglés)
fue propuesto por Alexander Petrovich Krishchenko [8] para estudiar el comportamiento en el corto y en
el largo plazo de sistemas dindmicos formulados mediante Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) de
primer orden. El método de LCCI ha sido aplicado a diferentes tipos de sistemas dindmicos, por ejemplo,
el sistema cadtico de Lorenz [25], el sistema de Lanford [26], un sistema de inyeccién 6ptica de laser

[27], un sistema de motor de imén permanente [28], sistemas Hamiltonianos [29], sistemas continuos con



11

incertidumbres [30], andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov [I3] [31], dindmica de trayectorias
[32] y recientemente para el andlisis de sistemas biolégicos como el VIH-SIDA [33] y la evolucién del
céncer [9, [10] 1], 12, 13| 14] 15 16, 17, 34} B35, 36, 37, B38].

El objetivo principal al aplicar el método de LCCI es determinar el denominado dominio de
localizacion, este es una regién acotada en el espacio de estados en la cual se localizan todos los conjuntos
compactos invariantes que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema dindmico. La particularidad
del método de LCCI radica en que es estrictamente analitico, lo que implica la solucién del problema sin la
necesidad de resolver el sistema de EDOs por algiin método numérico, sin embargo, la solucién numérica
se utiliza para ilustrar los resultados matemdticos obtenidos, es decir, el dominio de localizacién y los

conjuntos compactos invariantes del sistema bajo estudio.

2.5.1. Funcién localizadora

Para determinar los limites del dominio de localizacién es necesario proponer y analizar la denominada

funcion localizadora, cuya notacion estd dada por
h(z): R" — R,

donde h (z) es una funcién vectorial de clase C*° y z € R". La funcién localizadora es una expresién que
contiene las variables y/o pardmetros del sistema dindmico bajo estudio. Si dicho sistema es no lineal e
invariante en el tiempo de la forma , es decir © = f (z), para analizar la funcién localizadora h (x)
es necesario calcular su derivada de Lie con respecto a f(z) o a lo largo de las trayectorias de f (z)
([22] Seccion 13.2, p. 510). La derivada de Lie de h (x) es una derivada temporal, se denota por Lsh (x)

y estd dada por la siguiente expresiéon

Lh(x) =

S
Oh . <~ Oh Oh Oh  Oh , _ Oh
—T; = Zzl 87331'](‘1 (CU) = |:a:1:1, 871*2’ ceey ail'n : = % (ﬂf) .

Si el sistema bajo estudio es variante en el tiempo de la forma (2.3), es decir & = f (x,t), entonces la

funcién h () se define en el espacio R" x R = {(x,t)} y la derivada de Lie de a lo largo de las trayectorias

f (z,t) se denota como L¢h (z,t) y estd dada por

n n fl(.'L',t)
o, _mon o oh on on)| | o
2o g T 22 0w T 00y 0wy B I R

fn (z,1)

Las funciones localizadoras se seleccionan mediante un proceso heuristico, lo que implica analizar varias

Lyh(z,t) =

funciones para encontrar un resultado que permita establecer los limites del dominio de localizacién.
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Ademsds, una funcién localizadora no puede ser la primera integral o la constante de movimiento del
sistema ([2I] Seccién 9.4, p. 208). Esto quiere decir que h (x) no es constante a través de las soluciones de

f (x), por lo tanto, se tiene que su derivada cumple con lo siguiente:

L¢h(x) # 0.

Las primeras integrales no son comunes en sistemas dindmicos descritos por EDOs de primer orden y la
causa de esto es el caos. El comportamiento caético de las soluciones de una EDO en un conjunto abierto
excluye la existencia de primeras integrales en dicho conjunto ([2I] Seccién 13.3, p. 284). Los sistemas
dindmicos con primeras integrales se denominan Hamiltonianos y su caracterfstica principal es que se
pude ilustrar su espacio de fase sin necesidad de resolver sus ecuaciones. Adicionalmente, los puntos de
equilibrio de un sistema Hamiltoniano se presentan en los puntos criticos de la funcién h (x), es decir,
aquellos valores en los que Ly¢h (z) = 0, por lo tanto, una funcién localizadora no representa un punto de

equilibrio del sistema bajo estudio.

2.5.2. Dominio de localizaciéon

Ahora, con base en lo mostrado en esta seccion, se describe la metodologia necesaria para aplicar el
método de LCCI a sistemas no lineales invariantes en el tiempo [8]. Primero, se debe considerar un sistema
de la forma (2.4)), es decir © = f(z), donde f (z) es una funcién vectorial de clase C® y z € R™ es el
vector de estados. Entonces, se propone una funcién localizadora h (z) : R™ — R que no es la primera
integral de f (x), se calcula su derivada de Lie dada por L¢h () y se determina el conjunto S (h) definido
como

S(h) ={x € R" | Lyh(x) =0}.
Mediante el andlisis algebraico del conjunto S (h) es posible determinar los siguientes valores infimo y

supremo para la funcién localizadora h (x)

hin = inf {h (2) | o € S (h)}

hsup =sup{h(z) |z € S(h)}.

Ademds, con h(z) |y se tiene la restriccion de h (z) al dominio U C R", entonces, el Teorema General
correspondiente a la localizacién de todos los conjuntos compactos invariantes de un sistema dindmico

invariante en el tiempo establece lo siguiente:

Teorema General. Cada conjunto compacto invariante ¥ de & = f (x) estd contenido en el dominio de
localizacion

K(h) = {hinf < h(ﬂ?) < hsup} .
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Por lo tanto, si se establece que todos los conjuntos compactos invariantes de & = f (x) estdn localizados
en los dominios de localizacion K (hy,) y K (hm+1), donde K (hyp,), K (hm+1) C R", entonces, también
estardn localizados en la interseccién K (hy,) N K (hpm41). Ahora, si se desea determinar la localizacién
de todos los conjuntos compactos invariantes en algiin subconjunto U C R™ y la interseccién U N S (h) es

un conjunto vacio, entonces se formula lo siguiente:

Proposicién de No Existencia. Si U NS (h) = 0 entonces el sistema © = f(x) no tiene conjuntos

compactos invariantes localizados en U.

Ahora, es importante mencionar que es posible mejorar los limites del dominio de localizacién K (h)

al aplicar el Teorema Iterativo, el cual establece lo siguiente:

Teorema Iterativo. Sea h,, (x),m = 0,1,2,... una secuencia de funciones de clase infinitamente

diferenciables. Los conjuntos
KO =K (h()) ; Km =Ky N Km—l,my m > 07

con
Kmfl,m = {.7} | hm,inf < hn (x) < hm,sup}7

hm,sup = sup hm (CC) )
S(hm)ﬂKm_l

P int = It hy (2),

it S(hml)Ir%Kmfl (x)

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema & = f (x) y
Ko2K12-- 2Ky 2....

El Teorema General, la Proposicién de No Existencia y el Teorema Iterativo se pueden formular para
sistemas no lineales variantes en el tiempo [39], para esto es necesario considerar un sistema de la forma
(2.3)), es decir & = f (z,t), donde f (z,t) es una funcién vectorial de clase C>® y = € R" es el vector de

estados. En este caso, el conjunto S (h) se define de la siguiente manera
S (h) ={(z,t) € R" x R | Lyh(x,t) = 0},

debido a que ahora la funcién localizadora h (x) se define en el espacio R" x R = {(z,t)}. Entonces, si
p: R"x R — R™ es la proyeccién p (z,t) =z y S (h) = p(S (h)) esto implica que x € Sy (h) si y solo si
t € R existe de tal forma que (x,t) € S (h). Con base en lo anterior, los valores infimo y supremo para la
funcién h (x) estdn dados por

hing = Inf {h (z) | x € St (h)}
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hsup = Sup {h’ (.CC) ’ T e St (h)}7

por lo tanto se establece lo siguiente: Cada conjunto compacto invariante U de © = f (x,t) estd contenido
en el dominio de localizacion

Kt(h) = {hl’nf < h(ZL‘) < hsup} .

2.6. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Al momento de estudiar sistemas dindmicos, es posible notar que surgen distintos tipos de problemas
de estabilidad. Por esta razén, las teorias de estabilidad juegan un rol central en ingenieria y teoria de
sistemas. Los métodos directo e indirecto de Lyapunov permiten analizar la estabilidad de los puntos
de equilibrio de un sistema. Un punto de equilibrio z* de un sistema dindmico no lineal e invariante
en el tiempo de la forma es estable si todas sus trayectorias con condiciones iniciales cercanas a un
punto de equilibrio permanecen cerca de él; de otra forma, se dice inestable. Ademads, serd asintéticamente
estable si todas sus trayectorias que inician cercanas a un punto de equilibrio no solo permanecen cerca
de él, sino que tienden hacia el punto de equilibrio cuando ¢ — oo. Lo anterior puede ser formulado de la

siguiente forma [22].

Definicién: Estabilidad y estabilidad asintética. El punto de equilibrio 2* = 0, de £ = f () es
= estable si para cada ¢ se tiene que 6 = § (¢) > 0 tal que
[zoll <& = |¢ (£, z0)|| < eVt >0,
donde z es la condicién inicial, es decir, = (0) = xq,
= inestable si no es estable,
= asintéticamente estable si es estable y se puede elegir una § tal que
w0l < 6 = lm ¢ (t,z0) = 0.

2.6.1. Meétodo directo de Lyapunov

En 1892, Lyapunov mostré que ciertas funciones podrian ser utilizadas para determinar la estabilidad

de un punto de equilibrio [22]. Sea V (z) : D — R una funcién candidata de Lyapunov continuamente
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diferenciable y definida en el dominio D C R" el cual contiene al origen. La derivada de V' a lo largo de

las trayectorias de 1) serd, denotada como V (z), y estd dada por

Z Z al 87‘/ 8l f2 (@) _81 (z)
8% 63:Z Ox1 Oxo’ 7 Oxp : - Oz '

Nétese que la derivada de V' es dependiente de las ecuaciones del sistema bajo estudio. Por lo tanto,
V (z) sera distinta para sistemas diferentes. Si ¢ (¢,z) es la solucién de (2.4) con un estado inicial = en

t = 0, entonces

d

AR I

Vi(x) =
por lo tanto, si V (x) es negativa, V decrecerd a lo largo de las trayectorias de 1) A continuacién, se

muestran los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Teorema. Si © = 0 es un punto de equilibrio del sistema , D C R" es un dominio que contiene a

r=0yV:D — R es una funcion continuamente diferenciable tal que

V(0)=0yV(z)>0en D — {0}, (2.6)

V(z) <0en D, (2.7)

entonces, x = 0 es estable. Adicionalmente, si
V(z) <0en D—{0}, (2.8)

entonces, x = 0 es asintdticamente estable.

Por lo tanto, una funcién de Lyapunov, es una funcién V (x) continuamente diferenciable que satisface
las condiciones y . Ademds, el origen es estable si existe una funcién V (z) definida positiva y
continuamente diferenciable, tal que V (z) es semidefinida negativa y sers asintéticamente estable si V' (z)
es negativa definida.

Cuando el origen & = 0 es asintéticamente estable, es posible estar interesado en determinar qué tan
lejos del origen puede estar una trayectoria del sistema, y aun asi, converger al origen cuando ¢t — oo.
De esta pregunta, surge la definicién de regién de atraccién. Sea ¢ (¢, x) solucién de con un estado
inicial z en ¢ = 0. Entonces la regién de atraccion serd definida como el conjunto de todos los puntos z

tal que ¢ (t,x) estd definido para todot >0y th ¢ (t,xo) = 0.
—00
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En algunos casos, puede demostrarse que para cualquier estado inicial x, la trayectoria ¢ (¢,z) se
aproxima al origen cuando ¢ — oo, sin importar que tan grande sea ||z||. Cuando un punto de equilibrio
asintéticamente estable cumple con esta propiedad, se denomina, global asintéticamente estable [22].

Entonces, se establece lo siguiente:

Teorema. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema y V :R"™ — R una funcidn continuamente

diferenciable tal que

V() = 0,

V) > 0Vz#0,

V(z) — oo cuando |z| — oo,
V(z) < 0Vax#0,

entonces, x = 0 es global asintsticamente estable.

Cuando el origen = = 0 del sistema es un punto de equilibrio global asintéticamente estable, entonces,
este debe ser el idnico punto de equilibrio.
2.6.2. Senal uniformemente acotada en forma iltima

Las soluciones de un sistema de la forma ({2.3)) [22], se dice que son uniformemente acotadas en forma
dltima (UUB), si existen constantes positivas b, y ¢, independientes de ty > 0, y para cada « € (0, c) hay

una constante positiva T' =T («, b, ), independiente de tg tal que,

lz (to)| < = [l (D) < b Vi=>to+ T, to > 0.

2.7. Redes neuronales

Durante los tltimos afios, las redes neuronales artificiales han generado un gran interés debido a sus
aplicaciones en el control de sistemas dindmicos. Las redes neuronales emplean una interconexién masiva
de unidades de procesamiento simples llamadas neuronas. Algunas de sus propiedades principales son su

capacidad de aprendizaje y adaptacion [40)].

2.7.1. La neurona

Las redes neuronales estdn inspiradas en el comportamiento de una red neuronal bioldgica, y su

unidad fundamental de procesamiento es la neurona [4I]. La Figura muestra una neurona bioldgica.
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Por otro lado, en la Figura [2.6] se representa el modelo matemético de una neurona artificial, cuya su

funcién de salida se expresa mediante la siguiente ecuacion:

y(t)=o (Z vi; (t) + Uo) ; (2.9)

i=1
donde z; representan las seniales de entrada a la neurona artificial y corresponden a los estimulos recibidos
por las dendritas en la neurona bioldgica, v; representan los pesos sindpticos, vy es el umbral de activacion,
o (+) representa la funcién activacion, esta puede seleccionarse segun la aplicacién de la red neuronal,
algunas de las funciones de activacién m&s comunes se muestran en la Figura La salida y (t) de la
neurona artificial representa la senal eléctrica trasmitida por el axén a las neuronas vecinas. Definiendo un
vector aumentado de senales de entrada x (t) y un vector aumentado de pesos de entrada v (¢) incluyendo

el valor del umbral de activaciéon como:

ct)=[1az -2, (2.10)
v(t)=[vo vy vn”. (2.11)
La Ecuacién también puede escribirse de la forma:
y(t)=o(v'z). (2.12)
SN VA

Sinapsis

\

Cuerpo de la
neurona (soma)
Axon

Mielina

Sinapsis
Neurona
siguiente

Figura 2.5: Neurona bioldgica. Recuperado y adaptado de [41].

La red neuronal de una capa se muestra en la Figura [2.8] estd compuesta por una cantidad de L

neuronas, que al ser alimentadas por las mismas sefiales de entrada x; (¢), producen una salida y; (t) por
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Figura 2.6: Neurona artificial [41].
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Figura 2.7: Funciones de activacién. Recuperado y adaptado de [41].



19

cada neurona. Su funcién de salida puede expresarse como:

y (t) = o (Z v (t) + vzo) : (2.13)
=1

donde [ =1,2,---, L. La Ecuacién (2.13)), también puede ser descrita en forma vectorial como:

Entradas Salidas
y1 (1)
y2()
y3(t)

L]

L]

L]
yi(t)

Figura 2.8: Red neuronal de una capa.
y=o (VT:I:) . (2.14)

donde y = [y1 y2-- -y L]T es el vector de salida de la red neuronal, € = [1 x1 - - - xn]T es el vector aumentado
de sefiales de entrada de la red neuronal, o (-) = o1 (-)---0;(-)--- o (-)]* es el vector de funciones de
activacién de cada neurona, y V es la matriz aumentada de pesos de entrada compuesta por los valores

de vy, v estd definida de la siguiente forma:

V1o Vi1 V12 - Uln
V20 V21 V22 - U2
vT=
v v v e v
L0 L1 L2 Ln (215)

2.7.2. Teorema de aproximacién universal

La propiedad de aproximacién de redes neuronales, establece que cualquier funcién suave f (x) : R" —

R™ puede ser aproximada por una red neuronal de dos capas sobre un conjunto compacto con los pesos
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apropiados. Entonces dado un conjunto compacto S € R™ y un ndmero positivo €y, existe una red de al
menos dos capas, tal que:

f(x)=W'e (VTw +0) +e. (2.16)

con |le|| < en, para toda £ € S, donde V € R™F y W € RL*™ son matrices con valores de pesos de
entrada y salida de la red neuronal, € R" es un vector de sefiales de entrada de la red neuronal, @ € R
es un vector constante de valores de umbral, e € R™ es un vector de error de aproximacién y o € R es
un vector de funciones de activacién. El teorema de aproximacién universal es directamente aplicable al
perceptrén multicapa y establece que una sola capa oculta en el perceptrén es suficiente para calcular de
manera uniforme un error de aproximacién € para un conjunto de entrenamiento dado, representado por
un conjunto de entradas x y una funcién de salida deseada. Ademds, puede ser considerado un teorema
de existencia en el sentido que provee una justificacién matemdtica para la aproximacién de una funcién

continua arbitraria [40].

2.7.3. Controlador con red neuronal de enlace funcional de una capa.

En su mayorfa, los controladores comercialmente disponibles, utilizan algin tipo de algoritmo PID.
Como consecuencia de los avances tecnoldgicos, cada dia se necesita un desempeno mayor en cuanto a
velocidad y precisién, dado que estos controladores no tienen una capacidad adaptativa o capacidad de
aprendizaje, es dificil alcanzar un nivel de precisién cuando se presentan incertidumbres en el sistema. Para
solucionar esta problemadtica, en la literatura se ha propuesto el uso de redes neuronales para aproximar
funciones no lineales, ya sea en la dindmica de robots manipuladores, vehiculos entre otros [41].

Una red neuronal de enlace funcional de una capa es una solucién atractiva al disefiar un controlador
debido a su préctica implementacién y bajo costo computacional en comparacién con las redes neuronales
multicapa. El diagrama de esta red neuronal se muestra en la Figura y estd descrita por la siguiente
ecuacién

y = WT(,f) (z), (2.17)

donde € R", ¢ () : R® — R”, y € R™. La funcién ¢ () es un vector compuesto por L funciones base
(61 (z) &y (z) -+ ¢y (x)]. El vector de entrada @ es aumentado por el primer componente zg = 1, de

esta forma el umbral para la primer capa es incluido en la primer columna de la matriz de pesos W7

2.7.4. Aproximacién por red neuronal de enlace funcional de una capa

Anteriormente se presenté el teorema de aproximacién universal de redes neuronales, que aplica
generalmente para redes dos o mds capas de pesos, y no para las de una capa [41]. Sin embargo, estas redes

de una capa, pueden servir para la aproximacién de funciones. Si se selecciona un conjunto de funciones



21

xp=1 $1()
V1

X1

X2

Xn

Entradas Capa oculta Salidas

Figura 2.9: Red neuronal de enlace funcional de una capa.

base para las funciones de activacién ¢ (x), es posible enunciar la siguiente propiedad de aproximacién
para las redes neuronales de una capa. Sea S un conjunto compacto simplemente conectado de R" y
f():S — R™. Definiendo C"™ (S) como un espacio de funciones continuas f (-). Entonces, para toda

f () € C™(9), existe un vector de pesos W tal que
fz)=WT¢(z)+e, (2.18)

con un error de estimacién acotado por ||| < en.
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Capitulo 3
Cancer e inmunoterapia

En este capitulo, se describe brevemente la biologia del cdncer y se muestra la clasificacién de este
padecimiento en sus distintos tipos. Ademads, se exploran conceptos sobre su interaccién con el sistema

inmune y algunos tratamientos para combatir la evolucién del cdncer en el organismo.

3.1. Cancer

El termino cédncer, es utilizado para referirse a un gran grupo de padecimientos, en los que algunas
células del cuerpo humano crecen descontroladamente y se propagan a otras partes del organismo. En el
cuerpo humano, mediante un proceso conocido como divisién celular, las células crecen y se multiplican
para formar células nuevas segin el cuerpo lo necesite, cuando estas células envejecen o son danadas,
mueren, y nuevas células toman su lugar. El cuerpo humano estd compuesto de trillones de células,
por esta razon, el cdncer podria iniciar casi en cualquier lugar de él [42]. Las células cancerosas, no
obedecen a la influencia del organismo para regularse y proteger el cuerpo humano, éstas se proliferan
incontrolablemente, produciendo tumores malignos que invaden los tejidos adyacentes. Mientras la
evolucién del tumor permanezca localizada, este puede ser tratado y removido mediante una cirugfa,
sin embargo, los tumores malignos tienden a engendrar mds células que se alejan entrando en el sistema
vascular o linfdtico, para establecerse en una segunda ubicacién y producir una nueva masa tumoral, este
proceso es conocido como metdstasis [43].

Céncer metastatico, es el término utilizado para referirse a un cdncer que se ha diseminado desde su
lugar de origen. Este cdncer, tendra el mismo nombre y tipo de células cancerosas que el cédncer original o
primario, es decir, el cdncer de mama que se disemina a los pulmones y forma un tumor metastatico llevard
el nombre de cdncer metastdtico de seno y no cdncer de pulmén. En la Figura se ilustra cémo las
células cancerosas se propagan por medio del sistema vascular o linfdtico formando tumores metastdticos
en otras partes del cuerpo [42]. El cdncer es una de las principales causas de muerte a nivel mundial, desde
esta perspectiva, es un padecimiento muy comtun. A nivel celular el desarrollo del cdncer es un evento
poco comun, ya que al ser estudiado desde el punto de vista genético esta enfermedad suele surgir a partir
de una sola célula. El cuerpo humano normalmente elimina las células con un ADN dafiado antes de que

éstas se vuelvan cancerosas, pero esta capacidad se reduce con el paso de los anos en el individuo, por esta
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Metastasis

Tumor metastasico— .,/

Células cancerosas

El cancer se disemina a > : >
en el sistema linfatico
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-
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Figura 3.1: Proceso de formacién de cédncer metastdtico [42].

razon existe un mayor riesgo de padecer cancer en edades avanzadas [42] 43]. No todos los cambios en el
tejido humano pueden clasificarse como céncer. Sin embargo, algunos tejidos podrian desarrollar cdncer

si no son tratados. Algunos ejemplos de tejidos que se recomienda monitorear son los siguientes:

= Hiperplasia ocurre cuando las células en un tejido se dividen mds rdpido de lo normal y las células

adicionales se acumulan o proliferan.

= Displasia es un estado més grave que la hiperplasia. En este caso también existe una acumulacién

de células, pero estas se ven anormales y presenta cambios en la estructura del tejido.

= Carcinoma in situ, es un estado aiun méds grave que los anteriores, solo que a diferencia del céncer,

este carcinoma no invade los tejidos adyacentes.
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Células cancerosas

Figura 3.2: Comparacién entre células normales y células cancerosas. Recuperado y adaptado de [42].

Las células normales se pueden
convertir en células cancerosas

Normal —> Hiperplasia —> Displasia —> Céancer

Figura 3.3: Comparacién entre Hiperplasia, Displasia y Céncer [42).
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3.1.1. Tipos de céncer

Existe un gran nimero de tipos de cdncer, estos generalmente reciben el nombre de los érganos o
tejidos donde suelen encontrarse. También, los cdnceres pueden describirse segtin el tipo de célula que los

forma, como célula epitelial o escamosa. A continuacion, se describen algunas de estas categorias.

Carcinoma

El carcinoma es el tipo de cdncer mas comtn. Este se forma en las células epiteliales, las cuales cubren
superficies internas y externas del cuerpo. Los carcinomas reciben nombres especificos segun el tipo de

célula epitelial en la que se presentan.

= Adenocarcinoma es un cdncer que se forma en las células epiteliales que producen fluidos o
mucosidad. Los tejidos con este tipo de células algunas veces son denominados tejidos glandulares.

En su mayorifa, el cdncer de seno, colon y préstata son adenocarcinomas.

Figura 3.4: Micrografia electrénica de transmisiéon de una seccién de carcinoma ductal de mama mostrando
células epiteliales malignas. Este es un cdncer que surge del revestimiento de los conductos ldcteos y es el
tipo mds comun de cédncer de mama [44].
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» Carcinoma de células basales, este tipo de cédncer inicia en la capa mds baja (basal) de la

epidermis, la cual es la capa exterior de una persona.

= Carcinoma de células escamosas, es un cancer que se forma en las células epiteliales bajo la
superficie exterior de la piel. Las células escamosas revisten también muchos otros érganos como el
estémago, intestinos, pulmones, vejiga y rifiones. Este tipo de carcinomas algunas veces se llaman

carcinomas epidermoides.

s Carcinoma de células de transicién, este cancer se forma en un tipo de tejido epitelial llamado
epitelio de transiciéon o urotelio. Algunos cdnceres de vejiga, de los uréteres y los rifiones son

carcinomas de este tipo.

Sarcoma

Los sarcomas son cédnceres que se forman en el hueso y en los tejidos blandos, incluso en misculos,
tejido adiposo, vasos sanguineos, vasos linfdticos y tejido fibroso. El cdncer de hueso méds comun, es el

osteosarcoma.

Figura 3.5: Lesiones oscuras en la pierna de un paciente con sarcoma de Kaposi. El sarcoma de Kaposi
es una forma de cédncer que puede formar lesiones pirpuras y masas en la piel u otros érganos [44].
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Leucemia

El termino leucemia es utilizado para describir los cdnceres de células sanguineas. La leucemia es un
tipo de céncer que empieza en los tejidos que forman la sangre en la médula ésea. En este cdncer un gran
nimero de glébulos blancos anormales se acumulan en la sangre y en la médula é6sea y desplazan a los

glébulos normales de la sangre. Estos cdnceres no forman tumores sélidos.

Figura 3.6: Micrografia electrénica de barrido a color de células sanguineas de leucemia linfocitica crénica

).

Linfoma

El término linfoma, describe un cédncer que comienza en las células del sistema linfdtico. Los dos tipos
principales son: linfoma de Hodgkin y linfoma no Hodgkin. En este padecimiento los linfocitos anormales

se acumulan en los ganglios linfaticos y en los vasos linfaticos, asi como en otros érganos del cuerpo.

Mieloma muiltiple

FEl mieloma muiltiple, también conocido como mieloma de células plasméticas y enfermedad de Kahler,
es un tipo de céncer inicia en las células plasmaéticas, que son otro tipo de células inmunitarias. Las células
plasmédticas anormales, también llamadas células de mieloma, se acumulan en la médula 6sea y forman

tumores en los huesos de todo el cuerpo.
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Melanoma

Melanoma es el término utilizado para nombrar al cdncer que inicia en las células que se convierten en
melanocitos, estos son células especializadas en producir melanina la cual se encarga de la pigmentacién
de la piel. La mayoria de los melanomas se forman en la piel, pero pueden incluso formarse en otros tejidos

pigmentados como los ojos.

Figura 3.7: Melanoma en la superficie planar del pie [44].
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Tumores de cerebro y de médula espinal

Estos tumores pueden comenzar en distintas partes del encéfalo o la médula espinal que forman
parte del sistema nervioso central. Los tumores pueden ser benignos o malignos. Los tumores benignos
de encéfalo y médula espinal crecen y hacen presién en las dreas cercanas del encéfalo. Pocas veces se
propagan a otros tejidos. Mientras que los tumores malignos tienden a crecer rdpido y diseminarse a otros

tejidos del encéfalo.

Figura 3.8: Imagen de resonancia magnética a través de la cabeza de un paciente con un glioblastoma
(rojo) [44].
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3.2. Tratamiento

Para combatir el cdncer, existen distintos tipos de tratamiento. Cada uno de ellos dependerd del
tipo de céncer y de su avance en el organismo [42]. A continuacién, se enlistan los principales tipos de

tratamientos.

Cirugia

La cirugfa es un procedimiento que permite remover el tumor ya sea completa o parcialmente. Este

tratamiento presenta buenos resultados al remover tumores sélidos que se encuentran en un drea especifica.

Figura 3.9: Cirugia renal asistida por modelado 3D para remover un tumor [44].

Terapia de radiacién

La terapia de radiacién, también conocida como radioterapia, utiliza altas dosis de radiacién para
eliminar las células cancerosas y reducir el tamano del tumor. El tipo de radioterapia varfa segin el tipo
de cédncer, el tamano del tumor, ubicacién en el cuerpo humano, ademds de otros factores como la edad

e historial médico.

Quimioterapia

La quimioterapia es un tipo de tratamiento contra el cdncer que suministra una dosis de férmaco
para eliminar las células cancerosas. Este tratamiento reduce o detiene el crecimiento de la poblacién de
células cancerosas. Esta estrategia puede presentar efectos secundarios, ya que, no solamente las células
cancerosas se ven afectadas, también células sanas que crecen y se dividen rdpidamente son eliminadas

por este tratamiento.
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Figura 3.10: Quimioterapia. Paciente recibiendo farmaco contra el cdncer de forma intravenosa [44].

Terapia hormonal

La terapia hormonal es una alternativa que permite disminuir o detener la propagacioén del cdncer que
utiliza hormonas para crecer. Debido a que este tipo de terapia bloquea la habilidad del cuerpo humano
para producir hormonas o interfiere en el comportamiento de estas, puede causar una serie de efectos

secundarios dependiendo del tipo de terapia, los mds comunes son: nauseas, fatiga, diarrea, entre otros.

Trasplante de células madre

El trasplante de células madre es un procedimiento que restaura las células madres que forman la
sangre en personas que han recibido dosis muy altas de quimioterapia o radioterapia. Estas células son
importantes porque se convierten en diferentes tipos de células sanguineas como glébulos blancos, glébulos
rojos y plaquetas. Este tipo de tratamiento no funciona contra el cdncer directamente, su importancia
radica en ayudar al paciente a recuperar su habilidad de producir células madre después de tratamientos

como la quimioterapia o radioterapia.

Terapia dirigida

La terapia dirigida es un tipo de tratamiento contra el cdncer que apunta a las proteinas encargadas
de controlar el crecimiento, divisién y propagacion de células cancerosas. A medida que el conocimiento
acerca de los cambios en el ADN y proteinas que provocan el cancer, es posible disefiar un tratamiento

dirigido obteniendo un mejor desempero.
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Figura 3.11: Inyeccién de Prostap 3 para el tratamiento del cdncer de prdstata. Esta es una terapia
hormonal que reduce los niveles de testosterona, lo que puede ayudar a reducir el tamafio del tumor o
ralentizar su crecimiento [44].

Pruebas de biomarcadores

Al hablar de pruebas de biomarcadores, se refiere a una metodologia que permite buscar genes,
proteinas y otras sustancias (conocidas como biomarcadores o marcadores tumorales) que proveen
informacién acerca del cdncer. Debido a que cada persona presenta un patrén inico de biomarcadores,
este tratamiento ayuda a identificar qué tratamiento contra el cdncer serd mads efectivo. Por ejemplo,
las terapias dirigidas e inmunoterapias podrian solo funcionar en personas cuyo céncer posee ciertos

biomarcadores.

Inmunoterapia

La inmunoterapia es un tipo de tratamiento contra el cadncer que ayuda al sistema inmune a combatirlo.
Existen distintos tipos de inmunoterapias como; inhibidores de puntos de control inmunoldgicos, que es
un fdrmaco que bloquea estos puntos de control permitiendo a las células inmunes tener una respuesta
mads fuerte contra el cdncer; terapia de transferencia de células T, la cual aumenta la capacidad natural de
las células T para combatir el tumor, en este tratamiento las células inmunes son tomadas del tumor; la
inmunoterapia de anticuerpos monoclonales utiliza proteinas del sistema inmune creadas en un laboratorio

y disenadas para unirse a objetivos especificos en las células cancerosas marcdndolas para que sean
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reconocidas y atacadas por el sistema inmune; tratamiento por vacuna que ayuda a potenciar la respuesta
del sistema inmune contra las células cancerosas; y por tltimo, los moduladores del sistema inmune, que

mejoran la respuesta inmunitaria del cuerpo contra el cancer.

Figura 3.12: Preparacién en laboratorio de un tratamiento de inmunoterapia [44].

3.3. Inmunoterapia adaptativa celular

En la realidad, algunas de las estrategias para combatir el cdncer, como lo son la cirugia, quimioterapia
y radioterapia, usualmente no logran curar a un paciente con cdncer metastasico, es decir, un paciente
del cual se han propagado las células cancerosas desde un tumor maligno. Dado que estos tratamientos
eliminan una gran cantidad de células normales, ademds de las células cancerosas, la quimioterapia y
radioterapia tienden a producir efectos secundarios severos. Durante los ultimos anos, se han presentado
dos enfoques en el tratamiento contra el cdncer que envuelven el sistema inmune: inmunoterapia pasiva
e inmunoterapia activa. La inmunoterapia pasiva, es un enfoque que intenta tratar a los pacientes
mediante la administracién de anticuerpos como agentes terapéuticos. Estos anticuerpos reconocen y
se adhieren a proteinas especificas en la superficie de las células tumorales. Una vez ahi, el anticuerpo
puede eliminar la célula directamente o dirigir un ataque hacia ella por otros elementos del sistema
inmune. La inmunoterapia activa, intenta aumentar la participacién del sistema inmunolégico del paciente
en la lucha contra las células malignas. El sistema inmune ha evolucionado para reconocer y destruir
materiales extranos. Dado que el cédncer es derivado de las células del propio individuo, el sistema inmune

normalmente falla al reconocerlos como inapropiados. Incluso si las células inmunitarias del paciente
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reconocen antigenos asociados las células tumorales, éstas iltimas pueden desarrollar mecanismos de
evasion inmune y escapar [43].

Una estrategia que ha ganado gran atencién gracias a los resultados clinicos reportados durante su
aplicacién, es la inmunoterapia adaptativa celular (IAC), esta consiste en la transferencia de células
inmunitarias a un paciente con la meta de obtener un beneficio terapéutico. En la mayoria de los casos,
TAC ha sido desarrollada para pacientes con cdncer, sin embargo, podria ser aplicada en el tratamiento
de enfermedades infecciosas, entre otras. Las células inmunitarias mé&s utilizadas en la IAC son los
linfocitos, pero también otras células como las asesinas naturales, monocitos y células dendriticas pueden

ser modificadas ex vivo y suministradas nuevamente [45].

Terapia de células T con CAR

Se extrae sangre del CélulaT Se preparan las células T
paciente para obtener e con CAR en el laboratorio
células T p B _
N canl Se inserta el gen del CAR
" ; gy
__‘// X \ CélulaT
— W= : N * Receptor de
N— L antigeno
! quimérico (CAR)
Las células T con CAR se unen Célula TR B !
a las células cancerosas y las con CAR I &
destruyen L A
e
A i Fi i b F g
L Ligai¥ s i
Célula cancerosa o
g _—Antigenos ; Se reproducen millones
3 - Célula T - de células T con CAR
¥ F N con CAR 22 o
b o < Y g ot .
Helf ey L Ao, Jek S
" ' At o S RN T Ol S
' Tl . i
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s - Las células T con ——
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Figura 3.13: Terapia de células T con receptor de antigeno quimérico (CAR), se modifican las células T

en el laboratorio para que se unan a las células cancerosas y las destruyan. Recuperado y adaptado de
[42].
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3.4. Modelos matematicos de sistemas biolégicos

En la literatura existe una gran variedad de articulos cientificos cuyo objetivo radica en el desarrollo
y anélisis de modelos matemadticos que estudian el comportamiento de sistemas biolégicos. Estos son
representados mediante EDOs que describen la evolucién en el tiempo del sistema. Algunas investigaciones
como las que se muestran a continuacién presentan modelos matemédticos de la dindmica del cdncer
y han permitido inferir sobre el comportamiento de las poblaciones celulares que interactian en este
padecimiento y su respuesta a distintos tratamientos.

En el 2006, de Pillis et al., en el articulo Mized immunotherapy and chemotherapy of tumors: modeling,
applications and biological interpretations [46], desarrollan y analizan un modelo matematico descrito
por seis EDOs de primer orden que describen la interaccién entre células cancerosas, T (t); células NK
(Natural Killers), N (t); células efectoras CD8'T, L (t); linfocitos circulantes, C (¢); la concentracién del
tratamiento de quimioterapia en el flujo sanguineo, M (t); y el tratamiento de inmunoterapia, I (¢). La

dindmica de estas poblaciones celulares y tratamientos se formula en las siguientes ecuaciones:

% = aT'(1-bT)—cNT - DT — Ky (1—e )T, (3.1)
dN T2 Y
dL . D*17? 9
LI
KL (1—eMyp 4P 4
L( € ) +g1+I+UL(t)’ (3 )
dc
o = a—BC—Ke(l-e™M)C, (3.5)
dM
o —YM + v (1), (3.6)
dI
= = T .
dt prl +vr (), (3.7)
donde l
L/T
pog BT 59
s+ (L/T)

A través del andlisis del modelo en ausencia de quimioterapia o inmunoterapia, se determinan puntos
de equilibrio en el sistema junto con los criterios de estabilidad dando como resultado dos puntos de
equilibrio en un conjunto especifico de pardmetros. Con base en estos resultados, los autores concluyen
que un tratamiento combinado de inmunoterapia y quimioterapia podria llevar al sistema a un punto de
equilibrio libre de tumor y alcanzar un estado libre del padecimiento.

En el 2007, de Pillis et al., en el articulo Chemotherapy for tumors: An analysis of the dynamics and
a study of quadratic and linear optimal controls [4T], se investiga un modelo matematico que describe los

efectos de la quimioterapia en las células tumorales y el sistema inmune mediante el siguiente sistema de
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EDOs:

dT’

— = al(1-bT)~e,NT — Kz MT, (3.9)
dN T

— = — fN ——N —pNT — KNynMN 1
pn o1 = fN + g5 N = pNT — KyMN, (3.10)
d

d—f = as— BC — KcMC, (3.11)
aM

donde T'(t) es la poblacién de células tumorales, N (¢) es la poblaciéon de células efector inmune, C (t)
es la poblacién de linfocitos circulantes y M (t) la concentracién del tratamiento de quimioterapia. El
modelo permite ensayar y comparar varias estrategias de control 6ptimo incluyendo el control cuadratico,
control lineal y restriccién de estado. Ademads de que incorporar los efectos benéficos del sistema inmune
en el control del crecimiento del tumor ayuda a rastrear directamente los efectos perjudiciales de la
quimioterapia en las poblaciones de células tumorales y células inmunitarias. En conclusién, el modelo
muestra que si una gran dosis de tratamiento es administrada para eliminar rapidamente la poblacién
de células tumorales y dirigir las variables de estado al punto de equilibrio libre de tumor, el cdncer serd
controlado efectivamente.

Otro de los articulos relevantes para este proyecto, presentado por de Pillis et al., en el 2009 es
Mathematical model creation for cancer chemo-immunotherapy [7], que describe la interaccién entre
la poblacién de células tumorales, T (¢); la concentracién de células NK por litro de sangre, N (t); la
concentraciéon de células CD8'T por litro de sangre, L (t); la concentracién de linfocitos por litro de
sangre sin incluir células NK y CD8'T, C (t); la concentracién del tratamiento de quimioterapia por
litro de sangre, M (t); la concentracién de IL-2 por litro de sangre, I (¢); el nimero de células tumor-
activadas CD8"T suministradas por dia por litro de volumen de sangre; vy, (t); la cantidad de doxorubicin
suministrada por dia por litro de volumen corporal; vys (¢); la cantidad de IL-2 suministrada por dia por

litro de volumen corporal; vy (t). El sistema estd representado por las siguientes EDOs:

dT
= = al(1—bT)—eNT - DT - Ky (1—6*5TM)T, (3.13)
dN e pNINIT s M

YV i (lo-N)-pN Ky (1—e M) N 14
dt f<f0 ) pNT + 2 (1= e N, (3.14)
dL OmL T ul?CI

@ L qLT+ (mN T 1
dt g1 gl T TN A0 T -2 (3:15)

p[LI

-K (1 - e_‘SLM> L+
g gr +1

+ g (1), (3.16)



acC
dt
aM

dt
dl

dt

donde

3 (g - 0) ~ Ke (1 - e—écM) c,

_FYM + UM (t) 9
LI

w
ol il
K +¢C+C+I+U1(t)’

(L/T)
s+ (L/T)"
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

En este trabajo, los autores expresan que al comparar el modelo con los datos obtenidos

experimentalmente durante las mediciones de las poblaciones de células inmunitarias, en particular, la

1L-2, se obtiene un comportamiento similar de ellas, y concluyen que entre més efectivamente las células

CDS8™T de la sangre periférica eliminen a las células tumorales, la inmunoterapia podrd ser mas titil en

conjunto con la quimioterapia.
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Capitulo 4
Desarrollo y resultados

En este capitulo se estudia la dindmica de un modelo matemaético compuesto por tres EDOs de
primer orden propuesto por de Pillis et al. [6]. Este sistema describe el crecimiento tumoral bajo una
respuesta inmune de células NK y células efectoras T CD8'. Adicionalmente, se considera la aplicacién
externa de un tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular (IAC) que permite controlar la evolucién
de la enfermedad. En la primera seccién, se describen las ecuaciones de estado que componen el modelo
bajo estudio, su propiedad de positividad y el punto de equilibrio libre de tumor. Después, se utiliza el
método de LCCI para determinar limites infimos y supremos para cada una de las poblaciones celulares
obteniendo el dominio de localizacién. En la siguiente seccién, se obtiene una condicién de no existencia
respecto al pardmetro de tratamiento que implicard la eliminacién de las células cancerosas en el sistema.
Posteriormente, se presenta la metodologfa utilizada para el diseno del controlador neuronal cuyo objetivo
es estimar una dosis de tratamiento en el pardmetro s; que permita eliminar el tumor. En complemento
al andlisis matema&tico se muestran simulaciones numeéricas que permiten ilustrar la dindmica del sistema
y los resultados obtenidos, asf como, la experimentacién in silico en la que se estudian tres estrategias

distintas de tratamiento y se compara el desempeiio de cada una de ellas.

4.1. Modelo matematico

Con el objetivo de entender la compleja dindmica del cdncer, de Pillis et al. [6] presentan un modelo
matematico que describe la interaccién del tumor con el sistema inmune, en dicho modelo los pardmetros
son estimados y validados con base en los datos experimentales publicados en estudios con pacientes. El
sistema bajo estudio describe la dindmica de las células cancerosas, T' (t); células asesinas naturales (NK),
N (t); y células efectoras T CD8", L (t). Las interacciones de estas poblaciones celulares estan dadas por

el siguiente conjunto de EDOs de primer orden:

dr

= al(1=bT)—eNT - D, (4.1)
dN gT?

L i D?

b o+ I r s eNT 4 s, (4.3)

dt k + D?
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donde
drL?
D= ———T.
sTA + LA

(4.4)
La Ecuacién (4.1)) representa la evolucién en el tiempo de la poblacién de células tumorales. En el primer
término se observa un crecimiento logistico del tumor, mientras que, el segundo y tercer término muestran
como esta poblacién se reduce por su interaccién con células NK y células efectoras. La Ecuacién
describe la dindmica de la poblacién de células asesinas naturales, se asume que estas estdan siempre
presentes y activas en el organismo mediante un flujo constante y una tasa de muerte natural, como se
muestra en el primer y segundo término respectivamente. El tercer término determina el reclutamiento
inmune de células NK generado por su interaccién con el tumor mediante la cinemdtica de Michaelis-
Menten. Ademés, se considera que las células asesinas naturales son inactivadas por las células cancerosas.
La Ecuacién representa la evolucién de las células efectoras T CD8™, estas células son reclutadas
por su interaccién con las células tumorales mediante el término de Michaelis-Menten, adicionalmente, la
produccién de células T CD8™ es estimulada por la interaccién entre las células NK y células tumorales.
Con el objetivo de explorar y evaluar el desempeno del tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular
para el control del crecimiento tumoral, en este trabajo se introduce en la Ecuacién el pardmetro sy,.
Es importante considerar que en la Ecuacién la variable 7' (¢) es un término comun. Por lo tanto,
T = 0, es considerado un estado libre de tumor. Un punto de equilibrio de interés en este trabajo, es el
punto de equilibrio libre de tumor, para calcularlo es necesario igualar el sistema f a Cero como

se muestra a continuacién:

AL
<a—abT—cN—>T = 0,

sTA + LA
gT?
— fN N—-pNT = 0
o/ +h+T2 b ’
jD?
—mL+k+D2L—qLT+7’NT+SL = 0,

entonces, considerando T' = 0, y resolviendo el sistema de forma algebraica se obtiene el punto de equilibrio

libre de tumor dado por la siguiente expresion:

(T*,N*,L*) = (0, %, “:i) . (4.5)

De acuerdo con la propiedad de positividad en sistemas dindmicos no lineales establecida por De

Leenher et al. [23], la dindmica del sistema se encuentra localizada en el ortante no negativo definido por:
Rio={T(t),L(t)=0,N(t) >0}

La descripcién y los valores de cada uno de los pardmetros del sistema bajo estudio se muestran en la

Tabla .11
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Tabla 4.1: Descripcién, valores y unidades de los pardmetros del paciente. El valor del pardmetro de
tratamiento (sr) serd determinado mediante el método de LCCI y la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Pardmetros Descripcién Valores y unidades
a Tasa de crecimiento del tumor 5.14 x 1071 dias™T
b 1/b es la capacidad de carga del tumor 1.02 x 1079 células™!
c Fraccién de células tumorales eliminadas por las células NK 3.23 x 1077 células™! dfas™!
d Nivel de saturacion de la fraccién de células tumorales 5.80 dias™!
eliminadas por las células CD8TT
o Fuente constante de células NK 1.3 x 10* células dias™!
A Exponente fraccional del tumor 1.36
f Tasa de muerte de células NK 4.12 x 1072 dias™!
g Tasa maxima de reclutamiento de células NK 2.5 x 1072 dfas™!
por las células tumorales
h Saturacién media del término de reclutamiento de células NK 2.02 x 107 células®
J Tasa de reclutamiento méximo de células CD8TT 3.75 x 1072 dias~!
k Saturacién media del término de reclutamiento de células CDSTT  2.00 x 107 células?
m Tasa de muerte de células CD8*T 2.04 x 107! dfas™!
q Tasa de inactivacién de células CD8TT por las células tumorales 3.42 x 10719 células—' dias™!
P Tasa de inactivacion de células NK por las células tumorales 1.00 x 1077 células™! dfas—!
S Saturacién media del término de la fraccién de células tumorales 2.5 x 107!
eliminadas por por las células CD8'TT
r Tasa a la cual se estimula la produccién de células CD8TT 1.1 x 1077 células™! dias™!
por la eliminacién de células tumorales por las células NK
SL Tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular — células dias™!

4.2. Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes

En esta seccién, se utiliza el método de LCCI para definir un dominio de localizaciéon que contiene
todos los conjuntos compactos invariantes del modelo de cdncer-inmunoterapia descrito por las Ecuaciones
f. Los limites de este domino son expresados por desigualdades en términos de los pardmetros
del sistema.

Limite inferior y superior para la poblacién de células cancerosas. Primero, con el objetivo de
determinar un limite inferior y superior para la poblacién de células cancerosas, se propone la siguiente
funcién localizadora

hi =T,

su derivada de Lie estd dada por

dL T
Lihi =aT (1 -0T)—cNT — TN LIV
ahora definiendo el conjunto S(hi) = {L;hy =0} y reescribiendo la ecuacién se obtiene la siguiente
expresion
1 cN dr>
h)=T=-—|—+——F—+ T = 4.
S (h) { b [ab+ab(sT)‘+LA)]}U{ 0} (46)
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descartando los términos negativos de la ecuacién anterior, se determina el valor méximo para la poblacién
de células tumorales en ausencia de la respuesta inmune, lo cual es igual a su capacidad de carga médxima

como se observa a continuacion

K(hl)Z{OST(t)STméx:}a

donde 0 es considerado como el limite inferior.
Limite infimo y supremo para la poblacién de células asesinas naturales. Ahora, para determinar

un limite infimo de la poblacién de células NK, se propone la siguiente funcién localizadora

hy = N,
calculando su derivada de Lie se obtiene
gT?N
L =0—fN —pNT
fh2 g f + h+T2 b )
después, se formula el conjunto S (hg) = {Lths = 0}, es decir
gT?N
he) =40 — fN+ L2 ,NT = 4.
() = {o - 8+ 0~ oNT =0} (4.7)

para determinar el limite infimo es necesario reescribir la Ecuacién (4.7)) como

__7 gT?N } ’
f+pT  (f+pT)(h+1T?)

S (ha) = {N

entonces, descartando el término racional al lado derecho de la ecuacién y aplicando el teorema iterativo,
se obtiene el siguiente subconjunto representado por la siguiente expresién:

S(hg)ﬁK(hﬁC{NZf_'_meéx},

por lo tanto, el limite infimo para la poblacién de células NK estard definido como

g
Ko (he) = {N“) 2 Nat = f+me}

Ahora, para determinar un limite supremo se toma una vez mds la Ecuacién (4.7)) y se reescribe de la

B o 1 hgN
R )

en este punto, es necesario imponer la siguiente condicién

siguiente forma

si esta condicién se cumple, se obtiene la siguiente expresién para el limite supremo

Ky (hy) = {N(t) < Nawp = fig}.
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De lo anterior, se concluye que la poblacién de células NK tienen un limite infimo y supremo definidos
por

KN = {Nl'nf < N(t) < Nsup}-

Limite infimo y supremo para la poblacién de células efectoras. Continuando con el mismo

procedimiento, se propone la siguiente funcién localizadora

y obteniendo su derivada de Lie

jD?*L
k + D2

hg = L,Lshg = —mL + —qLT +rNT + sy,

después, se formula el conjunto S (h3) = {L¢hs = 0}, es decir

2

e iDL B
S’(hg)—{ mL+k+D2 qLT—I—rNT+sL—O}, (4.9)

ahora, con el objetivo de determinar una expresién para el limite infimo, el conjunto S (hs3) es reescrito

de la siguiente forma

ST, §D?L rNT }
S(h3)={L= - + ,
(hs) { m+qT  (k+D?)(m+qT) m+qT

aplicando el teorema iterativo, se obtiene el siguiente subconjunto

SL
K L> ——
S(hg)ﬂ 1(h1) C{ > m+quéx},

por lo tanto, el limite infimo para la poblacién de células efectoras estard definido por

S
Ky (h3) = {L(t) > Ling = TI"L—}—(]LT} .
max

Ahora, se toma nuevamente el conjunto S (h3) y se reescribe para encontrar su limite supremo

sp +rNT 1 kL
S(h3s)=4qL= — LT
(hs) { m—j m—j(k+D2+q ’

de la expresién anterior, se impone la siguiente condicién
m—73 >0, (4.10)

si esto se cumple, es posible aplicar el teorema iterativo y obtener el siguiente subconjunto

S (h3) N K (h1) N K (hg) C {L < 5L +TNsungax} |

m—=J
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del cual se puede definir el siguiente limite supremo para la poblacién de células efectoras

Noo T
Ko (hs) = {10 < Lp = 2 N ],

m—j

Por lo tanto, el limite infimo y supremo para la poblacién de células efectoras estard definido por
Ky = {Linf <L (t) < Lsup} .

Finalmente, es posible determinar un limite supremo para la poblacién de células cancerosas en presencia

de las células NK y células T efectoras. Ahora, aplicando el teorema iterativo se obtiene

Ky (hl) =5 (hl) N K; (hg) N K (hg) C {T (t) < Tsup}a

donde
1 Canf dL?‘ £
Ty = = — - in , 411
w5 ab  ab (I, + L) (4.11)

Es importante considerar que la poblacién de células cancerosas posee un punto de equilibrio libre de
tumor en T' = 0. Por lo tanto, los limites infimo y supremo para la poblacién de células cancerosas estardn

definidos por el siguiente conjunto de localizacién
Kp={0<T(t) <Tyup}-

Con base en los resultados obtenidos en esta seccién es posible establecer el siguiente enunciado.
Resultado: Dominio de Localizacién. Si las condiciones (4.8) y se cumplen todos los conjuntos
compactos invariantes del modelo de cdncer-inmunoterapia f se encuentran dentro o en la

frontera del siguiente dominio de localizacidn:

Kr=KyNKpNKrp, (412)
donde
KT - {O S T (t) S Tsup}a
KN = {Nl’nf < N(t) < Nsup}7
K, = {Ll'nf <L (t) < Lsup} .

4.3. Condicién de no existencia

En esta seccidn, se determina una condicién de no existencia en funcién del pardmetro de tratamiento

de inmunoterapia adaptativa celular sz. Se conoce que el término T, representa el limite supremo para
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la poblacién de células tumorales y su valor méximo estd dado por 1/b, entonces, una condicién de no

existencia serd obtenida si Ty, < 0, y la interseccién de los conjuntos
S (hl) N K, (h2) N Ky (hg) =0,

esto implica que no existird ningin conjunto compacto invariante y que la dindmica de la poblacién de
células cancerosas se localizard tinicamente en el plano 7' = 0, por lo tanto, la tinica dindmica posible serd
un punto de equilibrio.

Para lograr esto, se consideran los siguientes términos de la Ecuacién (4.11)):

1 N CNl'nf . dLl);’If <0
boab ab(sThg + L) ~

de la expresién anterior, es posible obtener, mediante un proceso algebraico, un valor para el pardmetro

sr, que permita cumplir con la condicién de no existencia. Por lo tanto, el tratamiento debe ser

1

w20 (255)

donde
beco
= a—i,
2 (bf +p)
bm + q
¢y = T2

que al sustituir por los valores de la Tabla utilizados en este trabajo, se obtiene que sy, > 3.4377 x 107
células/dia. Satisfacer la condicién de no existencia implicard la eliminacién de la poblacién de células

cancerosas en el individuo lo que llevara al paciente a un estado libre de tumor.

4.4. Erradicaciéon del tumor y estabilidad asintética del punto de

equilibrio libre de tumor

En esta seccién, aplicando el método directo de Lyapunov se establecen condiciones suficientes de
estabilidad asintética al punto de equilibrio libre de tumor del sistema f. Se propone la siguiente
funcién candidata de Lyapunov

ha(t) =T,
ahora, calculando su derivada de Lie
IR
Lihy = (a—bT—cN—dM> T,
es evidente que Lhy (0) =0y Lyhg < 0 si se cumple la siguiente condicién

L>\

a—QbT—CN—dm<

0,
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considerando limites infimos y supremos dados por la expresion (4.12)) se formula la siguiente condicién

a— cNps —d——— <0
A A ’
STméx + Linf

de lo anterior se puede resolver de forma algebraica respecto al pardmetro de tratamiento de inmunoterapia

s, obteniendo la siguiente expresién

P1 [ P28 A
F1 4.13
T (1—/)2) ’ 1)
donde
P = bm+Q7
_a cbo
P2 = 4" dprof)

ademds, debe satisfacerse la siguiente condicién
1—py>0, (4.14)

por lo tanto, los resultados de esta secciéon permiten formular el siguiente enunciado concerniente a la
erradicacién del tumor.

Resultado: Estabilidad asintética. Si las condiciones Yy se cumplen, entonces la
poblacion de células tumorales descrita por el sistema f son eliminadas por el tratamiento de

mmunoterapia. Lo anterior implica estabilidad asintdtica hacia el plano T = 0,i.e.

lim T'(t) = 0.

t—o0

Al sustituir los valores de la Tabla en la expresion (4.13)), es posible verificar que la condicién de

estabilidad asintética es igual a la condicién de no existencia obtenida en la seccién anterior.

4.5. Simulaciones numeéricas

En esta seccién, se presentan las simulaciones numéricas del modelo matemético de céncer-
inmunoterapia (4.1)—(4.3)) e ilustran los resultados obtenidos mediante el andlisis matemético. Los valores
utilizados en las simulaciones son mostrados en la Tabla[4.T] con ellos es posible verificar que las condiciones

(4.8), (4.10]) y (4.14) se satisfacen. Posteriormente se proponen las siguientes condiciones iniciales

T(0) = 2451 x 108,
N(0) = 550,

4.596 x 106,

™~
—~

=)
~

I
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correspondientes un cuarto de la capacidad de carga tumoral maxima y una respuesta débil del sistema
inmune. La Figura[4.1] muestra las soluciones del sistema en ausencia del tratamiento de inmunoterapia, es
decir, s;, = 0. Se observa que la poblacién de células tumorales crece hasta alcanzar su capacidad de carga
maxima, mientras que, la poblaciones de células NK y células efectoras disminuyen y todas las soluciones
convergen al punto de equilibrio de carga tumoral maxima. Después, en la Figura [4.2] se busca ilustrar la
estabilidad asintética del punto de equilibrio libre de tumor. Por lo tanto, se establece una concentracién
de tratamiento de inmunoterapia satisfaciendo la condicién como se indica en la siguiente expresién

p Do /A
=1.01 x 2L 2
oL v? <1—P2> ’

al realizar el cdlculo con los valores de la Tabla se obtiene un valor numeérico de s; = 3.4727 x 107
células/dia. Se observa que las soluciones del sistema tienden al punto de equilibrio

T* N*, L*)=(0,-,—

( b ) ) ( ) f’ m) b

por lo anterior, es evidente que th’m (t) = 0y se logra la eliminacién de la poblacién de células cancerosas.
— 00
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Figura 4.1: Soluciones del sistema de cdncer-inmunoterapia en ausencia de tratamiento de IAC.
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Figura 4.2: Erradicaciéon de células cancerosas al aplicar un tratamiento de inmunoterapia satisfaciendo
las condiciones de estabilidad asintética del punto de equilibrio libre de tumor.
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4.6. Controlador neuronal

En esta seccién, se muestra la metodologfa utilizada para disenar el controlador neuronal, esto surge
de la suposicién de que la dosis de tratamiento necesaria para eliminar la poblacién de células cancerosas
puede ser calculada por una red neuronal. La estructura del controlador propuesto esté inspirada en una
red neuronal de enlace funcional de una capa reportada en ([41] Seccién 4.2, p. 181). La propiedad de
aproximacion universal de redes neuronales para una sola capa en conjunto con la teorfa de estabilidad de
Lyapunov permiten obtener una expresién para la ley de adaptacién de pesos, esto permitira al controlador

estimar durante el proceso los pesos de salida de la red neuronal.

4.6.1. Anadlisis matematico y diseno del controlador neuronal

La dindmica del modelo matemdtico bajo estudio es descrita por el sistema (4.1)—(4.3)), del cual, se
busca disefiar un controlador que permita que la poblacién de células cancerosas 1" (t) se aproxime a una

trayectoria o valor deseado. Ahora, se propone un cambio de variable, por lo tanto, las variables de estado

del sistema (4.1)—(4.3), serdn reescritas de la siguiente forma:

zi(t) = T(),
z2(t) = N(b),
z3(t) = L(1),
por lo tanto, el sistema quedaria
2
21 = awxy(1—0bxry) — crowy — d%xl, (4.15)
sT1 + 23
2
. gy
To = o— fro+ ot x%xg — pxox1, (4.16)
A 2
J (dsxfﬁxl)
i3 = —mx3+ L 3 503 — qIT3T1 + TT2T1 + SL. (4.17)

kot (d—2
seytay L
Ahora, es necesario definir la salida del sistema que se quiere controlar
y(t) =1 (1), (4.18)
se define el siguiente error de seguimiento de trayectoria

e(t) =1 (t) — z1q (4.19)
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donde x14 € R™ es un valor deseado de x;. Ahora, es necesario derivar e (t) y sustituir las derivadas de

sus variables de estado correspondientes hasta que aparezca la senal de control u (t) = sp.

A
. " .
e = a(e+x1d)7ab(6+$1d)2*0332(6+;p1d)fd 3/\ )\(eJrl“ld)*CUu,
s(e+w14)" + 73
A A A-1
3 x sAdzy (e +x .
e = a_2a/b(e—‘|—$d1) — CT2 — 3 3 X + 3( Ald) N ¢
s(e+z1a)” + 73 s(e+ x1a)" + x3

) (e +x1q4) (sAd:cgfl (e + $1d)>‘ + 2)\d$§>\71>
—C (6 —|— :L'ld) 1'2 —

T3
s (e+ z19) + 3
A A A—1
T sidxs (e +x .
+ | a—2ab(e+ x1q) — cxa — 3 St 3 ( /\1(1) | #1as
s(e+x1q)” + 23 s(e+x1q)” + 23
nétese que x3 contiene la senal de control sz. De la expresiéon anterior es posible escribir el sistema de la
forma
Et)=F(z)—G(x)u(t), (4.20)
una vez realizados las sustituciones correspondientes, de forma algebraica se obtiene
A A A—1
T sAdzs (e +x
F(zx) = |a—2ab(e+ z14) — cx2 — 3)\ Gl 3 ( )\ld) S
s(e4+x1q)" + a3 s(e+x1q)” + 23
A
T3

(a (e + x14) — ab(e + xld)2 —cxo (e +x19) — d (e + x1q4) — x1d>

s(e+ x19)" + 23

2
g(e+ x1q)
—cle+x1q) |0 — fro+ ——— (e2 + za2) — px2 (€ + x14q)
( h+ (e + x1q)°
A A A1

T shdxs (e +x .

+ | a—2ab(e+ x1q) — cxa — 3 5 T+ 3 ( /\ld) | 14
s(e+x1q)” + a3 s(e4+x1q)” + a3

(e + x1q) (3Adw§*1 (e + 1) + 2)\d33§’\*1>

s(e+ wld))‘ + :cg‘
J s(etara) +23 (€ +1a)
A
T3
k+ (ds(e-&-md))‘-i-m?, (e + 'Tld))

(e + 214) (sAdazg—l (e + 1) + 2Adx§H)

s(e+ :L’ld))‘ + :L‘g\

—mxs +

503 — qr3 (€ + T14) + 172 (e + 714) |

)

u(t) = sg.

A partir de aqui, es importante obtener una expresién para el sistema en lazo cerrado que esté en funcién

del error de seguimiento de trayectoria e, y la variable r que es una expresién que depende del error e y

la velocidad del error, los cuales se definen como:

e = T1— Tid, (4-21)

r = é+ Ae, (4.22)
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donde A > 0 es una matriz de diseno definida positiva. Ahora, sustituyendo en la Ecuaciéon (4.20]) se

obtiene

é¢=F(z)—G(x)syg,

multiplicando ambos lados de la ecuacién por G~ (x) y sustituyendo (4.21)) y (4.22)),

G lx)e = Ya)F (z) — sp,

G (z)F
G lz)(r—Aé) = G Ya)F(z)— s,
=

G )y = Yz)Aé + G (2)F (x) — 51,

con el objetivo de establecer un acotamiento en las soluciones y concluir estabilidad uniformemente acotada

en forma tltima, se propone una funcién g (z) tal que %G_l(m) —B(z)=0.

G_l(az)f = —fBx)r+6(x)r+ G_l(:v)Aé + G_l(as)F (x) — s,
F(z) = B@)r+G Y(z)Aé+ G H(2)F (z),

G lx)r = —B(z)r+F(z)— s (4.23)
ahora, se propone la siguiente ley de control
sp, = F + K,r, (4.24)

donde F' es un estimado de F () y K, una matriz definida positiva. Considerando que el error de

aproximaciones estd dado por

Para el disenio de la red neuronal de enlace funcional de una capa, se utiliza la propiedad universal de
redes neuronales. Sea

F(z)=W"6(2) +e¢,
donde ¢ (x) representa la funcién de activacién y € corresponde a un error de aproximacién acotado por
lell < en- (4.25)

Entonces, una estimacién de F' (z) estard dada por

A

F(z)=WT¢(x),
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donde W son los pesos actuales de la red neuronal. Por lo tanto, la ley de control se transforma en
s, = WTo () + K,r. (4.26)
Ademas, el error de estimacién de pesos estard definido por
W=Ww-W, (4.27)
entonces, F — F' = WT¢ (2) + e — WT¢ (2), y la dindmica en lazo cerrado en términos de r serd
G Ha)yr=—B(x)r+Wlhe(z) — Kyr +e. (4.28)

A continuacién, con el objetivo de concluir estabilidad en el sistema y definir una ley de adaptacién de

pesos de la red neuronal, se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
x L r1 1 5T r7—17%
V@Mﬁzira7+§wﬁVH W} (4.29)

donde H es una matriz diagonal de valores aleatorios entre 0 y 1 tal que H = HT > 0. Derivando la

Ecuacion (4.29))
. 1 . ~ L
V:rﬂ?1W+QOIG%>+W{WJH'WV},

sustituyendo (4.28)) en la expresién anterior,

Vv = T (—ﬁ ()r + Wl (2) — Kyr + 5) + % (TTGHIT‘> + tr {WTH1W} )

V = —rTKyor+rT <;Gl -5 (x)) r+rIWre (x) + tr {VVTHlﬁ/} +rTe. (4.30)
De la Ecuacién , se considera el tercer y cuarto término,

tr {TTWTqb (.’L‘)} +tr {WTH_lﬁ/} =0,
reacomodando dentro de la traza y resolviendo para W se obtiene la siguiente expresién
W= —Hg(z)rT, (4.31)
ya que en la Ecuacién W es constante, la derivada de W, puede ser escrita como
W= —W,

donde la ley de adaptacién de pesos estard dada por

W =H¢(x)rT (4.32)
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recordando que %G_l — B (x) =0, la derivada de la funcién candidata de Lyapunov serd
1% (7", W) = —TK,r+ TTE,

por lo tanto,

V= —TKyr+rTe < —Apin {Eo} 7> +en |I7]|,

donde Anim es el valor propio minimo de K,. Dado que ey es constante, se tienen los casos

([41] Seccién 4.2, p. 188):

= V' <0, si se satisface la siguiente condicién

EN
rl| > —F=,
Il > 3 — (K.}
= V =0, si se satisface
Irll = 5=
™M=~
)\ml’n {K'u}
= V >0, si se satisface
EN
| < ~—F 1
Il < 3 — (K.}

El acotamiento de r garantiza el acotamiento de e y é, y dado que la trayectoria deseada 14 estd
acotada, por consecuencia, la variable de estado x; también estard acotada. Por lo anterior es posible

concluir estabilidad del tipo UUB, es decir, uniformemente acotada en forma tltima.

4.6.2. Implementacién en Simulink y simulaciones numéricas

Para alcanzar el objetivo de eliminar la poblacién de células cancerosas del sistema, se propone el uso
de una red neuronal de enlace funcional de una capa, con 10 neuronas en su capa oculta y funciones de
activacién tangente hiperbdlica.

Ahora, considerando el controlador propuesto en la Ecuacién y la ley de adaptacién de pesos
(14.32)) se realizé la implementacién en Simulink, utilizando un bloque S-Function Builder. La red neuronal

requiere el siguiente vector de entrada
x=1[1eéxy d14q :i1d]T € RS,

que describe la senal utilizada en la capa de entrada a la red neuronal. En la Figura se muestra un
diagrama general de la red neuronal propuesta. Primero, para ilustrar el funcionamiento del controlador,

se propone que la solucién del sistema z; se aproxime al punto z;4 = 1 x 10%. Este valor deseado
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=
Il

Entradas Capa oculta

Figura 4.3: Red neuronal de enlace funcional de una capa propuesta.

permite observar que el sistema no convergera asintéticamente. Los pardmetros y ganancias utilizados en

la simulacién son

K, = 0.6,

A = 0.1,

En la Figura |4.4] se observa que el pardmetro de tratamiento oscila y va disminuyendo a medida que el
valor de x1, es decir, la poblacién de células cancerosas, se aproxima al valor deseado. Los pesos a la
salida de la red neuronal se muestran en la Figura adicionalmente, en la Figura se muestran los

resultados de los valores del error e y la velocidad del error é que disminuyen a través del tiempo.
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Figura 4.4: Frradicacién de células cancerosas al aplicar un tratamiento de inmunoterapia estimado por
el controlador neuronal propuesto.
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Pesos estimados a la salida W

Figura 4.5: Pesos en la capa de salida de la red neuronal.

En el caso anterior, a pesar de que el sistema se aproxima al valor deseado propuesto, es importante
mencionar que los valores del pardmetro de tratamiento s; toman valores negativos, esto en la realidad

no es posible. Por lo anterior, se enlistan las siguientes consideraciones biolégicas:
= Kl pardmetro de tratamiento debe ser no negativo, sy > 0.

= La poblacién de células cancerosas tendra un umbral de 1, es decir, si 1 < 1, entonces es posible

asumir que la poblacién ha sido erradicada, z; = 0 [38].

Los puntos anteriores fueron considerados para realizar las siguientes simulaciones numéricas, ahora,
se busca que las células tumorales se aproximen al valor de cero, z14 = 0. Los resultados en la Figura
.7 muestran que la dosis estimada para el tratamiento s, es suficiente para alcanzar la erradicacién de
células cancerosas, una vez eliminadas el sistema tiende al punto de equilibrio libre de tumor. La Figura

-8 ilustra los pesos en la capa de salida de la red neuronal.



10

t [dias]

Figura 4.6: Gréficas del error e y velocidad del error é.
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Figura 4.7: Erradicacién de células cancerosas al aplicar un tratamiento de inmunoterapia estimado por
el controlador neuronal propuesto.
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Pesos estimados a la salida W
e
(=) W

Figura 4.8: Pesos en la capa de salida de la red neuronal.

Por otro lado, la Figura[f.9muestra la estructura del diagrama a bloques en Simulink donde se utiliza el
bloque S-Function Builder. Como se mencioné anteriormente, el modelo matematico bajo estudio describe
un sistema bioldgico, esto implica, que los valores del pardmetro de tratamiento deberdn ser sy, > 0, de
lo contrario carecerian de un sentido biolégico. Para satisfacer las consideraciones bioldgicas propuestas
con anterioridad, la salida del controlador es enviada a la seccién mostrada en la Figura donde se
anade un bloque de saturacién cuyo objetivo es asegurar que el valor sy, sea igual o mayor que cero, y un
switch que establece un umbral para las células cancerosas de 1, por lo que cualquier valor mejor a este
umbral serd considerado como 0, esto provoca una convergencia del sistema a pesar de que la estabilidad
encontrada sea del tipo UUB. Ademds, el bloque integrador permite obtener el total de tratamiento

suministrado a lo largo de la terapia, correspondiente a 1.558 x 107 células.
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Figura 4.9: Diagrama de bloques del controlador neuronal en Simulink.
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Figura 4.10: Diagrama de bloques donde se muestra la aplicacién del tratamiento y el cdlculo mediante
un integrador del total suministrado.



61

4.7. Experimentacion in silico

En secciones anteriores, se obtuvieron valores en el pardmetro s;, que permiten alcanzar la eliminacién
del tumor y llevar al paciente a un estado libre de enfermedad. En esta seccién, se realiza una comparacion
de estos resultados para evaluar su desempeno. Una herramienta clave para realizarlo es la experimentacién
in silico, la cual, permite aprovechar el poder computacional para realizar simulaciones numeéricas e ilustrar
los distintos escenarios a los que el sistema dindmico bajo estudio puede someterse.

Con este objetivo, se construyé un diagrama a bloques del sistema f en Simulink. El diagrama
principal se muestra en la Figura [{.11] en ¢l se muestran las condiciones iniciales y salidas del sistema.
En el subsistema, se encuentran todas las ecuaciones del modelo matemédtico. Ademads, se incluyen los
valores del pardmetro sy necesarios para estudiar las tres estrategias de tratamiento propuestas en esta
seccidén; aplicacién constante, aplicacién diaria mediante pulsos con un 20 % del ciclo de trabajo por dia,
y aplicacién semanal mediante pulsos con un 50 % del ciclo de trabajo por dia. En los todos los casos, se
considera un umbral de 1 célula para la poblacién de células cancerosas, una vez que esta es menor a esa
cantidad, es decir, T'(t) < 1 se considera que el céncer ha sido erradicado y el tratamiento se suspende.

Ahora, se mostrard el diagrama a bloques de cada una de las ecuaciones del sistema y el término D. En

Condiciones Salidas del
Iniciales sistema
T(t) —>I>—<>—>I—>
2.4510E8 — T(0) Tt
» T
T(0)
T
N(t)
N(t) N
550 |—# N(0) "
N(0)
L(t) —»{ 1 >I—>
L(t) » L
L
4.5956E6 —m{L(0)
SL sL
L(0)
sL sL1

Figura 4.11: Diagrama general del sistema.

la Figura puede observarse la ecuacién

dr

g—aT(l—bT)—cNT—D,
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que corresponde a la dindmica de la poblacién de células cancerosas y ha sido descrita en secciones

anteriores de este trabajo. Por simplicidad, el término D, que es un término fraccional

dLA
D=—" T
sTA + LN

fue construido por separado y su estructura se ilustra en la Figura

u

)
1 (R N g
x

5

|
:

=

: : Coape’ (i

%o
L c T(0)
[Tl
[D]

Cero

Figura 4.12: Diagrama a bloques de la Ecuacién (4.1)).
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lamda
uv
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Figura 4.13: Diagrama a bloques de la Ecuacién (4.4)).

De igual forma, la ecuacién

que describe la poblacién de células asesinas naturales puede verse en diagrama a bloques en la Figura

Por 1ltimo, se tiene la ecuacién correspondiente a la poblacién de células efectoras T CD8™

dL jD?
e L+ 22 L —qLT +rNT
a et pet T ek TN s

esta incluye el pardmetro de tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular sy, y su diagrama a bloques

es mostrado en la Figura
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Figura 4.14: Diagrama a bloques de la Ecuacién (4.2)).
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Figura 4.15: Diagrama a bloques de la Ecuacién (4.3).
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Como se mencioné anteriormente, en la experimentacién in silico se estudiaron distintos casos para
evaluar el desempenio de las estrategias de tratamiento. A continuacion, se muestran los resultados
obtenidos en cada uno de ellos:

Caso 1. Aplicacién constante.

En este caso, se realiza la aplicacién del tratamiento de forma constante s;, = 3.4727 x 107 células/dia.
Un dato de interés en este trabajo es conocer el consumo total de tratamiento de inmunoterapia una
vez que el tumor es erradicado, para esto, se utilizé un bloque integrador que permite obtener el drea
bajo la curva del pardmetro sy, lo cual corresponde al total de tratamiento suministrado a lo largo de la
terapia. En la Figura se muestra que el valor total de tratamiento obtenido por el integrador es de
1.682 x 10® células. Adicionalmente, en la Figura se ilustra la dindmica del modelo, puede observarse
que el céncer es eliminado en 4.85 dias de aplicacién contante, y una vez suspendido el tratamiento el

sistema converge hacia el punto de equilibrio libre de tumor.
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Figura 4.16: Diagrama a bloques de la aplicacién de tratamiento de inmunoterapia de forma constante y
total de tratamiento suministrado.
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Caso 2. Aplicacién con un ciclo de trabajo del 20 % por dia.
En el segundo caso, el tratamiento es aplicado diariamente mediante pulsos de 4.8 horas, correspondiente
al 20 % del ciclo de trabajo diario, nétese que una vez las células tumorales son eliminadas, el tratamiento
se suspende, es decir, s;, = 0 y las soluciones del sistema convergen hacia el punto de equilibrio libre de
tumor, en esta estrategia destaca que las células cancerosas son erradicadas en 8.2 dias y que el consumo
total de tratamiento como se muestra en la Figura es de 6.25 x 107 células, una cantidad menor que

la obtenida en el caso 1.
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Figura 4.18: Diagrama a bloques de la aplicacién de tratamiento de inmunoterapia mediante pulsos con
un 20 % del ciclo de trabajo por dia y total de tratamiento suministrado.
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Figura 4.19: Eliminacién de células cancerosas al aplicar el tratamiento mediante pulsos con un 20 % del
ciclo de trabajo por dfa.
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Caso 3. Aplicacién semanal con un ciclo de trabajo del 50 % por dia.
En el tercer caso, se propone evaluar el desempernio del tratamiento al ser aplicado de forma semanal con
un ciclo de trabajo del 50% por dia. En la Figura se observa que el tratamiento logra eliminar el
tumor y de nuevo, el sistema converge hacia el punto de equilibrio libre de tumor, ademds, el cdncer es
eliminado en 7.3 dias. También, es importante notar que en este caso el consumo total de tratamiento es

2.898 x 107 células, una cantidad ain menor que la obtenida en los casos anteriores.
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Figura 4.20: Diagrama a bloques de la aplicacién de tratamiento de inmunoterapia mediante pulsos
semanales con un 50 % del ciclo de trabajo por dia y total de tratamiento suministrado.
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Figura 4.21: Eliminacién de células cancerosas al aplicar el tratamiento mediante pulsos semanales con

un 50 % del ciclo de trabajo por dfa.
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Caso 4. Aplicacién mediante un pulso con un ciclo de trabajo del 51.2% por dia.
En este 1ltimo caso, se propone evaluar el desempeno del tratamiento al ser aplicado mediante un pulso
de 51.2% del ciclo de trabajo por dia. En la Figura se ilustra como esta cantidad de tratamiento es
suficiente para eliminar la poblacién de células cancerosas en 6.98 dias. En esta estrategia se registré un

consumo total de tratamiento es 1.778 x 107 células.
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Figura 4.22: Diagrama a bloques de la aplicacién de tratamiento de inmunoterapia por medio de un solo
pulso con un 51.2 % del ciclo de trabajo por dia y total de tratamiento suministrado.
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Figura 4.23: Eliminacién de células cancerosas al aplicar el tratamiento por medio de un solo pulso con

un 51.2 % del ciclo de trabajo por dfa.
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Tabla 4.2: Estrategia de aplicacién, consumo total de tratamiento y dias que el tratamiento permanece
activo.

Estrategia Consumo total de tratamiento Dias para erradicar el tumor
Aplicacién constante 1.682 x 10% células 4.85 dias
Aplicaciéon mediante pulsos con 6.25 x 107 células 8.2 dfas

un 20 % de ciclo de trabajo por dia

Aplicacién semanal mediante pulsos 2.898 x 107 células 7.3 dias
con un 50 % del ciclo de trabajo por dia

Aplicaciéon mediante un pulso con 1.778 x 107 células 6.98 dias
un 51.2 % del ciclo de trabajo por dia

Aplicacién mediante el valor 1.558 x 107 células 9.84 dias
estimado por el controlador neuronal

En la Tabla se muestra el consumo total de tratamiento y el tiempo en que el sistema alcanza
la eliminacién del tumor obtenidos en cada una de las estrategias y por el controlador neuronal. Se
observa que al aplicar la dosis estimada mediante el controlador neuronal se obtiene un menor consumo
de tratamiento, ya que este estima una gran cantidad en su dosis inicial, que permite que la poblacién
de células tumorales disminuyan hasta llegar a cero. Por otro lado, la aplicacién mediante un pulso con
el 51.2% del ciclo de trabajo por dia, reduce considerablemente el consumo de tratamiento y ademds las
células cancerosas alcanzan su valor minimo en una menor cantidad de tiempo. Sin embargo, es necesario
continuar investigando para lograr formular un protocolo de administracién de inmunoterapia. Una de
las ventajas de utilizar Simulink para estos experimentos, es que permite hacer uso de la aplicacién por
pulsos sin necesidad de realizar un cédigo méds complejo en Matlab y explorar los distintos escenarios
modificando las propiedades del bloque, como su periodo y ciclo de trabajo. Otra ventaja, es la utilizaciéon
de un switch para establecer un umbral para la poblacién de células tumorales, lo que permite al programa
considerar como 0 cualquier valor de 1" menor que 1. Ademsds, estas simulaciones numeéricas permiten
verificar que las condiciones de estabilidad asintética no necesitan satisfacerse de forma permanente para
que el sistema converja al punto de equilibrio libre de tumor cuando se incorpora el umbral de eliminacién

a la programacién por bloques en Simulink.
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Capitulo 5

Conclusiones

Desde hace varios anos, el cdncer se ha convertido en una de las principales causas de muerte a nivel
mundial. Actualmente existen diversos tratamientos para combatir el cdncer, sin embargo, estos presentan
efectos secundarios adversos y no aseguran una erradicacion total de la enfermedad. Por este motivo,
distintas dreas del conocimiento han dedicado sus esfuerzos a formular y estudiar modelos matematicos que
describen la dindmica de este padecimiento, con el objetivo de evaluar estrategias de control que permitan
optimizar los efectos generales de la terapia y reducir algunos de los efectos secundarios provocados
por ella. El método de LCCI y la teoria de estabilidad de Lyapunov son algunas de las herramientas
matemadticas reportadas en la literatura que permiten estudiar los modelos matematicos del cdncer y
obtener informacién importante acerca de su dindmica en el corto y largo plazo, ademés de explorar los
distintos escenarios y los efectos producidos por algiin tratamiento.

En este trabajo, se estudia la dindmica global de un modelo matemaético que describe la interaccién
entre la poblacién de células cancerosas y el sistema inmunitario formulado por de Pillis et al. [6].
Adicionalmente, se introduce en la Ecuacién el pardmetro sy, que representa la aplicaciéon externa de
un tratamiento de inmunoterapia adaptativa celular. Mediante el método de LCCI y el método directo de
Lyapunov, se logré establecer condiciones suficientes sobre el pardmetro de tratamiento s; que permiten
la erradicacién de las células cancerosas y determinar estabilidad asintética del punto de equilibrio libre
de tumor. Asi como determinar limites infimos y supremos para cada una de las poblaciones celulares
y definir un dominio de localizacién en el que se encuentran todos los conjuntos compactos invariantes
del sistema f. Finalmente, aplicando la teorfa de estabilidad de Lyapunov y la propiedad de
aproximacién universal de las redes neuronales se disefié un controlador neuronal capaz de estimar una
dosis de tratamiento que permita eliminar la poblacién de células cancerosas.

Con base en los resultados obtenidos en este trabajo de tesis, fue posible confirmar la hipétesis
planteada al inicio de este proyecto. La aplicacién de las metodologias mencionadas en el parrafo anterior,
permitié explorar la dindmica del sistema en presencia del tratamiento de inmunoterapia adaptativa
celular, ademds, se demostré mediante simulaciones numéricas que las dosis de tratamiento obtenidas en
el pardmetro sy, permiten llevar al sistema al punto de equilibrio libre de tumor.

Los resultados de este trabajo se ilustran mediante simulaciones numéricas con los valores de la
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Tabla como se muestra en la Figura al aplicar el tratamiento sy, satisfaciendo las condiciones de
estabilidad asintética obtenidas mediante el método directo de Lyapunov, el sistema converge hacia
el punto de equilibrio libre de tumor , lo que implica la eliminacién de las células cancerosas, ademas se
observa que las soluciones del sistema se encuentran dentro del dominio de localizacién . Sin embargo,
este corresponde al caso ideal en el que el tratamiento se suministra de forma constante. Posteriormente,
para explorar un escenario més apegado a la realidad, se propone la aplicacién del tratamiento s;, mediante
pulsos y una vez que la poblacién de células tumorales es erradicada, el tratamiento se suspende, es decir,
sr, = 0. Para ilustrar el desempeno de la aplicacién del tratamiento por medio de pulsos, se enlistan cuatro

casos. Como se observa en las Figuras [£.17] [£.18], [£.21] y [£.23] las cuales corresponden a una aplicacién

constante, la aplicacién diaria con un ciclo de trabajo del 20 % por dia, la aplicacién semanal con un 50 %
del ciclo de trabajo por dia, y la aplicacién mediante un pulso con un 51.2% del ciclo de trabajo por
dfa respectivamente, una vez que el cdncer es eliminado el tratamiento se apaga y el sistema converge al
punto de equilibrio libre de tumor . Las simulaciones numéricas muestran que el tratamiento aplicado
mediante pulsos es suficiente para alcanzar la erradicacién del tumor. Esto sugiere que las condiciones de
estabilidad asintética no necesitan satisfacerse de forma permanente, se cree que al estudiar la dindmica
de las poblaciones celulares de este modelo en particular, la dosis estimada en el pardmetro de tratamiento
potencia el sistema inmunitario permitiendo que este continie combatiendo el cdncer de forma efectiva
aun cuando el tratamiento ha sido suspendido.

Al aplicar la propiedad de aproximacién universal de redes neuronales se deriva la dindmica en lazo
cerrado del sistema 7, dicha dindmica es descrita por la Ecuacién , esta expresién en
conjunto con la teorfa de estabilidad de Lyapunov, permite obtener la ley de adaptacién de pesos de la
red neuronal y proponer la ley de control , ademads de concluir estabilidad del tipo UUB,
es decir, uniformemente acotada en forma iltima. Con lo anterior, se disené una red neuronal de enlace
funcional de una capa, con 10 neuronas en su capa oculta, que permitié estimar una dosis total de
tratamiento y una funcién de aplicacion de la dosis capaz de eliminar la poblacién de células cancerosas.
Como se muestra en la Figura [£.7] el valor estimado por la red neuronal es suficiente para eliminar el
tumor. Una vez el cdncer ha sido eliminado el sistema tiende al punto de equilibrio libre de tumor. Nétese
que la estabilidad del sistema fue del tipo UUB, por lo que la convergencia en las soluciones es provocada
por las consideraciones bioldgicas mencionadas en la Seccion 4.2.6. A pesar de que la red neuronal obtuvo
una dosis total de tratamiento adecuada para combatir el cdncer, actualmente no existe la tecnologia para
medir en tiempo real la cantidad de células tumorales en el paciente, lo que representa una limitante del
controlador al ser aplicado a este tipo de sistemas, por lo que seria interesante explorar la aplicacién del

control neuronal en periodos de tiempo definidos.
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Un punto de interés en este trabajo, es la comparacién entre el consumo total de tratamiento y el
tiempo que transcurre hasta alcanzar la eliminacién del tumor. Los resultados obtenidos para cada una
de las estrategias de tratamiento se muestran en la Tabla donde se puede observar que al aplicar la
dosis estimada mediante el controlador neuronal se obtiene un consumo menor en el total de tratamiento,
debido a que estima una dosis inicial mds alta. Por otro lado, mediante la experimentacién in silico se logré
determinar que al aplicar un pulso con un 51.2 % del ciclo de trabajo por dfa satisfaciendo las condiciones
de estabilidad asintética, se reduce considerablemente el consumo de tratamiento en comparacién con las
otras aplicaciones por pulsos, ademds que las células tumorales alcanzan su valor minimo en una menor
cantidad de tiempo.

Como trabajo futuro, se pretende incluir en la dindmica en lazo cerrado del sistema las consideraciones
biolégicas propuestas en el disefio del controlador neuronal, asi como explorar la posible aplicacién de esta
estrategia de control periodos de tiempo definidos, permitiendo estudiar un escenario més cercano a la
realidad y analizar las implicaciones que esto tendrfa en el andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov.
Ademds, al realizar la aplicacién de tratamiento mediante pulsos el ciclo de trabajo utilizado se determiné
de forma heuristica, por lo que se propone establecer una metodologia que permita determinar un minimo
ciclo de trabajo capaz de erradicar la poblacién de células cancerosas. Lo observado en la experimentacién
i stlico sugiere que el control por pulsos puede ser la clave para optimizar el consumo de tratamiento
y reducir el periodo durante el cual debe ser suministrada la terapia. Otras consideraciones interesantes,
seria la exploraciéon de un anélisis de estabilidad en tiempo finito que permita estudiar la dindmica del
sistema en un intervalo de tiempo especifico y comprobar el desempeno del controlador neuronal al aplicar
pequenas perturbaciones externas y variaciones en los pardmetros del modelo que representan el estado

de salud del individuo.
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