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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el estudio de un robot rehabilitador de rodilla de un grado
de libertad que permite movimientos de tipo vertical para rehabilitar posiciones de flexion-
extension en la rodilla. La representacion del modelo no lineal que describe el comportamiento
del rehabilitador se obtuvo por medio del analisis Fuler-Lagrange para posteriormente desa-
rrollar la representacion del sistema por modelos Takagi-Sugeno por el enfoque de sector no

lineal.

Posteriormente, se presenta el disenio de un observador proporcional integral de orden com-
pleto, enfocado en la estimacién de los estados del robot rehabilitador de rodilla. Con base
en los estados estimados del observador se construye el controlador por retroalimentacion de
estados con accion integral para el seguimiento de trayectoria del robot rehabilitador en una

rutina de rehabilitacion.

Después, se sometio a prueba el controlador ante la presencia de perturbacion provocada por
el motor del rehabilitador de rodilla, logrando observar que la perturbaciéon genera movimien-
tos bruscos en el seguimiento de trayectoria. Por lo cual, se procedié a disenar el controlador
por retroalimentacion de estados con accion integral robusto, con el objetivo de que el con-
trolador atente los comportamientos no deseados en el seguimiento de trayectoria y no se

vea afectado por la presencia de incertidumbre paramétrica.

Finalmente, se muestran las simulaciones de todos los resultados obtenidos. Para corroborar el
correcto comportamiento del observador proporcional integral, asi como el esquema de control
y el esquema de control robusto con presencia de perturbaciéon generada por el motor del
rehabilitador e incertidumbre paramétrica en el coeficiente de friccion del robot rehabilitador.
Ademas de mostrar las leyes de control obtenidas para ambos esquemas de control, en el

seguimiento de trayectoria de la rutina de rehabilitacién establecida.
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Abstract

This thesis work presents the study of a knee rehabilitator robot of one degree of freedom
that allows vertical movements to rehabilitate knee flexion-extension positions. The represen-
tation of the nonlinear model that describes the behavior of the rehabilitator was obtained
by means of the Euler-Lagrange analysis to later develop the representation of the system by

Takagi-Sugeno models by the nonlinear sector approach.

Subsequently, the design of a full-order proportional integral observer is presented, focused
on the estimation of the states of the knee rehabilitator robot. Based on the estimated states
of the observer, the state feedback controller with integral action for trajectory tracking of

the rehabilitation robot in a rehabilitation routine is constructed.

Then, the controller was tested in the presence of a disturbance caused by the motor of the
knee rehabilitator, and it was observed that the disturbance generates abrupt movements in
the trajectory tracking. Therefore, we proceeded to design the controller by state feedback
with robust integral action, so that the controller attenuates the undesired behaviors in the

trajectory tracking and is not affected by the presence of parametric uncertainty.

Finally, the simulations of all the results obtained are shown. To corroborate the correct
behavior of the proportional integral observer, as well as the control scheme and the robust
control scheme with the presence of disturbance generated by the motor of the rehabilitator
and parametric uncertainty in the friction coefficient of the rehabilitator robot. In addition
to showing the control laws obtained for both control schemes, in the trajectory tracking of

the established rehabilitation routine.
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Capitulo 1

Introduccion

De acuerdo con la organizacién mundial de la salud (WHO, por sus siglas en inglés World
Health Organization), la discapacidad forma parte del ser humano y es consustancial a la
experiencia humana. Es el resultado de la interaccién entre afecciones como la demencia, la
ceguera o las lesiones medulares, y una serie de factores ambientales y personales. Se calcula
que 1300 millones de personas, es decir, el 16 % de la poblaciéon mundial, sufren actualmente
una discapacidad importante. Esta cifra est4a aumentando debido al crecimiento de las en-
fermedades no transmisibles y al incremento de la esperanza de vida de las personas (WHO,
2022).

Las personas que sufren de una discapacidad normalmente requieren de algtin tipo de reha-
bilitaciéon. La rehabilitacién se define como <un conjunto de intervenciones encaminadas a
optimizar el funcionamiento y reducir la discapacidad en personas con afecciones de salud
en la interaccién con su entornos. En otras palabras, la rehabilitaciéon ayuda a los nifios,
los adultos o las personas mayores a ser lo mas independientes posible en su dia a dia y les
permite participar en actividades educativas, laborales, recreativas o llevar a cabo las tareas
que dan sentido a su vida, como atender a la familia. Para ello, se tratan las afecciones
subyacentes (como el dolor) y se mejora la forma en que una persona es funcional en su dia
a dia, apoyandola para que supere las dificultades que pueda tener para entender, ver, oir,

comunicarse, alimentarse o desplazarse (WHO, 2021).

Ahora bien, centrandonos exclusivamente en México, segiin datos obtenidos del censo del Ins-
tituto Nacional de Estadistica y Geografia se revelé que el 16.5 % de la poblaciéon mexicana
tiene algtn tipo de discapacidad. De estas, el 4.5% se refiere a limitaciones motrices como
caminar o moverse. En este mismo censo se revel6 que la mayoria de personas que presentan
este tipo de discapacidades son los adultos mayores (INEGI, 2020). Observando estos datos

estadisticos se aprecia que las discapacidades del tipo motriz son uno de los sectores mas



significativos en la poblacion.

Es por ello, que el uso de la robética en la rehabilitacion, ha ido en aumento en las tltimas
décadas. La rehabilitacion asistida por robots mejora significativamente los procedimientos
terapéuticos y el rendimiento del personal médico, asi como la réapida recuperacion del pa-
ciente. A lo largo de los anos, se han disenado diversos tipos de rehabilitadores de miembros
inferiores, uno de los problemas con estos dispositivos, es que muy pocos disenos consideran
la interaccion del paciente con el robot rehabilitador, asi como el estado del paciente, es decir,
no toman en cuenta las perturbaciones que se pueden presentar en el rehabilitador y el dano

que el rehabilitador puede llegar a ocasionar al paciente.

En este trabajo se propone el disenio de una ley de control robusta basada en un observador
proporcional integral, que permita el seguimiento de trayectoria de una rutina de rehabilita-
cién y limitacion del efecto de las perturbaciones provocadas por el motor del rehabilitador en
la ley de control. Garantizando asi el comportamiento del sistema pese a las perturbaciones

a las que sea sometido.

1.1. Estado del arte

Como se mencioné en la introduccion la robdtica en la rehabilitacién ha mejorado significa-
tivamente los procedimientos terapéuticos asi como la descarga de trabajo para el personal
de la salud. Un robot rehabilitador es un dispositivo mecanico que imita los movimientos de
alguna extremidad del cuerpo con la ayuda de diversos actuadores y sensores, esto siguiendo
una rutina de ejercicios para mejorar el movimiento de la extremidad del cuerpo que presente

alguno dano fisico y requiera de ejercicios de rehabilitacion.

Para que el robot pueda ser un robot rehabilitador y pueda ejecutar rutinas de rehabilitacion,
se han implementado diversas estrategias de control para que los actuadores operen de forma
automatica y permitan un correcto seguimiento de trayectoria en las rutinas de rehabilita-
cion. El cuerpo humano se divide en extremidades superiores: hombro, codo, muneca y mano;

extremidades inferiores: cadera, rodilla, tobillo y pie.

Enfocandose inicamente en los robots rehabilitadores de miembros inferiores, en el trabajo
de Wu et al. (2016) desarrollaron un robot de rehabilitacién de miembros inferiores (por sus
siglas en inglés, LLRR) de 3 grados de libertad para la recuperacién del movimiento, en la ca-
dera, rodilla y tobillo. Para el disefio del controlador, primero disenaron el modelo del LLRR

y lo validaron mediante simulaciones y experimentos, incluido el modelo cinematico del sis-



tema mecanico, el modelo de friccion de las juntas de rotacion y el modelo de los actuadores.
Sobre la base de los modelos propuestos, se sintetizd un controlador robusto adaptativo para

hacer que cada articulacion siguiera la trayectoria de su rutina de rehabilitacion disenada.

Ahora bien, hablando exclusivamente de los robots rehabilitadores de tobillo. En el trabajo
de Abu-Dakka et al. (2020) se presenta el estudio de un rehabilitador de tobillo en el cual un
terapeuta establece diversas rutinas de rehabilitacion que implican movimientos de dorsifle-
xi6n/flexién, plantar e inversion/eversion del tobillo. Posteriormente, el robot rehabilitador,
por medio un esquema de control de aprendizaje basado en el movimiento dindmico y un
control de aprendizaje iterativo, aplica el seguimiento de trayectoria en la rutina de rehabi-

litacion establecida por un terapeuta.

Por otro lado, el trabajo de Lim et al. (2018) presenta simulaciones aplicadas a patologias del
tobillo, basandose en simulaciones, construyen un modelo de marcha neuromuscular y con
base en este, disefian la ley de control que entrega los pares que se requieren en los motores
del rehabilitador, para la asistencia en la postura y movimientos de las piernas. Las ganan-
cias obtenidas por la ley de control, se determinan realizando optimizaciones dindmicas que
tienen en cuenta la dindmica interactiva del exoesqueleto humano. Los resultados muestran
que la personalizacion de la asistencia de varios tipos de marcha es esencial para eficientar la

rehabilitacion.

Centrandose tnicamente en los robots rehabilitadores de rodilla, ya que es una de las arti-
culaciones con mayor susceptibilidad a lesiones y dano muscular. Ademéas de presentar una
gran variedad de disenos y estrategias de control en los robots rehabilitadores, por mencionar
algunos, se encuentran los trabajos de: Blanco Ortega et al. (2012) y Mousavi and Golkar
(2020) este ultimo, muestran un método para la rehabilitacion de rodilla utilizando robots
rehabilitadores basados en el proceso de interacciéon humano-robot. El proceso de control se
basa en los datos del cuadriceps de una persona sana y empleando un controlador difuso,
determinan la participacion del paciente y el robot en el proceso de caminar. Los pacien-
tes tratados presentaban antecedentes de accidentes cerebrovasculares o lesiones cerebrales

traumaticas.

Entre los rehabilitadores principalmente estudiados en esta investigacion se encuentran: El
rehabilitador Multi-Iso, propuesto por Moughamir et al. (2001) donde se aplicé el formulismo
de Lagrange para obtener la representacion del sistema dindmico del rehabilitador. Este ro-
bot se compone de una parte mecdanica, electrénica, un software y leyes de control de fuerza,

posicion y velocidad. Su funcionamiento consistié en aplicar un par entregado por un motor



a una (o ambas) extremidades inferiores para ejercer rutinas de flexion-extensién en la rodi-
lla. Mientras que Delavari and Jokar (2017) presenta un control de modos deslizante difuso
adaptable de orden fraccional para una értesis de rodilla. El modelo matematico planteado es
similar al Multi-Iso, obtenido a través del formulismo Euler-Lagrange, la diferencia radica en
que este presenta con mayor detalle la dindmica del motor y el tipo de controlador aplicado,

esta disenado para el rechazo a las perturbaciones externas.

Por otro lado, Zhang et al. (2016) propone un nuevo enfoque para el rehabilitador de ex-
tremidades inferiores llamado iLeg, donde plantea el diseno de dos controladores, ambos
dedicados al seguimiento de la trayectoria para el control de velocidad y posicion en una ru-
tina de rehabilitacién. Un controlador proporcional integral (PI) para entrenamiento activo
y un controlador que emplea las senales de electromiografia para lograr un entrenamiento ac-

tivo. Este rehabilitador fue disefiado para pacientes con problemas de hemiplejia o paraplejia.

Como se puede observar, existe una cantidad considerable de rehabilitadores dedicados a la
rodilla, el tipo de control o estrategias de control se centran en el seguimiento de trayectoria
para garantizar la seguridad del paciente. Se puede concluir que el diseno del controlador
dependera del tipo de ejercicio (rutina de rehabilitacién) con el que esté disenado el rehabili-
tador. Para concluir con el tema de los robots rehabilitadores, en el trabajo de Akdogan and
Adli (2011) se presentan diferentes rutinas de rehabilitacion para la articulacién de rodilla y
cadera, de las cuales se pueden rescatar los tipos de movimientos (ejercicios de rehabilitacion)

y los rangos de movimiento que se ejecutan en un rehabilitador de rodilla.

Para el disetio de las estrategias de control y el disenio de controladores es necesario contar con
un modelo matematico. En la gran mayoria de robots rehabilitadores los modelos matemati-
cos que describen el comportamiento dindmico de los rehabilitadores son sistemas no lineal.
En la literatura se han reportado diferentes técnicas para la representacion de los sistemas
no lineales, entre esas se encuentra el enfoque Takagi-Sugeno(T-S). La principal propiedad
de un modelo T-S es poder expresar la dinamica global de un sistema no lineal, mediante un

conjunto de modelos locales lineales interpolador validas dentro de una region de operacion.

Los sistemas T-S tienen diversas aplicaciones que van desde aplicaciones computacionales
(Bezzaoucha et al., 2013), quimicas (Flores et al., 2018), eléctricas (Pidikiti et al., 2023),
etc. En el trabajo de Wang and Yang (2022) se diseni6 un sistema de aprendizaje amplio
con un subsistema T-S para la identificacién rapida del origen del tabaco. El sistema T-S es
aplicado a un sensor con espectroscopia de infrarrojos. El andlisis de datos en el sensor se

hacia inicialmente con redes neuronales artificiales, pero el entrenamiento de estos requeria
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de mucho tiempo. Al desarrollar el subsistema T-S observaron que este mejora la precisién
de prediccion del sensor en comparaciéon con los algoritmos aplicados en redes neuronales

artificiales.

Otro ejemplo puede ser el trabajo de Santana et al. (2022) donde utilizando el método de infe-
rencia comparan un sistema semicuantitativo contra un sistema T-S, aplicado a la ruptura de
un tanque de almacenamiento de isobutano. Esta comparacion les permitiéo determinar cual
de estas dos metodologias determina de forma precisa las incertidumbres que pueden surgir
de la evaluacién subjetiva, la variacién de datos o la falta de datos del sistema. Llegando a

la conclusion que la representacion por modelos T-S mostré resultados mas precisos.

La representacion por modelos T-S permiten disenar controladores con mayor precisiéon. Aho-
ra bien, retomando los modelos T-S aplicados al area de robots rehabilitadores, podemos
encontrar el trabajo de Seddiki et al. (2010) donde toma el modelo de un robot rehabilitador
de miembros inferiores y propone una estructura de control H,, basada en modelos T-S para

el seguimiento de trayectoria y atenuacion de las perturbaciones externas.

Para el disefio de una estrategia de control y un controlador, ademas de requerir de un mo-
delo matemaético, es necesario tener acceso a todas las variables de estado involucradas en
un rehabilitador, pero se pueden presentar casos en donde no se tenga acceso a todas las

variables de estado del sistema.

Es por ello que se propone el diseno de observadores. Por definiciéon, un observador se basa
en el modelo matematico de un sistema en conjunto con sus senales de entrada-salida para
generar una estimacion de los estados del sistema, los cuales, pueden emplearse para fines de

control, monitoreo, deteccion de fallas, etc. (Ogata, 2010).

Los observadores tienen distintas aplicaciones. En el trabajo de Pérez-Pérez et al. (2022) se
desarrolla un observador con el enfoque de diagnéstico de fallas, aplicado a turbinas edlicas.
El comportamiento del sistema se representa en modelos T-S y aplican un método de infe-
rencia neuro difuso adaptable para obtener un conjunto de representaciones lineales basadas
en politopos. Luego, considerando el modelo T-S, desarrollan una estrategia de diagnostico
de fallas basada en observadores de estado convexos para generar residuos y asi detectar y

aislar fallas en los sensores.

Los observadores poseen diferentes estructuras dependiendo del objetivo de control que se

persiga. En esta investigacion se estudié el observador proporcional integral (PIO) el cual es
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comunmente aplicado en el seguimiento de trayectoria para aquellos sistemas que son sus-

ceptibles a incertidumbre paramétrica.

Este tipo de observador se ha reportado para diversas aplicaciones, en Do et al. (2020) los
autores plantean el disefio PIO con control robusto por retroalimentacién de estado para un
sistema lineal de pardmetros variantes (LPV). En Youssef et al. (2014) se plantea el disefio
de PIO de entradas desconocidas para modelos T-S sujetos a variables premisas no medibles.
Zhao et al. (2020) plantea una estructura para el diseno de un PIO para una clase de redes

neuronales recurrentes (RNN) en tiempo discreto.

Como se ha mencionado con anterioridad para que un robot rehabilitador permita el correcto
seguimiento de una rutina de rehabilitacién, ademés de requerir el modelo matematico del
rehabilitador y tener acceso a todas las variables involucradas en el sistema es necesario el di-
senio de un controlador, el cual proporcionara las ganancias con los cuales deberan de trabajar
los actuadores presentes en el rehabilitador. Para finalmente tener un correcto seguimiento

de trayectoria en la rutina de rehabilitacion.

Existen diferentes tipos de controladores, como por ejemplo, el control por retroalimentacién
de estados con accién integral. Este tipo de controlador tiene diversas aplicaciones, como lo
es, el caso en la industria automotriz, donde Haemers et al. (2018) presenta un control 6pti-
mo para la suspension activa electromecanica de un automoévil, utilizando un controlador de
retroalimentacién de estado de multiples entradas y multiples salidas (MIMO) con acciones
proporcionales e integrales. Los parametros 6ptimos de ajuste del controlador se determinan
mediante un algoritmo genético, con respecto a las restricciones del actuador y sin necesidad

de algtin ajuste manual.

El control por retroalimentacion de estados por accion integral es cominmente aplicado en
los sistemas, para cancelar los errores en estado estacionario en respuesta a sefiales de re-
ferencia constante o perturbaciones constantes. Por mencionar algunas de sus aplicaciones,
Benlatreche et al. (2005) proponen este tipo de controlador para un motor de tres devanados
y en un estudio desarrollado por Seeber and Tranninger (2022) compara el comportamiento
de un control por retroalimentacion de estados contra un control por retroalimentacién de
estados por accion integral donde resalta que el control por retroalimentacion de estados por

accion integral rechaza las perturbaciones constantes.

Por ultimo, en Moez et al. (2009) aplica el control por retroalimentacion de estados por

accion integral a un motor de induccién. Se disefia un controlador para estabilizar al motor y



garantizar un nivel minimo de atenuacion de perturbaciones para el sistema en lazo cerrado.
Las ganancias del control las obtiene resolviendo un conjunto de desigualdades matriciales
lineales. En resumen, este tipo de controlador permite estabilizar al sistema, ademas que

permite de una forma eficiente atenuar perturbaciones externas en el sistema.

1.1.1. Conclusion del estado del arte

En esta revision bibliografica se muestra informacion relevante, acerca de los temas involu-
crados en el disenio de esquemas de control, dedicados al seguimiento de trayectoria y a la
reduccion o minimizacién de comportamientos abruptos en el seguimiento de trayectoria del
rehabilitador, provocada por perturbaciones en de los robots rehabilitadores de miembros
inferiores. Basandose en esta revision bibliografica se concluye que existe una gran variedad
de robots rehabilitadores dedicados a la rodilla, esto debido a que la rodilla es una de las

articulaciones mas expuestas y susceptible a lesiones del tipo: muscular, articular y de hueso.

Para poder desarrollar una estrategia de control, primeramente se requiere de un modelo
matematico que describa al robot rehabilitador. Dado que comtinmente estos robots, poseen
términos no lineales dicho modelo matematico es un sistema no lineal, para lo cual es necesa-
rio aplicar un enfoque matematico que permita, la representacion y manipulacién sencilla del
sistema. El enfoque matematico que permite esto, es la representacion del sistema no lineal
por modelos Takagi-Sugeno. Ahora bien, para el diseno de un controlador cuyo objetivo es el
seguimiento de trayectoria es necesario tener acceso a todas las variables de estado que com-
ponen al sistema. En la gran mayoria de casos, la mediciéon de estas variables no es posible,
por lo que se implementan algoritmos de estimacion de estados llamados observadores. Estos
poseen diferentes estructuras y aplicaciones, los observadores estan basados en el modelo

matematico del sistema en conjunto con las sefiales de entrada y salida de este.

Al tener acceso a todas las variables de estado con el observador, es posible desarrollar el
controlador que permita el seguimiento de trayectoria en una rutina de rehabilitacion. De
igual forma es posible reducir comportamientos no deseados en el seguimiento de trayectoria,
disenando un controlador robusto a perturbaciones. Para el disefio de controladores robustos

de acuerdo a esta investigacion, es comun aplicar el criterio H.



1.2. Planteamiento del problema

En México existe una gran demanda de pacientes que requieren de terapias de rehabilitacion.
Desafortunadamente, de acuerdo con datos mostrados en INEGI (2021), existe un ntmero
limitado de personal médico dedicado al area de ortopedia, fisioterapia y afines. Los robots
rehabilitadores estan disenados para ejecutar movimientos repetitivos durante largos lapsos

de tiempo, sin la participacion directa de algin personal médico.

Es por ello que el uso de dispositivos robéticos rehabilitadores, ha ido en aumento en las
ultimas décadas. Su implementacion permite aligerar la carga de trabajo al personal médico.

Estos robots estan programados para desarrollar una rutina de rehabilitacién especifica.

El inconveniente con estos dispositivos, es que no consideran el estado del paciente. Es de-
cir, no toma en cuenta la gravedad de la lesién que éste presenta, asi como la resistencia
que puede llegar a ejercer sobre el rehabilitador, debido al dolor que le puede ocasionar.
De igual forma, estos robot s ignoran las perturbaciones a las que podria ser susceptibles
los actuadores del rehabilitador y el impacto que este pueda generar en la rutina de rehabi-

litacion del paciente y por consiguiente el dano que le pueda ocasionar fisicamente al paciente.

En la robdtica de rehabilitacion, el paciente y el robot interactiian constantemente entre si. Es
por ello que medir las variables que describen el comportamiento del rehabilitador se vuelve de
suma importancia, para garantizar la seguridad del paciente, asi como la eficiencia del segui-
miento de la rutina de rehabilitacién del robot rehabilitador (Mohammadi and Dallali, 2020).

Para poder medir las variables involucradas en el rehabilitador, una de las alternativas es
la basada en la representacion matematica que describa el comportamiento dindmico del
rehabilitador. La mayoria de estos sistemas fisicos modelados matematicamente presentan
expresiones no lineales, los cuales hacen complejo el diseno de esquemas de monitoreo y con-
trol, es por ello, que existen enfoques matematicos por los cuales se pueden representar dichos
modelos no lineales en una familia de modelos locales lineales, que en conjunto generan la
dindmica del modelo no lineal. Este enfoque esta relacionado con la teoria de multimodelos,
siendo uno de los enfoques, el modelado de sistemas por Takagi-Sugeno. Los modelos Takagi-
Sugeno obtiene una representacion idéntica al no lineal, esto se logra siempre y cuando el
modelo no lineal se encuentre en los limites con los que se formé la representacion Takagi-

Sugeno.

En algunos casos, medir las variables involucradas en los rehabilitadores, implica el uso de

sensores costosos, una alternativa para la inclusion de las variables no medibles en los sistemas



de control, se basa en la “estimacion de las variables”, esto se logra utilizando “observado-
res”. Los observadores son una clase especial de algoritmos de estimacion, que usan el modelo
dindmico del sistema junto con las entradas y salidas para estimar las variables desconocidas

en el sistema.

El problema existente en el diseno los robots rehabilitadores, es que son pocos los rehabi-
litadores que cuentan con disenos de esquemas de control o esquemas de control robustos
dedicados al seguimiento de trayectoria de las rutinas de rehabilitacién, en los cuales pese
a la presencia de perturbaciones se evite o reduzcan los comportamientos abruptos en el
seguimiento de trayectoria del rehabilitador. Otra problematica presente en los robots reha-
bilitadores, son el uso de actuadores y sensores costosos, una forma de reducir costo por
medio de los sensores es el diseno de observadores los cuales estiman por medio de algoritmos

las variables involucradas en el robot rehabilitador.

Para el disefio del esquema de control robusto, inicialmente se obtendra el modelo matemati-
co del rehabilitador y la estimacion de las variables involucradas, a través del diseno de un
observador, para posteriormente disenar el controlador. El controlador se basaré en las varia-
bles estimadas por el observador y sera disenado de tal forma que la ley de control permita
hacer un seguimiento de trayectoria en la rutina de rehabilitaciéon que recibird el paciente
aun con presencia de perturbacion, con la finalidad de evitar o reducir los comportamientos

abruptos en el seguimiento de trayectoria del rehabilitador.

Por lo expuesto, se propone una estrategia de control robusto con rechazo a perturbaciones
aplicado al seguimiento de trayectoria en los movimientos de un rehabilitador, ya que el
control robusto nos garantizara reducir comportamientos abruptos del sistema pese a las

perturbaciones a las que sea sometido.



1.3.

Hipoétesis

Es posible que una estrategia de control robusta reduzca el efecto de dindmicas no deseadas

en el seguimiento de trayectoria de un rehabilitador de rodilla, causadas por una perturbacion

en el motor del rehabilitador.

1.4.

Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Reducir el efecto de dindmicas no deseadas causadas por una perturbacion en el motor
de un rehabilitador, mediante un esquema de control basado en el observador para el

seguimiento de trayectoria de una rutina de rehabilitacién para miembros inferiores.

1.4.2. Objetivos especificos

1.5.

Determinar el modelo matemaéatico de un rehabilitador de miembros inferiores analizan-

do su dindmica.

Disenar un observador proporcional integral para estimar los estados no disponibles del

sistema.

Definir una ley de control de seguimiento de trayectoria del rehabilitador a través del

enfoque Takagi-Sugeno.
Establecer un controlador robusto para reducir el efecto de dindmicas no deseadas.

Evaluar el impacto de las perturbaciones en el seguimiento de trayectoria de un reha-

bilitador y corroborar el correcto funcionamiento mediante una simulacion.

Alcances

Obtener la representaciéon matematica de un rehabilitador de rodilla, al cual se le ob-
tendra la representacién por modelos Takagi-Sugeno, el cual permite utilizar técnicas

de diseno aplicados a sistemas lineales.

Realizar el diseno de un observador proporcional integral utilizando el enfoque Takagi-

Sugeno, el cual permita estimar todos los estados del sistema.
Definir una rutina de rehabilitacién que permita la flexion-extension de la rodilla.

Realizar el disefio de un controlador con retroalimentacion de estados con accion integral

para el seguimiento de trayectoria de una rutina de rehabilitacion.
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= Realizar el diseno de un controlador robusto para reducir el efecto de dindamicas no

deseadas en el seguimiento de una rutina de rehabilitacion.

1.6. Aportaciones

La aportacion de esta investigacion es el disefio de un esquema de control para el seguimiento
de trayectoria de una rutina de rehabilitacion y un esquema de control robusto a perturbacio-
nes provocadas por el motor de un rehabilitador. Asi como el analisis del modelo matemético
que describa el comportamiento del rehabilitador de miembros inferiores y la representacién

del sistema por modelos Takagi-Sugeno.

Ademas del desarrollo de un observador proporcional integral Takagi-Sugeno de orden com-
pleto, y finalmente el desarrollo de un controlador basado en el observador con retroalimen-
tacion de estados con accién integral y el desarrollé del mismo controlador, pero robusto el
cual reduzca los comportamientos no deseados en la rutina de rehabilitacién. Y finalmente,
la validacion de la estrategia de control y la estrategia de control robusta a través de una

simulacion.

1.7. Estructura del documento

Los siguientes capitulos se encuentran organizados de la siguiente manera:

A lo largo del Capitulo 2, se definen una serie de conceptos béasicos y propiedades generales
sobre: descripcion de los robots manipuladores, formulismo de Euler-Lagrange, representacion
de sistemas por modelos Takagi-Sugeno, conceptos basicos de observadores y controladores.
También se presenta un ejemplo de un sistema no lineal y los pasos para obtener la represen-

tacion de un sistema por modelos Takagi-Sugeno utilizando el enfoque de sector no lineal.

En el Capitulo 3, se describe el caso de estudio con el que se trabajo en esta investigacion,
asi como la obtencion, representacion y validacién del modelo no lineal del sistema por mo-

delos Takagi-Sugeno.

En el Capitulo 4, se detalla la metodologia aplicada al disefio de un observador proporcio-
nal integral de orden completo aplicado a sistemas Takagi-Sugeno. Ademads, se presenta la

parametrizacion, analisis de estabilidad y validaciéon del mismo.

En el Capitulo 5, se presenta el diseno de un controlador por retroalimentacién de estados
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con accion integral basado en el observador. Se muestra el diseno, calculo, analisis de estabi-

lidad y validacién de dicho controlador.

En el Capitulo 6, se describe el diseno de un controlador robusto para reducir el efecto
de dindmicas no deseadas. Se define el objetivo del controlador, el tipo de perturbacién a

limitar, el calculo, andlisis de estabilidad y validacién del controlador robusto.

Finalmente, en el Capitulo 7 se muestran las conclusiones generales del trabajo de investi-

gacion y se proponen diversos trabajos futuros.

1.8. Conclusiones del capitulo

En el Capitulo 1, se presenté el panorama general de este trabajo de investigacién, donde se
expuso el estudio del estado del arte, el planteamiento del problema, los objetivos generales y
especificos de esta investigacion, asi como los alcances, aportaciones e hipdtesis, ademas, de
un breve resumen de lo que se mostrara en los capitulos siguientes de este documento. Este

capitulo tuvo por propésito mostrar la informacion fundamental del contenido de la tesis.
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Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Descripcion general de la anatomia de los miem-

bros inferiores

En el cuerpo humano, los miembros inferiores o extremo distal' permanecen fijos al suelo y
sirven como apoyo a toda la estructura corporal. Para que el cuerpo humano genere movi-
miento intervienen tres sistemas: el esquelético, articular y muscular. Los huesos soportan las
cargas del cuerpo; las articulaciones unen los segmentos corporales, limitan los movimientos
y amortiguan los impactos; los musculos dan la fuerza necesaria para generar el movimiento

(Neumann and Romero, 2007).

Para comprender los tipos de movimientos que se ejercen en los miembros inferiores es nece-
sario establecer un sistema de referencia, dicho sistema, se llama posiciéon anatémica, esta es
la posicion de un cuerpo humano que esta de pie, con vista al frente, pies juntos, los brazos a
lo largo del cuerpo con las palmas de las manos mirando hacia delante (Figura 2.1). A partir
de esta posicion se establecen los planos de movimiento que se producen en los tres ejes del

espacio: plano sagital, frontal y transversal (Gudino-Lau et al., 2019).

La estructura de los miembros inferiores estd compuesta por tres articulaciones, que se ex-

plican a continuacién:

'En el campo de la medicina, se refiere a una parte del cuerpo que estd mas lejos del centro del cuerpo.
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Plano frontal o

Plano coional Plano sagital o
transversal Eje Craneocaudal medial
(Axial) 0 eje vertica

N~

~ L ]
Eje antero-
’ ﬁosterlor
*
Eje transversal

Figura 2.1: Planos anatémicos.

2.1.1. Articulacion de la cadera

Los movimientos de la cadera (Figura 2.2) los ejerce una sola articulacién, la coxofemoral 2.
Es una articulacion del tipo esférico que funciona en compresion porque soporta el peso del
cuerpo. Es la articulacién préxima al miembro inferior, situada en su raiz. Su funcionamiento
consiste en orientar dicha articulacion en diferentes direcciones, para lo cual posee tres ejes
y tres grados de libertad (Kapandji, 2010).

Extension

Rotacion Rotacion
externa interna

Pl ‘Aduccion

Flexion ,

Figura 2.2: Movimientos de la cadera.

2La articulaciéon coxofemoral o articulacién de la cadera es un tipo de articulacién sinovial esferoide que
conecta la cintura pélvica a la extremidad inferior. Esta es una articulacién multiaxial que permite un amplio
rango de movimientos.
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2.1.2. Articulacion de rodilla

La rodilla es la articulacién intermedia del miembro inferior, es una articulaciéon de un solo
grado de libertad que permite movimientos de flexo-extensién (Figura 2.3). Regula la distan-
cia del cuerpo con respecto al suelo (Kapandji, 2010). Fundamentalmente, los movimientos
de la articulacion de la rodilla pocas veces se producen con independencia del movimiento

de las otras articulaciones de la extremidad inferior (Neumann and Romero, 2007).

Esta articulacion es la mas compleja y voluminosa de todas, pues involucra un gran ntimero
de musculos (11 en total, 4 para la extension y 7 para la flexion) y 4 huesos (fémur, tibia,

fibula y rétula) para funcionar (Torres Ricalde, 2021).

Figura 2.3: Movimientos de la rodilla.

De acuerdo con Zhang et al. (2020) la biomecanica de la rodilla en el plano sagital (Figura 2.1)
son aquellos movimientos como: caminar, correr, subir escaleras, sentarse y pararse. Estos son
movimientos muy frecuentes en la vida diaria del ser humano. En todos estos movimientos,
la funcién principal de la rodilla incluye soportar el peso corporal, absorber el impacto de los
golpes en el talon y ayudar al balanceo de las extremidades inferiores. Segtn investigaciones,
la flexion pasiva de la rodilla podria alcanzar los 160 grados en el plano sagital. La carga
maxima a través de la articulacion es de 2-3 Kg al caminar, 2-5 Kg al pararse y sentarse,

4-6 Kg al subir escaleras y 7-12 Kg al correr.

Azcaray (2018) muestra que los movimientos de la rodilla (Figura 2.4) se limitan a la flexién
y extension, con cierta rotacion axial. Estos movimientos se producen sobre un eje transversal
de rotaciéon. La amplitud del movimiento varia con relacién a la edad y el sexo. La rotacion

interna y externa de la rodilla se produce en el plano horizontal sobre un eje vertical o
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longitudinal de rotaciéon, también llamado rotacién axial. Las lesiones de rodilla afectan
considerablemente la calidad de vida, asi como la salud mental de un paciente. En la Tabla

2.1 se presentan los movimientos y lesiones que pueden ocurrir en la rodilla (Brent Brotzman
and Manske, 2012).

-

Extension

Figura 2.4: Movimientos de la rodilla.

Tabla 2.1: Tipos de movimientos y lesiones en la rodilla

Movimiento  Magnitud  Tipos de lesiones Lesiones

120° . Desgarro del ligamento cruzado anterior
o /. Lesiones de i
Flexion 150° (si la mtiserlos Desgarros meniscales
cadera estd Y Rodilla del saltador
. tendones . .
flexionada) Desgarro del ligamento cruzado posterior
iy . L i6 tuli d
Extension o Lesiones de la uX'ETCIOIl rovutialia aguda .
. 0 . ., Lesion del ligamento colateral medial
activa articulacion .
Osteocondritis disecante
Extensi6 Lesi de 1 .
xtension 510° esiones de los .
pasiva huesos

2.1.3. Articulacion de tobillo y pie

El tobillo, junto con el pie, propulsan y amortiguan al cuerpo durante la marcha, ya sea en
terrenos planos, llanos o accidentados. Esta debe tener la flexibilidad suficiente para amorti-

guar el impacto de millones de contactos a lo largo de su vida.

En Blanco Ortega et al. (2012) se muestra que la articulacion del tobillo o talocrural (Fi-
gura 2.5) es una articulacion distal del miembro inferior, posee un tnico grado de libertad
y condiciona los movimientos de la pierna en relacién con el pie en el plano sagital, es una
articulacién cerrada, que sufre limitaciones importantes. En apoyo monopodal® soporta todo

el peso corporal.

3Posicién donde el paciente se mantiene sobre un pie.
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Figura 2.5: Movimientos del tobillo y pie.

2.2. Descripcién de robots manipuladores

La dindmica de los robots rehabilitadores o robots en general esta descrita por formulaciones
matematicas. Estas formulaciones generan las ecuaciones de movimiento del robot, las cuales
son un conjunto de ecuaciones matematicas que describen el comportamiento dindmico del

sistema.

La representacion del sistema en ecuaciones permite simular y evaluar a nivel computacional
los movimientos del robot, asi como el disefio de estrategias de control aplicadas al seguimien-
to de trayectoria de una rutina de rehabilitacién. En general, el funcionamiento de un robot

depende directamente de la eficacia de los algoritmos de control y de su modelo dinamico.

El modelo dindamico de un robot se puede obtener a partir de leyes fisicas conocidas, tales
como las leyes de la mecanica Newtoniana y Lagrangiana. Este conduce al desarrollo de las
ecuaciones de movimiento dindmico en términos de los pardmetros geométricos e inerciales
de los elementos. Existen métodos convencionales como las formulaciones Euler-Lagrange y
Newton-Euler estos se pueden aplicar entonces sistematicamente para desarrollar las ecua-

ciones de movimiento del robot rehabilitador.

La obtencion del modelo dindmico de un robot basado en la formulaciéon de FEuler-Lagrange
es simple y sistematica, se fundamenta en el analisis de las energias cinética y potencial,

fuerza de Coriolis, centripeta y friccion.
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2.2.1. Formulismo Euler-Lagrange

Para el disefio de un controlador se requiere de un modelo matematico que describa el com-
portamiento dindmico del sistema con el que se trabaja. De acuerdo con Lewis et al. (2003)
el formulismo Euler-Lagrange deriva la energia cinética y potencial de un robot manipulador

de n eslabones para posteriormente usar las ecuaciones de movimiento de Lagrange.

El formulismo Euler-Lagrange, para sistemas no conservativos, esta definido por la siguiente

expresion:

d (aaq(t),cz(t))) _ L), 4(1) | OF (1) _ (2.1)
) .

@i\ o 2a(t) 24(t)
donde ¢(t) es un vector de coordenadas generalizadas, 7(t) es un vector de fuerzas generali-

zadas, F(q(t)) es la energia disipativa y L(q(t),q(t)) es el Lagrangiano.

El Lagrangiano del sistema, esta definido por la diferencia entre la energia cinética E.(q(t), ¢(t))

y la energia potencial E,(q(t)) siendo,

L(q(t),4(t)) = Ee(q(t),4(t)) — Ep(q(t)) (2.2)

mv2(t) (2.3)

donde m; es la masa en movimiento y v; es velocidad lineal del i-ésimo eslabon siendo

t=1,...,n, donde n es el nimero total de eslabones del robot.
La energia potencial total del sistema se define como:
n
i=1
donde h; es la altura a la que se encuentra una masa m; con un campo gravitatorio constante
g. El punto de referencia, que corresponde a la energia potencial cero, se puede seleccionar
arbitrariamente.
La energia disipativa total esta dada por la siguiente ecuacion,
n
1
- 2.5
)= 3 g (25)
donde b; es el coeficiente de friccion viscosa, el cual es constante.
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De forma que la Ecuacién (2.2) para los n eslabones, se puede representar como:

L(a(0),(1) = Y- (Gmavi(t) - mighs) (26)
i=1

El formulismo Euler-Lagrange nos permite comprender y obtener el modelo matemético

que describe el comportamiento dinamico del rehabilitador con el que se trabajara. Los

robots rehabilitadores por sus caracteristicas son sistemas no lineales. En la teoria del control

automatico, existen distintas técnicas para la representacion de sistemas no lineales, entre

esas técnicas se encuentra el enfoque Takagi-Sugeno.

2.3. Teoria de sistemas Takagi-Sugeno

Existen diferentes técnicas para la representacion de sistemas no lineales(Figura 2.6), el enfo-
que Takagi-Sugeno (T-S) fue introducido por primera vez por Takagi y Sugeno en 1985 como
una herramienta para aproximar la dinamica de un sistema no lineal mediante un conjunto

de sistemas lineales.

Sistemas
lineales de
parametros
variantes
(LPV)

Sistemas
invariantes
en el tiempo
(LTID)

Sistemas
variantes

en el tiempo
(LTV)

Figura 2.6: Estructuras de sistemas dinamicos.

El enfoque Takagi-Sugeno fue un primer intento de acercar el control difuso al control tra-

dicional y, con ello, formalizar matematicamente el disefio de controladores (Bernal et al.,
2019).

2.3.1. Propiedades de los sistemas Takagi-Sugeno

La principal caracteristica de un modelo T-S es expresar la dindmica local de cada implica-
cién difusa (regla) por un modelo lineal, valido localmente en una regién correspondiente.
Es por ello que, el enfoque Takagi-Sugeno hace posible reescribir un sistema no lineal de
una manera sencilla de estudiar, dividiéndolo en unidades mas simples y manejables (Flores,
2019). Esto tomando en cuenta las no linealidades del sistema y considerando una serie de
reglas difusas, lo cual nos permite tener una representacion fiel al sistema no lineal a través de

la interpolacion de los modelos locales lineales, obteniendo asi el modelo global del sistema,
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evitando asi la pérdida de informacién del sistema.

La representacion de un sistema no lineal es la siguiente:

(2.7)

donde f y h son funciones no lineales, f depende de las variables de estado x(t) y de las
entradas con respecto al tiempo u(t), y(t) es el vector de salidas; todos estos vectores son de

dimensiones apropiadas.

La representacion de los sistemas no lineales por modelos Takagi-Sugeno es la siguiente:

k
() = 3 @i(2)(Ai(t) + Biu(t))
. (2.8)
y(t) = 2 vi(2)(Cix(t))
donde z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entradas, y(t) € RY es el
vector de la variable medida de salida. A; € R™*", B; € R™™ (C; € R?*"™ son matrices cono-
cidas que representan las matrices del i-ésimo modelo local del sistema T-S, £ es el nimero de

modelos locales, ¢;(z) son las funciones de pertenencia que dependen de la variable premisa z.

De acuerdo con Lendek et al. (2011), la suma convexa de las funciones de pertenencia debe

cumplir con las siguientes propiedades:
1> pi(2) > 0; Y wilz) =1; (2.9)

Al cumplirse las propiedades antes mencionadas, se puede asegurar que el sistema Takagi-
Sugeno esta correctamente planteado y sigue fielmente la dindmica del sistema no lineal. Por
lo que, si se da el caso en donde no se cuenta con la medicion de todas las variables de estado

que componen al sistema, se puede disenar un observador con una estructura Takagi-Sugeno.

Estabilidad en sistemas Takagi-Sugeno

Para el desarrollo del analisis de estabilidad, disefio de observadores y controladores en los
sistemas Takagi-Sugeno, se utilizan las desigualdades matriciales lineales (LMIs, por sus siglas
en inglés Linear Matriz Inequalities) para facilitar el diseno de estos. La estabilidad de los

modelos Takagi-Sugeno se garantiza mediante el método directo de Lyapunov (Bernal et al.,
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2019). La funcién de Lyapunov utilizada habitualmente es la cuadratica,
V(z(t)) = z(t)" Px(t) (2.10)

con P=PT > 0.

Al usar una funcién de Lyapunov, se habla de “estabilidad cuadratica”. Cuando un sistema
es cuadraticamente estable, implica que el sistema es estable. Por lo tanto, las condiciones
de estabilidad obtenidas usando la funcién de Lyapunov (2.10) son més que suficientes para

garantizar estabilidad.

Esto considerando la estabilidad asintética del punto z(t) = 0 de la Ecuacién (2.8) con

u(t) = 0, es decir, un sistema Takagi-Sugeno auténomo de la forma,

k

i(t) = 3 =) Ava() (2.11)

=1

es cuadraticamente estable si la derivada de la funcién de Lyapunov (2.10) decrece y tiende
a cero cuando t — oo en todas las trayectorias de x(t). La derivada de la Ecuacién (2.10) a

lo largo de las trayectorias del modelo auténomo (2.11) es:

V(z(t) = &(t)T Px(t) + z(t)T Pi(t)

- (Z SOi(Z)AZ-x(t)) Pa(t) +x(t)" P (f: ‘Pi(z)Aix(t)> (2.12)

i=1

donde las funciones de pertenencia ¢;(z) satisfacen las propiedades de la suma convexa mos-

trada en la Ecuacién (2.9).

Definicién 2.1. (Lendek et al., 2011) El sistema (2.11) es asintéticamente estable si existe

una matriz P = PT tal, que las siguientes LMI’s se satisfagan:

P>0, AP+ PA; <0, i=12,...k (2.13)
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2.3.2. Representacion de sistemas Takagi-Sugeno por el enfoque

del sector no lineal

Dentro de la representacion Takagi-Sugeno existen distintos métodos de aplicacién. Entre
estos se encuentra, el enfoque del sector no lineal. Este es uno de los enfoques mas aplicados
en la construccion de modelos T-S para el disefio de controladores difusos, ya que se puede
obtener una representacion difusa casi exacta de un sistema no lineal, dado por un conjunto
compacto del espacio de estado. De acuerdo con (Flores et al., 2018) los pasos para reproducir

esta metodologia son:

1. Se reescriben las ecuaciones diferenciales del sistema no lineal en su representacién ma-

tricial, de la forma:
(t) = A(x(t), u(t))x(t) + B(x(t), u(t))u(t) (2.14)

donde A(x(t),u(t)) € R™" y B(z(t),u(t)) € R™™ son matrices cuyos términos no son
necesariamente constantes y pueden depender de los estados o entradas del sistema. En
total se identifican o términos no constantes que constituyen el ntimero de variables

premisas.

2. Siguiendo con la metodologia, se define el escenario de prueba. Este punto depende del
comportamiento de la entrada u(t). Para después calcular el valor minimo z; y maximo

z; de cada variable premisa z;(t).
s ely 5, i=12..a (2.15)
donde « es el numero total de variables premisas.

3. Por cada variable premisa z;(t) se generan dos funciones de ponderacién 13(z;), 7(z;) las

cuales son:
zZ; — z;(t) ,
Zj —ﬁ
m(z)=1-m(z), =12, .« (2.17)

4. Después de definir las funciones de ponderacion se generan las funciones de pertenencia

©i(z) que corresponden a cada modelo local.
eiz) =[] M(z), i=12...k (2.18)

=1
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donde A\ toma el valor de cero o uno segin la funciéon de ponderacién que se utiliza
para cada modelo local y k = 2% es el nimero de modelos locales del sistema T-S. Las
funciones de pertenencia indican el grado de participacion de cada uno de los modelos

locales lineales.

5. Finalmente, las matrices A;, B; y C; de la Ecuacion (2.8) se obtienen sustituyendo en las
matrices A(z(t)), B(z(t)) y C(z(t)) los valores z; y Z; que corresponden segiin la funcion

de ponderacion que se utiliza para cada subsistema lineal.

Observacion 1. Observe que el nimero de variables premisas o aumenta exponencialmente
el numero de modelos locales k = 2%. Esto, sequn sea el caso, puede ser un problema al tratar
con sistemas altamente no lineales, ya que se requiere de una mayor demanda computacional

para el diseno de algoritmos de control o estimacion.

Observacion 2. Observe que existen multiples formas de seleccionar las variables premisas
y en algunas ocasiones las matrices A; y B; pueden tener diversas propiedades no deseables

como inestabilidad, observabilidad parcial o controlabilidad parcial.

2.3.3. Ejemplo numérico

Considere el siguiente sistema no lineal

#1(t) = —dx1(t)ws(t) + 0,529(t) + x3(t) + 2u(t)
do(t) = —0,521(t) — 0,229 (t)x3(t) + 27 (t)u(t) (2.19)
ds(t) = =221 (t) + 21 ()x5(t) — 25(t) 4 ult)

1. La representacion del sistema no lineal en forma matricial es:

i) = | =05  —02x3(t) 0| |z(t)| + |22(t)| u(®) (2.20)
t3(t) —2 + x3(t) 0 —1] |x3(t) 1

(t) Az (t)) x(t) B(z(t))

En total se identifican 2 términos no constantes, en las matrices A(z(t)) y B(x(t)) que

corresponde al niimero de variables premisas.

2. Se define la entrada del sistema (Ecuacién (2.19)) para que, mediante una simulacién

numérica, se obtengan los maximos y minimos de las variables premisas.
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0,8 cos (1,5t — 15) + 0,8sin (2,7¢t) + 5, sit <6,2s
u(t) = (2.21)
9, sit>62s

Entonces, tras realizar la simulacién numérica, los maximos y minimos de las variables

premisas quedan definidas de la siguiente forma:

21 (t) = z3(t) € [5,9951, 8,3391]

(2.22)
2(t) = 22(t) € [0,0784, 0,3099]

. Posteriormente, se calculan las dos funciones de ponderaciéon correspondientes a cada

variable premisa:

Z1 — Zl(t) . 8,3391 — Zl(t)

1 _ 1 — 1 — (=)
Mo (21) ) 23440 i (21) Mo (21); 0.03)

. Continuando con la metodologia, se definen las funciones de pertenencia de cada modelo

local:

e1(t)

oa(l) (2.24)

o (20)m5 (22)  @2(t) = i (21)n7 (22)
m(20)n5(22)  @alt) = n1(z0)ni

. Finalmente, se construye el sistema T-S de la Ecuacion (2.8). Las matrices A; y B; de los

4 subsistemas lineales son:

[ 5z 05 1| [-209755 05 1] (2] [ 2. ]
Apgy=| =05 =02z 0|=| =05 —1,1990 0|, Bps || = 00784
242 0 —1] | 3,9951 0 -1 1

[ 57 05 1] [-41,6955 05 1] (2] [ 2. ]
Apgy =] 05 —027 0|=| —05 —16678 0|, Bpag |m| = ]0,3009
24z 0 —1] | 63301 0 -1 N

(2.25)

2.3.4. Simulacién y validacién del modelo Takagi-Sugeno

Objetivo de la simulacion: Tlustrar detalladamente los pasos para obtener el sistema T—S del

ejemplo numérico mostrado en la Seccion 2.3.3.

La simulacién del sistema se realiz6 en MATLAB2020a por medio de la herramienta S-
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Function perteneciente a Simulink, se consideré un tiempo de simulacién de 10 s con un paso
de integracion de 0.001 s. Las condiciones iniciales consideradas son z(t) = [0,28 0,15 6}.

La entrada con la que se simul6 el sistema es la mostrada en la Figura 2.7.

6.5 ‘
6 o |
55- 4 \ AN

57’ ~ 7 \ I | N

u(t)

1
45y \ / N
4+ 1 i

3.5 ~ .

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Figura 2.7: Entrada implementada en la simulacion del sistema.

Al aplicar la entrada de la Figura 2.7, al sistema se obtienen los maximos y minimos de
las variables premisas (Ecuacién (2.22)) que se muestran en la Figura 2.8. Es importante
aclarar que fuera de este escenario de prueba las propiedades de la Ecuacién 2.9 podrian no

cumplirse, por lo tanto, la representaciéon por modelos T-S podria no cumplirse.

8 ’/"\ / ~--- _
/,--— \ // e
:_:/7, 4 \\ / B
/ -
/’
6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E 72 N1 » T |
0.3 / N , \\
] \\ - N 4 N\
=02) - RN / S mmm Ty
& S’
|
0'1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 2.8: Variables premisas.

Simultaneamente, se calculan las funciones de ponderacién (Ecuacién (2.23)) y las funciones

de pertenencia (Ecuacién (2.24)). La Figura 2.9 muestra las 4 funciones de pertenencia y la
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sumatoria de las 4 funciones que se definieron para construir el modelo T-S. Como se puede

observar en la gréfica las propiedades de la Ecuacién (2.9) se cumplen.

— -(Pl
1 ™ -
— -(p2
0.8 I"\ | Ps
] \\ PN =3
\ AN ="
0.6 \ 77N / \
3 - / \\ /.\ 4 Ve
Py P ,'/ \ l‘ ( ----.
N /A T — —
= 04%F /N ARV :
] l’ \\ \ / / \\ :’ \
O 2 \ ,I \\\ N, /" y ‘\ _
\/ = 24U cmm
§ o — ‘\ L\ A - — —
- \~§ ., '/’ \‘ . o =
0 AN o — "—'\/ —
_0-2 | | | |
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 2.9: Funciones de pertenencia.

Finalmente, se construye el sistema T—S por medio de los modelos locales (Ecuacion (2.25))

y se compara con el modelo no lineal Ecuacién (2.19).

0.6 \ \ \ \ \ \ —
g r\_/—\/\ - xlTS
504 i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 \ \ \ \ \ \ \ \ \ —
S 05" = 25 T'S
HO] -
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
gl \ \ \ \ — \ \ i ———
g — $3TS
57r |
6 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)
Figura 2.10: Comparacion de las variables de estado en su representacion no lineal contra su

representacion por modelos T-S.

Como se puede observar en la Figura 2.10, los resultados muestran que la representacién por

modelos T-S sigue fielmente la dindmica del sistema no lineal.
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2.4. Conceptos basicos de observadores

Un observador (Figura 2.11), en general, es un dispositivo (o un programa de computadora)
que estima u observa las variables de estado de un sistema. Usan las senales de entrada y
salida junto con el modelo y con base en estos generan una estimacion de los estados del
sistema, los cuales pueden emplearse en control, monitoreo, detecciéon de fallas, etc. Si el
observador estima todas las variables de estado del sistema, sin importar si algunas estan

disponibles por medicién directa, se denomina observador de orden completo (Ogata, 2010).

t)( a

ﬂ(—) Sistema T—) y (t)

- Observador —» jﬁ(t)

\ J
Figura 2.11: Estructura de un observador.

Observabilidad en sistemas lineales
La observabilidad es la posibilidad de estimar los estados de un sistema desde el conocimien-
to previo de sus entradas y salidas. Considerando la representacién en espacio de estados de

un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI, por sus siglas en inglés Linear Time Invariant):

i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t)
donde z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entrada y y(t) € R? es el

(2.26)

vector de salidas medidas. Las matrices A € R™*" B € R™"™ y C' € R?", son constantes

conocidas.

Definicién 2.2. (Ogata, 2010) Un sistema es observable si existe un tiempo finito tal que,

dada una entrada u(t), el valor inicial x(0) puede ser determinado a partir de la observacion
de y(t).

En la Ecuacion (2.27) se muestra la matriz de observabilidad.

C
CA
Obs = , (2.27)
C«An—l
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Observabilidad en sistemas Takagi-Sugeno

Para poder realizar el diseno de un observador, se asume que el sistema T-S (Ecuacién (2.8))
cumple con la propiedad de observabilidad completa. La observabilidad en sistemas T-S es
la propiedad de reconstruir el vector de estados del sistema para cada modelo local. Dado
que el observador esta disenado de tal manera que cada regla difusa tiene una ganancia local,

se requiere que los modelos locales sean observables en lugar del sistema no lineal completo
(Lendek et al., 2011).

Definicién 2.3. (Ogata, 2010) Para el diserio se supone implicitamente que los modelos

locales, es decir, los pares (A;, C;),i =1,2,... k, son observables.
C
C A;
rank . =n, Yi=I[1, .. k| (2.28)
CAM?

donde n es la dimension del vector de estados del sistema.

2.4.1. Estructura del observador proporcional integral

El Observador Proporcional Integral (P10, por sus siglas en inglés Proportional Integral Ob-
server) posee una ganancia integral adicional del error estimacion de la salida en su estruc-
tura, para hacer frente al inconveniente de la sensibilidad a las incertidumbres paramétricas,

ademas permite minimizar el error de estimacién en estado estacionario.

El observador proporcional integral (Figura 2.12) para el sistema (2.8) posee la siguiente

estructura:
C(t) = Z @i(2)(Ni¢(t) + Hiv(t) + Fiy(t) + Jiu(?)) (2.29)
o(t) = y(t) — CE(t) (2.30)
2(t) = ¢(t) + Qy(t) (2.31)

donde ((t) € R™ representa el vector del observador, v(t) € R? es un vector auxiliar y
z(t) € R™ es la estimaciéon de z(t). Las matrices N;, H;, F;, J; y ) son matrices desconocidas de
dimensiones apropiadas que son determinadas de forma tal que Z(t) converja asintéticamente
a x(t).
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Figura 2.12: Diagrama a bloques de la conexién entre el sistema y el observador proporcional
integral.

2.5. Control por retroalimentacién de estados con ac-

cion integral

En la literatura se han reportado distintos controladores, los mas conocidos son los contro-
ladores tipo: proporcional (P), proporcional-integral (PI) y proporcional-integral-derivativo
(PID). En la presente investigacién, se abordara el control por retroalimentacién de estados
con accion integral, este permite estabilizar al sistema de tal forma que exista un seguimiento
de trayectoria ain con presencia de perturbaciones y/o incertidumbres en el proceso. Para

poder desarrollar un controlador primero debemos conocer si este es controlable o no.

Controlabilidad en sistemas lineales
La controlabilidad tiene que ver con la posibilidad de llevar al sistema de cualquier estado
inicial a cualquier estado final en tiempo finito, no importando que trayectoria siga, o que

entrada use.
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Definicién 2.4. (Ogata, 2010) El sistema (2.26) es completamente controlable si y solo si

cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes se satisface:

» El par (A, B), es controlable.

» La matriz de controlabilidad de n X n:

Con=[B AB --- A"'B] (2.32)

tiene rango igual a n, es decir, su determinante es diferente de cero.

Controlabilidad en sistemas Takagi-Sugeno
Para poder realizar el diseno de un controlador, se asume que el sistema T-S (2.8) cumple

con la propiedad de controlabilidad.

Definicién 2.5. (Lendek et al., 2011) Para el diseno se supone implicitamente que los mo-

delos locales, es decir, los pares (A;, B;),i = 1,2,...,k, son controlables.

rank (|Bi AB; -+ APT'B])=n, Vi=[1, .. & (2.33)

El modelo T-S es totalmente controlable si n es de la dimension del vector de estados del

sistema para todo instante de tiempo t > 0.

En la Figura 2.13 se muestra la estructura del controlador. Como se puede observar en la
Figura, el controlador posee un integrador. El uso de la acciéon integral dentro del lazo directo
del sistema de control, ademas de garantizar un error nulo en el seguimiento de referencia
constante, también le da al sistema la propiedad del rechazo de perturbacion en régimen

permanente (Lépez-Estrada et al., 2019).

ye(t) = Ref (1) /xz(t)@

Figura 2.13: Esquema de control por retroalimentacion de estados con accién integral.
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La ley de control estd definida por la Ecuacion (2.34)

u(t) = —Gx(t) — Lxy(t)
(t)] (2.34)

ult) =[G 1] :Z g

——
K

donde K es la ganancia obtenida al disenar el controlador y x;(t) es la integral del error,
anadida para compensar los errores en estado estacionario y para alcanzar la referencia de-

seada y,(t).

La integral del error esta dada por:

at) = [(ye(t) — ()t (2:35)

cuya derivada es el error de seguimiento de trayectoria definido por,

donde se pretende que converja asintéticamente a cero.

2.6. Control robusto

Una perturbacion es una senial que tiende a afectar el valor de la salida de un sistema. Si se
genera dentro del sistema se denomina interna, mientras que si se genera fuera del sistema

constituye una entrada.

De acuerdo con Dorf et al. (2005) el objetivo del disefio de sistemas robustos es asegurar el
comportamiento del sistema a pesar de las imprecisiones y cambios del modelo. Un sistema
es robusto cuando tiene cambios aceptables en el comportamiento debido a cambios o impre-

cisiones del modelo

Un sistema de control es robusto cuando:

1. Tiene sensibilidades pequenas.

2. Es estable sobre el rango de variaciones de parametros.

3. El comportamiento continia cumpliendo las especificaciones en presencia de un conjunto

de cambios en los parametros del sistema.

La robustez es la sensibilidad a efectos que no se consideran en la fase de anélisis y de diseno

(por ejemplo, perturbaciones, ruido de medicién y dindmicas no modeladas). El sistema debe
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ser capaz de resistir estos efectos despreciados cuando realiza las tareas para las cuales fue

disenado.

Para abordar las técnicas aplicadas al control robusto debemos de definir que es una norma

y sus propiedades:

Definicién 2.6. Norma FEuclidiana: (Doyle et al., 2013) Sea un vector u(t) € R™ la

norma Euclidiana queda definida como:

()] = /w3 (1) + u3(t) + ... w2, () (2.37)

Definicién 2.7. Propiedades de las normas (Doyle et al., 2013)

]| > 0 (2.38)
lu| =0 u=0,Y ¢ (2.39)
la vl = |a| [u],¥ a € R (2.40)
[u+ || < [[ull + []v]] (2.41)

La Ecuacion (2.41) es una desigualdad triangular. La Ecuacion (2.42) corresponde a una

norma 1 de una senal u(t):
o
lul = [ julds (2.42)
La Ecuacion (2.43) corresponde a una norma 2 de una senal u(t), esta norma representa la

energia de la senal:
1

lulls = ([ u(e2at)” (2.43)

En la Ecuacion (2.44) se tiene la norma oo de una senal u(t), esta norma representa el

menor de los limites o cotas superiores del valor absoluto de la senial:

lallo = sup [u(t)] (2.44)

2.6.1. Norma L
Considerando el siguiente sistema lineal

i(t) = Ax(t) + Bu(t)

(2.45)
y(t) = Chz(t) + Diu(t)

donde z(t) € R" es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entrada y y(t) € R? es el

vector de salidas.
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Sea v > 0 un escalar fijo. Asumiendo que existe una matriz P simétrica positiva definida,
tal que la funcién cuadrética V(z(t)) = z(t)T Pz(t) se cumpla, para algin valor ¢ > 0, la

desigualdad
V(Ax(t) + Bu(t) < —¢ [2(t) 2()] ++7 [u®) u(t)] = [y(t)"y(®)] (2.46)

para toda z(t) € R" y toda u(t) € R™. Observe que esta propiedad solo puede mantenerse si

el sistema es asintoticamente estable. Para u(t) = 0 esto se reduce a
V(Ax(t)) < —e [z(t) 2 (t)] (2.47)

lo que implica una estabilidad asintética.

Suponga que la entrada u(t) del sistema (2.45) esta en funcién de Lo [0, 00). La integral de

la desigualdad (2.46) en el intervalo [0, T, para cualquier estado inicial 2(0) obtenemos:

V() < VEO) + 7 [ [ue) (o) e~ [ [y ()] de (2.48)

para cualquier 7' > 0. Dado que V(x(T)) > 0, deducimos que

ly@)l2* < * [lu®)ll2]” (2.49)

ly(D)ll2 < vllu(®)]]2- (2.50)

En otras palabras, para cualquier u(t) € Ly [0, 00), la respuesta del sistema a partir del estado
inicial £(0) = 0 estd definida para todo t > 0, produce una salida y(t) que estd en funcién
de Ly [0,00) y la relacion entre la salida y la entrada estd limitada por 7. Por esta razén, se

dice que el sistema tiene una ganancia L, finita, limitada por un ntimero 7 (Osorio, 2015).

2.6.2. Control H.,

Dado el siguiente sistema lineal:

t(t) = Az(t) + Bw(t)

(2.51)

donde z(t) € R™ es el vector de estados, w(t) € Ly[0,00) es la senal de perturbacién y

Z(t) € R™ es la funcién objetivo. Las matrices A, B,C; y D; son matrices constantes de
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dimensiones apropiadas.

El control H,, es susceptible de ser expresado en términos de LMI’s. Esta técnica consiste
en minimizar la relacién entre la norma Ly de la funcién objetivo y la norma Ly de la per-

turbacion; es decir, resolver el siguiente problema de optimizacion:

Z(t
min vy :  sup m <7, (2.52)

120 w20 [0, ~
donde v > 0 es un escalar fijo comtinmente llamado constante de atenuacién y la norma Lo

(Definicién 2.7) de una senal, pongamos por caso, w(t), se define como:

1
2

ol = ([~ wo () (25

Si existe una funciéon de Lyapunov V' (z(t)) asociada al origen del sistema (2.51) el criterio

(2.52) se satisface siempre que se encuentre el minimo v > 0 tal que:
V(z(t)) + 2()72(t) — Ywt)Tw(t) <0, Ve 0,00 (2.54)

Expresando (2.52) en términos de un indice de desempetio tenemos, la representacion del

lema real acotado.

2.6.3. Lema real acotado

La teoria H., es uno de los campos mas sofisticados para el diseno de sistemas de control

robustos, comtinmente basado en el lema real acotado.

Para un escalar preestablecido v > 0, el siguiente indice de desempeno:
J < / [2(0)72() = Pw()Tw(t) + V(a(t)) dt (2.55)
0

Entonces, a partir de Boyd et al. (1994), se deduce que J < 0, para todos w(t) € Ls [0, 00), si

y solo si existe una matriz positiva definida P € R"*" que cumpla la siguiente desigualdad:

ATP+PA XB CT
BTP  —~2I DT| <0, (2.56)
c D, -I

donde la matriz simétrica definida positiva P suele denominarse matriz de Lyapunov.
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2.7. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presentaron primero algunos conceptos basicos relacionados con los miem-
bros inferiores, asi como conceptos aplicados a la construccion de modelos mateméaticos que
describen el comportamiento dinamico de los robots rehabilitadores. Igualmente, se men-
cionaron conceptos aplicados a la representacion de sistemas no lineales por la metodologia
Takagi-Sugeno, también se presenta un ejemplo numérico que sirve para demostrar la gran

capacidad de aplicacion que posee esta metodologia .
Por 1ltimo, se presentd la estructura de un observador proporcional integral, un controlador

por retroalimentacién de estados y los conceptos aplicados al control robusto H.,, asi como

las normas que se involucran dentro de este.
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Capitulo 3

Caso de estudio

3.1. Descripcién del robot rehabilitador de rodilla

La rodilla es una de las articulaciones que frecuentemente presenta lesiones sin importar
el rango de edad. Como se menciond en la Secciéon 1.1, en la literatura existen diversos
rehabilitadores de rodilla, como lo son el rehabilitador Sys-Rééduc (Seddiki et al., 2007), iLeg
(Hu et al., 2012), Physiotherabot (Akdogan and Adli, 2011), entre otros. El rehabilitador
con el que se trabajard en la presente tesis, es el rehabilitador Multi-Iso. De acuerdo con
Moughamir et al. (2002) este rehabilitador apoya a pacientes que sufren traumatismo articular
y/o muscular. Genera movimientos de flexion - extension en la rodilla y posee un solo grado
de libertad (DOF, por sus siglas en inglés Degree Of Freedom). El diagrama de cuerpo libre

del rehabilitador, se muestra en Figura. 3.1.

Y oonoingrnnnnnne s Base fija

7

Pierna del
paciente \

Figura 3.1: Diagrama de cuerpo libre del rehabilitador de rodilla.
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En la Figura. 3.1 se puede observar que el rehabilitador genera un movimiento del tipo ver-
tical en el eje Y hacia Z. La posicién 0(t) es el margen de movimiento del rehabilitador. El
rehabilitador tiene la restriccion fisicamente de solo permitir movimientos de 6(t) € [8°,150°].
El cambio de posicién se debe al par 7(t) aplicado por el motor. 7,(t) es una perturbacién
presente por alguna descompensacion en el motor. En el anélisis de balance de energia, se
considera que la energia potencial es nula en el eje Y, ya que el rehabilitador solo genera

movimiento del tipo vertical.

El modelo dindmico de este rehabilitador se basa en una maquina de ejercicio isocinético *

(Pruski and Knops, 2005). El modelo matemético estéd descrito por la siguiente ecuacién:

mi*0(t) + bO(t) — mgl cos(0(t)) = 7(t) + 7,(t) (3.1)

donde 6(t), (), 0(t) son aceleracién (rad/s?), velocidad (rad/s) y posicién angular (rad),
7,(t) es una perturbacién (Nm) presente en el motor del rehabilitador por algin mal fun-
cionamiento. A lo largo del documento, la posicion del rehabilitador se mostrara en grados,

esto para comodidad del lector, aunque en el modelo se maneja en radianes.

Tabla 3.1: Parametros numéricos del modelo dindmico del rehabilitador

Parametro Nombre Valor
m Masa 2 Kg
l Longitud 0,42 m
g Gravedad 9,81 m/s?
b Coeficiente de friccién viscosa 0,60 Nm s/rad
T Par aplicado por el motor +2 Nm

Los valores de los parametros del sistema son los mostrados en la Tabla 3.1. A partir de estos
valores se disenara la representacion del sistema por modelos Takagi-Sugeno, el observador

y el controlador.

3.2. Obtencion del modelo no lineal del sistema por

Euler-Lagrange

En esta seccién se presenta el modelo mateméatico no lineal del robot rehabilitador de rodilla
(Figura 3.1). Para obtener el modelo se implementé el formulismo Euler-Lagrange (Sec-

cién 2.2.1), ya que en esencia el rehabilitador es un robot manipulador, solo que este se

ILos ejercicios isocinéticos son aquellos en los que se aplica una velocidad constante para obtener una
contraccién muscular maxima bien sea concéntrica o excéntrica durante el movimiento.
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limitara al rango de operacion de 0° a 150° que permite la articulacién de rodilla para ejercer

los movimientos de flexidon-extension.

En el analisis dinamico del rehabilitador se considera una fuerza disipativa, la cual sera la
friccion ejercida en el movimiento y se considera la presencia de perturbacion en el motor del
rehabilitador. Por lo tanto, la ecuacion de movimiento que describe al rehabilitador por la

metodologia Euler-Lagrange es la siguiente:

d (az(e(;),é(t») _OLO(0,0(1) |, 9F(O(1)
dt 90(t) 20(t) 0(t)

= 7(t) + 7, (t) (3.2)

donde 6(t),0(t) son posicién y velocidad angular, 7(t) es el par aplicado por el motor del

rehabilitador, 7,(t) es una perturbacién, £(6(t),0(t)) es el Lagrangiano y F(0(t)) es la fun-

cién de fuerza disipativa.

Se definen las posiciones lineales en el plano Y y Z del rehabilitador, ya que el rehabilitador
solo ejerce movimiento del tipo vertical, por lo cual el plano X no se ve involucrado en este

analisis;

Y =1 cos(6(t))

(3.3)
Z = —1 sen(0(t))
se derivan las posiciones, para obtener la velocidad de desplazamiento
Y = —1 sen(0(t)) O(t
. ) .( ) (3.4)
Z = —l cos(0(t)) O(t)
por lo tanto, la velocidad es:
v=Y+2 (3.5)

ya que para el célculo de la energfa cinética y potencial se requiere de la v2, por lo tanto,
v =Y+ 22 =126t (3.6)
Ahora bien, el Lagrangiano esta dado por
L(6(),6(1)) = Ec(6(1),0(1)) — E,(6(t)) (3.7)
donde E. es la energia cinética definida como:
E.(000),0(0)) = 5mE0() (33
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y la energia potencial £, se define como:
E,(0(t)) = —mgl sen (0(t)) (3.9)

se considera como energia potencial nula en el eje Y. Por lo tanto, el Lagrangiano es el

siguiente:
LO@),6() = ;m1292(t) + mglsen (6(t)) (3.10)
Considerando la funcién de fuerza disipativa F
Flé(t) = ;béz(t) (3.11)
Aplicando la Ecuaciéon (3.2) se obtiene el siguiente modelo mateméatico
mil*0(t) + bo(t) — mglcos (B(t)) = 7(t) + 7,(t) (3.12)

El cual describe el comportamiento dindmico del rehabilitador de rodilla.

3.2.1. Simulacién del modelo no lineal

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacion, es observar el comportamiento del

robot rehabilitador de rodilla, en su representacién no lineal ante una entrada u(t).

Tomando la Ecuacién no lineal (3.12) que describe al rehabilitador, sin considerar la pertur-

bacién 7,(t) en el sistema, se tiene:

mi0(t) + bA(t) — mglcos (0(t)) = (1) (3.13)

Para llegar a la representacién mostrada en Ecuacién (3.14)

#(t) = Ax(t))z(t) + Bu(t)

(3.14)
y(t) = Cx(t)
Es necesario despejar de la Ecuacién (3.13) la aceleracién 6(t) por lo tanto,
. . 1
0(t) = [—b0(t) + mgl cos(0(t)) + 7(t)] —
.. by o (3.15)
0(t) = W@(t) + jcos(ﬁ(t)) + ﬁr(t)

haciendo un cambio de variable para obtener las ecuaciones diferenciales del sistema para
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posteriormente simular se tiene:

21(t) = 0(1)
i1() = (1) = 2a(t) (3.16)
io(t) = (t) = nfpxg(t) + %cos(xl(t)) + mlpf(t)

donde z(t) = [xl(t) xg(t)}T = {Q(t) é(t)r, son posicién y velocidad angular del rehabili-
tador, la entrada u(t) = 7(t) es el par aplicado y la salida del sistema y(t) = [0(2&) é(t)}T.

Saturador
u(t> Sistema b > H(t)
no lineal > (9 ( t)

Figura 3.2: Diagrama de simulacién para el sistema no lineal.

La Figura 3.2 describe la simulacion a desarrollar, siendo el sistema no lineal la FEcua-
cién (3.13) en su representacion en ecuaciones diferenciales de la Ecuacion (3.16). Como
se menciono en la Seccion 3.1 el rehabilitador tiene una restricciéon fisica en su movimiento
dicha restricciéon sera representada por el saturador en la simulacion, ya que dicha restriccion

fisica no esta considerada en el modelado.

La simulacién del sistema, asi como las futuras simulaciones se desarrollaron en MATLAB
2020a por medio de la herramienta S-Function perteneciente a Simulink, considerando un
paso de integracién de 0.001 s con las condiciones iniciales z(t) = {91O O} y los pardmetros

mostrados en la Tabla 3.1.
Para la simulacién del sistema (3.13) en lazo abierto, se aplicé una senal de entrada wu(t)

(Figura 3.3) del tipo cuadrada de amplitud £2Nm con una frecuencia de 0,8 Hz con un ciclo
de trabajo del 50 %.
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Figura 3.3: Entrada implementada en la simulacién del sistema no lineal en lazo abierto.

Al aplicar la entrada de la Figura 3.3 al sistema no lineal, se obtienen las dindamicas de la
posicién y velocidad del rehabilitador de rodilla mostradas en la Figura 3.4. Cabe recalcar
como se mencion6 en la Seccion 3.1 el rehabilitador fisicamente solo tiene un rango de movi-

miento en la posicion 0(t) = [8°,150°]

Posicion —0(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Velocidad —0 (t)

4 ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 3.4: Salidas del sistema no lineal en lazo abierto.

El rango de movimiento en la posiciéon con la entrada mostrada en la Figura 3.3 es de
0(t) € [43,7728° 136,0410°| y en la velocidad 6(t) € [~3,8669 rad/s 3,8781 rad/s|
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3.3. Representacion y validacion del sistema por mo-

delos Takagi-Sugeno

Para el diseno de un controlador se requiere de una correcta representacion de la dindmica
descrita por el rehabilitador. Es por ello que en esta seccion se presenta el modelo matematico
no lineal en su representacion por modelos Takagi-Sugeno en lazo abierto. El robot rehabili-

tador (Figura 3.1) es evaluado con los pardmetros mostrados en la Tabla 3.1.

Partiendo del analisis de la Seccion 3.2 y aplicando la metodologia mostrada en el ejemplo
numérico de la Seccion 2.3.3 se obtiene la representacion del sistema por modelos T-S por el
enfoque de sector no lineal. En la Figura 3.5 se aprecia de una forma visual lo que se desa-
rrollard en esta seccion. Cabe resaltar que la variable premisa del sistema estara alimentada

por la senial saturada, ya que este representa la restriccion fisica del rehabilitador.

u (t) Sistema > 3 0 (t)
no lineal 9 ( t)

Y

Y

7|  Sistema 0(25) s
21 (t) LTakagi-Sugeno)H 0 (t) TS

Figura 3.5: Diagrama sistema no lineal y presentacion Takagi-Sugeno.

1. Partiendo de las ecuaciones diferenciales mostradas en (3.16) la representacion del sistema

no lineal en su forma matricial es la siguiente:

0(t) 0 1| 6@ 0

[é(t)_ ) _7’32] [é(z&) i e TUEZ)

R R .
yvi(t)| |1 0] |0(2)

[yg(t)_ o 1] [é(t)]

y(t) ¢ x(t)

se puede observar en (3.17) que existe un término no linealidad en la matriz A(z(t)), por

lo tanto, se tiene una variable premisa:

(3.18)
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La variable premisa z; presenta una singularidad cuando #(t) = 0°. Considerando que el
rango de operacién del rehabilitador es entre 6(t) € [8°,150°] dicha singularidad nunca se

obtendrd, ya que no se encuentra en el rango de operacion del rehabilitador.

2. Se define la entrada del sistema, la cual se muestra en la Figura 3.3 para obtener el rango
maximo y minimo de variacién de la variable premisa. En la Figura 3.6 se puede observar

el comportamiento de la variable premisa respecto al tiempo.

0.8
0.6-

T
—

0.4

Z1 (t)

-0.21 < \ !/ \

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Tiempo (s)

Figura 3.6: Variable premisa.

Entonces, tras realizar la simulacién numérica, los maximos y minimos de las variables

premisas quedan definidas de la siguiente forma:

21(t) € [-0,3032 0,9452] (3.19)

3. Posteriormente, se calculan las dos funciones de ponderacion correspondientes a la variable
premisa:

Z1— 21 (t) . 0,9452 — 21 (t)
-2 1,2484
n(z) =1—mni(z1)

ol#1) = (3.20)

4. Continuando con la metodologia, se definen las funciones de pertenencia de cada modelo
local:

(3.21)



5. Finalmente, se construye el sistema T-S con la estructura de la Ecuacion (3.13).

#(t) = Z: wi(2)(Aix(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

(3.22)

donde x(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entradas, y(t) € R? es
el vector de la variable medida de salida. A; € R"*" B € R™™ (C € R?" son matrices
conocidas, k es el nimero de modelos locales, ¢; son las funciones de pertenencia que

dependen de la variable premisa z.

Considerando los parametros de la Tabla 3.1 las matrices A; y B, C' de los sistemas locales

son:
Lo oo 1 s_lol_| o
Yl | |-7.0819 —1,7007) L] [2:8345 .
(0o 1] [ o 1 10 '
A2: b - ) C=
92 b [22,0772 —1,7007 0 1

Al analizar los modelos locales mostrados en (3.23) con la entrada mostrada en la Figura 3.4
se observa que un solo modelo local no es capaz de reconstruir la dindmica del robot reha-
bilitador. Este andlisis es mostrado con mayor detalle en el Anexo A donde se muestran dos
simulaciones con el objetivo de documentar y demostrar que un solo modelo local no es capaz

de reproducir la dinamica del robot rehabilitador.

3.3.1. Simulacién del modelo no lineal por modelos Takagi-Sugeno

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacién es validar la representacién del
sistema por modelos T-S previamente construido y compararlo con el modelo no lineal del
robot rehabilitador de rodilla. Es importante mencionar que estas simulaciones son en lazo

abierto.

Considerando la entrada mostrada en la Figura 3.3 y un tiempo de simulaciéon de 10 s. Se
obtienen las graficas de la Figura 3.7, en lineas azules se muestra el comportamiento de la
posicion angular del eslabon del rehabilitador, en lineal roja la velocidad angular del eslabon

del rehabilitador y en color negro las mismas variables, pero correspondientes al sistema T-S.
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Figura 3.7: Comparacién de las variables de estado en su representaciéon no lineal y su repre-
sentacion por modelos T-S.

Como se puede observar, el modelo T-S (Ecuacion (3.22)) sigue fielmente el comportamiento
del modelo no lineal del rehabilitador. Por lo que podemos concluir que la representacion y

validacion del sistema fue correcta.
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Figura 3.8: Funciones de pertenencia.

La Figura 3.8 muestra el comportamiento de las 2 funciones de pertenencia respecto al tiempo
y la sumatoria de estas. Las cuales se definieron para construir el modelo T-S. Como se puede
observar en la gréfica las propiedades de la Ecuacién (2.9) se cumplen, ya que las funciones de
pertenencia se encuentran variando entre el rango de 0 a 1 y la sumatoria de ambas funciones

es igual a 1.
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3.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se present6 el robot rehabilitador con el que se trabaja a lo largo de esta
investigacion. El cual es, un robot rehabilitador de rodilla, se escogio esta extremidad por-
que es una de las articulaciones que sufre mas lesiones sin importar el rango de edad de la
persona afectada. Este rehabilitador posee un solo grado de libertad. Para la obtencién del
modelo dindmico que describe el comportamiento del rehabilitador se aplico, el formulismo
Euler-Lagrange, ya que de acuerdo a los estudios hechos esta metodologia es aplicada a los

robots, independientemente del uso o aplicaciéon que se le dé al robot.

Una vez obtenido el modelo dindmico del robot rehabilitador, en cuyo caso es no lineal, se
procedio a realizar la simulacion del sistema en lazo abierto, para observar el comportamiento
de este y posteriormente obtener la representacion del sistema por modelos Takagi-Sugeno,
aplicando la metodologia del enfoque de sector no lineal. La comparacion de las respuestas
del modelo no lineal y del modelo T-S nos muestran que la representaciéon multimodelos fue
correctamente elaborada, ya que el modelo T-S sigue fielmente la dindmica del modelo no

lineal.
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Capitulo 4

Diseno del observador proporcional

integral para sistemas Takagi-Sugeno

4.1. Objetivo de diseno

En el sistema del rehabilitador se asume que solo se tiene como variable de estado medible
a la posicion angular 6(t) y que al evaluar los modelos locales del sistema en su forma T-S
(Ecuacion (3.23)) el rehabilitador cumple con la propiedad de observabilidad mostrada en la
Ecuacién (2.28), es por ello que se plantea el desarrollo de un observador del tipo proporcional
integral de orden completo, ya que este permite minimizar el error de estimacion en estado

estacionario.

4.2. Diseno del observador proporcional integral

El observador proporcional integral (PIO) permite obtener la estimacién de las variables de
estado medibles y no medibles, para poder ser utilizadas en la conformacién de una ley de

control. El sistema T-S que describe al rehabilitador de rodilla es el siguiente:

#(t) = Z: wi(2)(Aiz(t)) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

(4.1)
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Por lo tanto, la estructura del PIO aplicado al sistema T-S es la siguiente:

C(t) = - @il2) NG (1) + Hiv(t) + Fiy(t)) + Ju(t)

o(t) = y(t) — C2(t)
2(t) = ¢(t) + Qy(?)

donde ((t) € R™ representa el vector del observador, v(t) € R? es un vector auxiliar y

z(t) € R™ es la estimacion de z(t). Las matrices N;, H;, F;, J y @ son matrices desconocidas de

dimensiones apropiadas que son determinadas de forma tal que Z(t) converja asintoticamente

a z(t). En la Figura. 4.1 se muestra el diagrama a bloques de la conexién entre el sistema y

el PI1O.

u(t) (B 1—F x(?)

: /

A(x(1)) jo——

(o}
+

-

L Sistema
NL

Vector de
estado
del
observador

Vector
> o
Auxiliar

Estados
Estimados

Figura 4.1: Diagrama a bloques del observador proporcional integral T-S.

Para el disefio del observador, se define la ecuacion del error de estimacién como:

e(t)

B(t) — (1)
¢(t) = (In — QC)x(t)

(4.5)

donde (I, — QC) se define como una matriz 7" € R™" de modo que el error de estimacion
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puede ser expresado como:

e(t) = ¢(t) — Tx(t) (4.6)
despejando ((t) se tiene:

C(t) =e(t)+Tx(t) (4.7)

derivando la Ecuacion (4.6) y sustituyendo la Ecuacién (4.7), se obtiene la dindmica del error

de estimacién como
ét) = ((t) — Ta(t)

e(t) = 3_ei(2) [Ni(t) + Hiv(t) + Fry(t)] + Jult Z pi(z | + Bu(t)
e(t) = 2_ (=) [Ni(t) + Hvo(t) + Fiy(t) — TAw(t)] + Ju(t) — TBuf(t)

é(t) = Zk: ©i(2) [Nse(t) + Hoo(t) + (NI + F,C — TA;)x(t)] + (J — TB)u(t)

reescribiendo la Ecuacién (4.3), usando la definicién del error e(t) de la Ecuacién (4.5) en-

tonces,
0o(t) = Cx(t) — Ci(t)) (4.9)
0(t) = —Ce(t)

Suponiendo que se cumplen las siguientes condiciones, obtenidas de la definiciéon de la matriz
T y la Ecuacién (4.8)

T+QC =1, (4.10a)
J=TRB (4.10¢)

Entonces, la dindmica del error de estimacién, formada por las Ecuaciones (4.8) y (4.9),

puede reescribirse como:

le(t)] (4.11)

Si la matriz A; es estable, entonces lim; , e(t) = 0, por lo tanto, Z(t) = x(t) en un tiem-
po finito. Ahora bien, el problema del diseno del PIO se reduce a determinar las matrices

N;, H;, F;, J y @ de tal forma que las condiciones de la Ecuacion (4.10a — 4.10c) se cumplan.
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4.3. Parametrizacion del observador

En esta seccion se presenta la parametrizacion de las matrices del observador proporcional

integral utilizando las condiciones algebraicas de las Ecuaciones (4.10a — 4.10c).

Definicién 4.1. (Osorio, 2015) Considere la siguiente ecuacion de un sistema no homogéneo
AX =3B (4.12)

donde A, B son matrices constantes de dimensiones apropiadas y X es el vector a determinar.

La Ecuacion (4.12) admite una solucion, si y solo si
rank(A) = rank {A B} (4.13)
en este caso, la solucion general de la Ecuacion (4.12) estd dada por:
X=A"B-(I-ATA)2 (4.14)

donde Z es una matriz con elementos arbitrarios y A™ es la pseudoinversa de Moore-Penrose.
De forma equivalente para un sistema con la forma XA = B, la condicion necesaria y sufi-

ciente para la existencia de una solucion es:
rank(A) = rank [g] (4.15)
en este caso, la solucion general estd dada por:
X =BA" —Y(I-AAT) (4.16)
donde Y es una matriz con elementos arbitrarios.

Tomando la condicion de la Ecuacion (4.10a) escrita de la forma,

[T Q} B] =1, (4.17)

n

y considerando una matriz ¥ = la Ecuacion (4.17) se reescribe como:

r Qz=1 (4.18)
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De acuerdo con la Definicién 4.1, la solucion general de (4.18) esta dada por
T Q| =%t =V (L —38") (4.19)

donde Y es una matriz de elementos arbitrarios y X7 es la matriz pseudoinversa de Moore-

Penrose de ¥. Para obtener la matriz T se despeja de (4.19), obteniendo

I 1,
T N =2t =Y (L =S| |
o] |f] =B v (=) [
n -[n
T =%t —Y(Qﬂ,—22+)(J (4.20)
Ty Ty
T - Tl - YTQ
despejando de (4.19) la matriz @, se obtiene:
0 0
Q=" || =V (L =254 || ]
! ! (4.21)
Q1 Q2
Q=01 —YQ

Tomando la condicién (4.10b) y considerando la definicién de 7" mostrada en (4.20) se tiene

que:

N; = (N;Q — F;) C+TA;
—_———
K; (4.22)

donde K; = N;() — F; despejando F;, se obtiene:
F; = N,Q - K, (4.23)

reemplazando la Ecuacion (4.22) en el error dindmico del observador (4.11) se puede reescribir

como:
' k
Bt) = wi(2)(Ay + Y;A2)B(t) (4.24)
i=1
donde Ay; = ! 2 ,YZ-:Q[Ki H,},yAgz , tal que Q2 = .
—C 0 I, 0
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El problema para el diseno del PIO se reduce a determinar la matriz ¥ y los pardmetros de

la matriz Y;, tal que (4.24) sea estable.

4.4. Analisis de estabilidad del observador

En esta seccién se presenta el andlisis de estabilidad del PIO basado en Lyapunov, con el
cual a través de la resolucién de LMI’s se obtendran las matrices Y, Y; que hasta el momento

son desconocidas. Se propone la siguiente funciéon candidata de Lyapunov,
V(B(t) = B)" XB(t) > 0 (4.25)

X4

donde X =

0
] >0y X; = X{ con X; € R™" y X, € R4, Derivando (4.25) se
2

obtiene:
V(B(t) = B(t)"XB(t) + B()"XB(t) < 0 (4.26)

Sustituyendo (4.24) en (4.26):

V(B(£) = BT [(Ay + Yil) "X + X (Ay; + Yiha)| B(t) < 0

(4.27)
= A1) [An"X + A Y X + XAy + X Yo B(t) < 0

la desigualdad V(B(t)) < 0 es vélido para toda S(t) # 0, si y sélo si, la siguiente LMI se
cumple,
ALTX + ATYIX + XA+ XYAy <0 (4.28)

Las matrices desconocidas en (4.28) son: X y Y;, por lo que existe una bilinealidad, es por

ello que se agrupan en W; = XY, entonces
Ay X 4+ ATW,T 4+ XA + WA, <0 (4.29)

Recordemos que, dentro de la matriz A;; se desconoce la matriz Y, por lo que el producto de

XlTlAi - X1YT2AZ 0

XAy =
- X,C 0

(4.30)

dentro de esta matriz existe una bilinealidad generada por, Y y X; por lo que se reagrupan

en D = XY Por lo tanto, la desigualdad (4.29) queda expresada de la siguiente forma:

XlTlAZ‘ — DTQAZ 0
—-XC

ATTTXT _ ATTI DT —CTX,

+ ATWT +
0
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Para el cdlculo de las matrices desconocidas se tiene:

Y =X;'D (4.32)
Y = X'W; (4.33)

Despejando de Y; = €2 [Ki H,L-] las matrices K; y H; se obtiene:

(K, H] =0, (4.34)
donde,
h
- (4.35)
0
Hi - Q+YZ
_Ip_

Con base en el analisis hecho, la determinacion de las matrices N; y F; son obtenidas de la
solucién de (4.22) y (4.23). La matriz H; y K; estan deducidas en (4.35), las matrices Ty @
se obtienen de la solucién de (4.20) y (4.21). La matriz Y esta definida en (4.32) y finalmente

J esta deducida en la consideracion (4.10c).

4.5. Region LMI

Con la finalidad de que el observador respete la region de operacién de las variables a estimar
del rehabilitador, se aplica una region LMI del tipo vertical en el andlisis de estabilidad del

observador mostrado en la Seccién 4.4.
Definicién 4.2. (Bernal et al., 2019) Un subconjunto D del plano complejo es llamado region
LMI si existe una matriz simétrica o = o’ y una matriz K tal que:

D={seC: fp(s) <0} (4.36)

donde
fo(s) = a+ sK + s*K" (4.37)

La notacion s* denota el valor conjugado de s. fp(s) se llama funcion caracteristica de D.

23



Teorema 4.1. (Bernal et al., 2019) Se establece que una matriz A € R"*" es D-estable

(tiene todos sus eigenvalores en la region D) si y sdlo si existe una matriz P = PT € R™"

tal que:

a®P+X®(AP)+X"® (AP)" <0, P >0 (4.38)

el operador ® indica el producto de Kronecker. Note que la relacion entre la Ecuacion (4.38)

y la funcion fp(s) estd dada por (P, AP, PAT) < (1,s,s")

Definicién 4.3. (Bernal et al., 2019) Una region LMI del tipo vertical, toma todo el semi-

plano complejo a la izquierda de un valor 6 (Figura 4.2).
Dy ={se€C:Re(s) <=0 & f[fp(s)=a+s+s" <0} (4.39)
esta region LMI implica o = 2§ y KX = 1, entonces la Ecuacion (4.38) es:

200 P+1® (AP)+1® (AP)T = 20P+ AP+ PAT <0, P >0 (4.40)

Im(s)
A

» Re(s)

—0

Figura 4.2: Region LMI vertical D;.

Aplicando de la Definicién 4.3 a la desigualdad de Lyapunov mostrada en la Ecuacién (4.31),

se obtiene

XiThA; — DT, A; 0
—XC

ATTIXT — ATTT DT _CT X,
0

(4.41)

Esta LMI es programada en Matlab 2020b y resuelta por medio de la herramienta Yalmip
(Lofberg, 2004) version R20200930 con un 6 = 100. Una vez programadas las LMI’s se
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obtuvieron las siguientes ganancias.

4,0278 x 105  —1,2838 x 1078 0
X =[-1,2838 x 1078 4,0278 x 10° 0 ;
0 0 4,0278 x 106_

~100,5 —3.498815]
NN [ , ,

3498815  —100,5

0,5 —697,31152]
Hy=H,; = 15| 0 = )
1,5937 x 10 —9924,1718|
[ 697.31152 0 | 4.42
F2 = , ’ J = ) ( )
| —9895,0128 2,8345 |
[4,49882 ~3,49882 0
Q = T =
08,7993 ~98,7993 1|
~100.5 ~100.5 |
Kl — ) ’Kz — )
10,5807 ~18,57836
~ [3,99882 0 —3,99882]
98,7993 0 —98,7993

4.6. Validacion del observador

En esta secciéon se presenta la validacion del observador proporcional integral con estructura
Takagi-Sugeno disenada. En la Figura 4.3 se muestra la estructura de la simulaciéon con la

cual se validara el funcionamiento del observador proporcional integral en lazo abierto.

aturador

u_(t) Sistema =] » 0
no lineal - 9 ( t)
'

Y

7 Sistema ) 9 (t) rs
(> (t) \Takagi—Sugeno)—} e(t)TS

Saturador
\ C Observador » _I > 0 (t) PIO
»| Proporcional )
\ > Integral —> 0 (t) PIO
-

Figura 4.3: Diagrama del observador para la estimacion de estados.

Como se habia mencionado con anterioridad, el rehabilitador tiene una restriccion fisica de

movimiento es por ello, que en la simulacién, se representa con un saturador, ya que dicha
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restriccion fisica no estd considerada en el modelo. Por lo tanto, este mismo saturador se
aplica al observador. El observador es alimentado con la entrada u(t), con la variable premisa
y con la salida del modelo no lineal sin saturar, puesto que el observador opera directamente

con el modelo no lineal.

4.6.1. Simulacién del observador proporcional integral

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacion es demostrar por medios de indices
de desempeno, que el observador proporcional integral de orden completo estima de forma

correcta los estados del sistema en estado estacionario.

La simulacién del PIO, aplicado al sistema T-S (3.22) se desarrollé con los pardmetros mos-
trados en la Tabla 3.1. Las condiciones iniciales consideradas en el sistema no lineal y en el
modelo T-S son z(t) = {91O 0 rad/s}T, en el PIO son #(t) = {00 0 rad/sr con la senal
de entrada mostrada en la Figura 4.4. Las matrices con las cuales se construyo el observador

con la region LMI 6 = 100 se muestran en la Ecuacion 4.42 .

Entrada - (t
2 r I\ I | I—y - L I | I I ™ : | 7-( )
| | | I I | | | I : | |
L L
101 oy o ! (.
[ 1! oy ! b 1o
Z I P (I I I
I I oy g ! [
1l I |
I ' oy g ' 11
1k I | [ [ 1 I |
| oy 11
l P I !
vy ! S L by
) 1 ] I_A_ . ! | | ! LJd - . i | | I
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 4.4: Entrada implementada en la simulacion del PIO en lazo abierto.

Como se puede apreciar en la Figura 4.5, en color azul se muestra el comportamiento del
sistema no lineal, en color negro el sistema T-S y en color rojo se muestra el comportamien-
to del PIO al estimar las variables de estados del sistema. A partir del instante de tiempo
t > 0,18 s el observador converge al sistema no lineal y a la representaciéon T-S en la variable
de posicién angular 6(t) del eslabén del rehabilitador. En cuanto a la velocidad angular 6(t)

a partir de ¢t > 0,1 s el observador converge al comportamiento de ambas representaciones.
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Figura 4.5: Estimacién de los estados del sistema.

—p1 TS
—QDQTS

> pT'S
l—.o PIO

— -0y PIO
|=-> @ PIO

0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)
Figura 4.6: Funciones de pertenencia del sistema T-S y el PIO.

En la Figura 4.6 se muestra el comportamiento de las funciones de pertenencia del obser-

vador proporcional integral con estructura Takagi-Sugeno y las funciones de pertenencia del

sistema Takagi-Sugeno. Como se puede apreciar el observador cumple con la propiedad de la

Ecuacién (2.9) al igual que el sistema Takagi-Sugeno.

Definicién 4.4. Indices de desempeno (/istr(')'m and Héagglund, 2006) Una de las formas

cuantitativas de caracterizar el error es, la integral del error absoluto.

[AE = /O Cle(t)|dt (4.43)
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El criterio IAFE es el indice mayormente aplicado, el inconveniente es que requiere la simula-
cion de un sistema por largos lapsos de tiempo. Ademds de que no puede optimizar sistemas

altamente sub y sobre amortiguados.

La integral del error cuadratico,
ISE = / e(t)2dt (4.44)
0

Es facil de calcular. Sin embargo, tiene la desventaja de otorgar mayor peso a los errores

grandes, lo que a menudo conduce a un lazo de control mal amortiguado.

Los indices como IAE y ISE son usados para caracterizar las respuestas del error en un
tiempo inicial respecto a una referencia. Por lo que es mecesario tener criterios que le den

poco peso al error inicial. Se ha encontrado que los indices:
La integral del tiempo por el error absoluto,
ITAE = /O T tle(t)|dt (4.45)
penaliza fuertemente los errores tardios.
La integral del tiempo por el error cuadrdtico,
ITSE = /0 " te(t)2dt (4.46)

los grandes errores iniciales tienen poco peso, pero los errores tardios son fuertemente pena-

dos.

Los indices ITAE y ITSE son mas adecuados para analizar el rendimiento del sequimiento
de referencias. Estos indices poseen integrales infinitas solo si, el error en estado estable es

CET0.

Tabla 4.1: Indices de desempeno del observador y el sistema no lineal

ISE ITSE IAE ITAE

o(t) 1122 3.381 3.155 0.2627
O(t) 59.63 0.5905 1.535 0.03197

Al hacer una comparacién del PIO contra el sistema no lineal por medio de indices de des-

empeno, como se muestra en la Tabla 4.1. Los indices de desempeno (Definicién 4.4) ISE,
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que es la integral del cuadrado del error y TAE, la integral del error, penalizan los errores en
el estado transitorio debido a que analizan los primeros instantes de tiempo del error, como
se muestra en Figura 4.5 el observador tiene un sobretiro en un instante de tiempo pequeno

y posteriormente converge a las variables de estado, es por ellos que estos indices son elevados.

En cuanto a los indices I'TSE, que es la integral del cuadrado del error por el tiempo y ITAE,
la integral del error por el tiempo, penalizan los errores en estado estacionario, ya que el error
es penalizado por el lapso de tiempo a evaluar. Estos indices son pequenos, lo que nos indica
que el objetivo del diseno de dicho observador se cumple, puesto que, el observador converge

a las variables de estado.

4.7. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se present6 el disefio de un observador proporcional integral con estructura
Takagi-Sugeno de orden completo, para la estimacion de las variables de estado del rehabili-
tador de rodilla. De acuerdo a investigaciones hechas se opté por un observador de este tipo,
ya que este posee mas grados de libertad que los entregados por el observador clasico tipo
Luenberger ademas que el observador proporcional integral minimiza el error de estimacion

en estado estacionario.

A lo largo de este capitulo se mostré el diseno, parametrizacién, analisis de estabilidad y
validacién del observador. El analisis de estabilidad fue hecho por medio de la resolucion
de LMI’s. Para que la convergencia del observador se ajustara a la region de operacién del

rehabilitador se aplico una regiéon LMI del tipo vertical.

Podemos concluir que el diseno del observador proporcional integral cumple con su objetivo el
cual es una correcta estimacion de los estados del sistema los cuales son: posicién y velocidad
angular del robot rehabilitador de rodilla. Esto se puede corroborar por medio de los indices
de desempenos aplicados a este, el observador de igual forma cumplié con el objetivo de

minimizacion del error de estimacion en estado estacionario y esto se logra apreciar con los

indices ITSE e ITAE.
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Capitulo 5

Diseno del controlador basado en el

observador

5.1. Objetivo del diseno del controlador

Hasta el momento solo se ha analizado al rehabilitador de rodilla en lazo abierto, por lo
que ahora es momento de cerrar el lazo para proceder a desarrollar el controlador. Es por
ello, que se desarrollaréd el controlador del sistema con la finalidad de asignar una rutina de

rehabilitacion para el paciente.

Por lo que, se aplicard uno de los objetivos del control automatico, el cual es el seguimiento
de trayectoria, por medio del disefio de un controlador por retroalimentacion de estados con
accion integral, al cual se le introducira una referencia Ref que sera la senal que describe
una rutina de rehabilitacion, por consiguiente, el controlador determinard la ley de control

idonea para el seguimiento de la rutina de rehabilitacion.

La representacion del robot rehabilitador de rodilla esta por medio de modelos Takagi-Sugeno,
los cuales son modelos locales lineales convexos. Este tipo de representacion permite aplicar
el principio de separacion. Este principio posibilita el diseno de un controlador basado en los
estados estimados por un observador. Ademas, que el diseno del controlador y el observador
pueden desarrollarse de forma independiente. Esto comprobando que los pares (A;, B) son
completamente controlables y los pares (A;, C') son completamente observables, para cada
modelo local del sistema. En el caso del robot rehabilitador de rodilla estas condiciones se

cumplen.
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En otras palabras, el principio de separacion indica que el error de estimacion a partir del
cual se contruye el observador no es controlable desde la senal de entrada en lazo cerrado del
sistema, por lo que este no influye en los estados del sistema. Esto se puede apreciar con mas
detalle en la Seccién B.2 del Anexo B.

5.2. Calculo del controlador por retroalimentacién de

estados con accion integral

En esta seccion, se presenta el disenno de un controlador basado en el observador por retro-

alimentacion de estados con accién integral, con ganancias constantes.

El sistema T-S que describe al rehabilitador de rodilla es el siguiente:

#(t) = ; wi(2)(Aiz(t)) + Bu(t)

(5.1)

Sistema ’ >» U (t)

Observador
Proporcional
Integral

(1) = 2(t)

Figura 5.1: Esquema del controlador.

Tomando como referencia el esquema mostrado en la Figura 5.1 para el desarrollo de la ley

de control se asume que z(t) = &(t), por lo tanto, la ley de control se define como:
u(t) = —Gx(t) — Lxy(t) (5.2)

la Ecuacién (5.2) se reescribe de la forma:




donde la integral del error esta dada por:

at) = [(ye(t) - y(t)dt (5.4)

cuya derivada es el error del seguimiento de trayectoria definido por:

(5.5)
= Ye(t) — Cu(t)
La Ecuacién (5.5) debe converger asintéticamente a cero.
Sustituyendo la ley de control (5.2) en el sistema T-S (5.1),
k
() = X pi(2) (A (1) + B [-Ga(t) — Lau(1)]
= (5.6)

x(t) = ; ©0i(2)(A; — BG)x(t) — BLx(t)

Como se puede observar al sistema T-S (Ecuacién (5.6)) se introduce un nuevo estado x;(t),

por lo que, se reagrupan las Ecuaciones (5.5) y (5.6) se tiene:

i(t)| & . A; — BG —BL| | z(t) 0
Ll(t)] =3 |2 T el e (5.7)
se puede reescribir como:
i(t)| & A; 0] |B x(t) 0
L;(t)] =3e@) || ol ol L6 L] 2|+ [ w0 (5.5)
#(t) A; B : &(t) T
k
i(t) = ; gol(z)(zzll — éK)is(t) + ﬁyc(t) (5.9)

Ahora el problema a resolver es, calcular la matriz K, tal que la Ecuacién (5.9) en lazo cerrado

sea estable.

5.3. Analisis de estabilidad del controlador

En esta seccién se presenta el andlisis de estabilidad del controlador por retroalimentacion

de estados con accién integral basado en Lyapunov, con el cual por medio de la resolucion

62



de LMTI’s se obtendré la matriz K, que hasta ahora se desconoce. Por lo que, se propone la

siguiente funcién candidata de Lyapunov,

V(z(t)) = 2(t)T Pi(t) > 0 (5.10)
donde P = PT > 0. Derivando (5.10) se obtiene:

V(E(t) = ()T Pi(t) + 2(t)TPi(t) < 0 (5.11)

Sustituyendo (5.9) en (5.11):

V(#(t) = #(6)" [(AZ- — BR)' P+ P(A; — BK)| #(t) < 0

(5.12)
= #(t)" [ATP+ PA; - PBK - K"B"P|i(t) < 0

Para asegurar que la desigualdad V' ((t)) < 0 para toda #(t) # 0, si y s6lo si, la siguiente
LMI se cumple,
ATP 4+ PA; — PBK —K'BTP <0 (5.13)

dado que las matrices P y K son matrices desconocidas, la expresion PBK es un término
bilineal. Por lo que, se procede a pre-multiplicar y pos-multiplicar por P~! y su elemento

complementario P~T de forma que no se altere la negatividad de la desigualdad, obteniendo
P (ATP+ PA; = PBK—K'B"P) P" <0 (5.14)

si consideramos P = PT > 0, entonces
PPAT 4 AP — BRP' - PT'KTBT <0 (5.15)

Entonces, se puede hacer el siguiente cambio de variables para expresar (5.15) como una
LMI:
S=prP"' R=KS (5.16)

Por lo tanto,

SAT + A;S — BR— R'B" <0 (5.17)

Asi resolviendo la desigualdad (5.17), se obtienen las matrices S y R las cuales nos permiten

calcular la ganancia K del controlador, la cual estd dado por:

K= RS (5.18)
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donde,
(G L] =Rs™ (5.19)

despejando las matrices G'y L, tenemos:

1
G=RS! g]

:0 (5.20)
L=RS!

_Ip]

Con la finalidad de que el controlador respete la regién de operacion del rehabilitador, se
aplica una regién LMI del tipo vertical (Definicién (4.3)) a la desigualdad de Lyapunov

mostrada en la Ecuacion (5.17), obteniendo

SAT + A;S — BR— RTB" + 205 <0 (5.21)

5.4. Aplicacién de restriccion de entrada en el sistema

Definiciéon 5.1. Complemento de Schur (Bernal et al., 2019): Esta propiedad permite
convertir expresiones que, en primera instancia, parecen no lineales en expresiones matricia-

les lineales.
P RT

R Q

P—-RTQIR >0

>0 (5.22)
Q>0

Debido a que ninguna planta fisica dispone de energia ilimitada para realizar tareas de con-
trol, de tal forma, que respetar restricciones en este sentido es importante. En esta seccién se
presentara una estrategia para restringir la magnitud de la senal de entrada al controlador
por medio de LMI’s.

Utilizaremos la Definicién 2.6 para acotar la ley de control u(t) (Ecuacion (5.2)), es decir, se

busca que ||u(t)|| < ¢ para una g > 0 donde 4 es una constante positiva.

La condicion [|u(t)|| < p con la ley de control u(t) = Ki(t) puede reescribirse como:

I = u(t)"u(t)

F()TKTKE(t) < p? < 2K 2Ki(t) < 1

lu@ < p < [lu(?)

(5.23)

Retomando la Ecuacion (5.10) la cual nos permite definir la estabilidad en el controlador

y que ademds satisfaga las siguientes condiciones para una condicién inicial conocida #(0)
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dicha condicién inicial se puede proponer. Entonces se tiene:

V(x(t)) = (1) Pi(t) < 2(0)T P#(0) < 1 (5.24)

Debido a que la matriz K y P se calculan, las desigualdad (5.23) y (5.24) pueden combinarse,
por lo tanto,
F()TK P Ka(t) < ()T Pi(t) < #(0)TP#(0) < 1 (5.25)

que es equivalente a:

#()T (P - KT p ?K) #(t) > 0 (5.26)
1

— #(0)TP#(0) > 0

Aplicando el complemento de Schur (Definicion 5.1) a las LMI's de la Ecuacion (5.26) se

tienen las siguientes desigualdades equivalentes:

P KT

>0 5.27
K 2 (5.27)

>0 (5.28)

Como estas LMI’s se van a revolver junto con la LMI (5.21), es necesario que estas desigual-

dades se expresen en términos de las variables: Sy R mostradas en la Ecuacion (5.16). Por
-1

0
lo tanto, se pre-multiplica y pos-multiplica por Ik Obteniendo,

Pfl PflKT

>0 5.29
KpP-1! ,u2 ( )

Haciendo el cambio de variable para las LMI's (5.29) y (5.28) quedan expresadas como:

>0 (5.30)

>0 (5.31)

Estas LMI'’s se deben de cumplir para garantizar ||u(t)|| < p.
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5.5. Validacion del controlador basado en el observador

En esta seccion se presenta la validacion del controlador por retroalimentacion de estados
con accion integral con ganancias globales basado en el observador proporcional integral de-

sarrollado en el Capitulo 4.

welt) = Ref oo inll) an(t)
A

Sistema

no lineal

) Saturador
Observador >
21 (f) Proporcional =

G 2(t) = x(t) :—/_J

Figura 5.2: Diagrama a bloques de la simulaciéon del controlador por retroalimentacion de
estados con accion integral basado en el PIO.

vyY
>

A

D>

—~ =
~ o+
= =

- J

La simulacion se desarrollé en Simulink, con un paso de integracién de 0.001 s se considerd
un tiempo de simulacién de 400 s. Las condiciones iniciales consideradas en el sistema no
lineal son x(t) = [910 0 rad/s}T, en el PIO son Z(t) = {Oo 0 rad/s}T. En la Figura 5.2 se
muestra la estructura de la simulaciéon con la cual se validara el funcionamiento del contro-

lador basado en el observador.

En la Seccién 3.3 se validé la representacion del rehabilitador de rodilla por modelos Takagi-
Sugeno, gracias a este se pudo disenar el observador proporcional integral. Ahora bien, para
poder disenar el controlador es necesario ajustar los maximos y minimos de operacion de la
variable premisa z1(t) esto con la finalidad de darle un rango de operacién al rehabilitador

de 8° a 150° es por ello que se requiere volver a calcular las ganancias del PIO.

Los méximos y minimos de la variable premisa, Ecuaciéon (3.19) quedan definidos de la
siguiente forma:
21(t) € [~0,346605 7,446915] (5.32)

Por lo tanto, considerando los parametros de la Tabla 3.1 las matrices A; y B de los sistemas

locales son los siguientes:

) 1 0
A = . B=
—8,0957 —1,7007 2.8345

0 1
Ay =
173,9387 —1,7007}

(5.33)
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Al volver a calcular las ganancias del PIO (Ecuacién (4.41)) por medio de Yalmip con una
region LMI del tipo vertical con un 6 = 100 la cual es la constante a partir del cual Yalmip

buscara darle solucién a la LMI mostrada en la Ecuacién (4.41). Se obtuvieron las siguientes

ganancias:
34271 x 106 —1,1408 x 1077 0 ]
X = |—1,1408 x 10°7  3,4271 x 10° 0 :
0 0 3,4271 x 106

~100.5 —41.21073]
N1 _ N2 _ ) )
4121073 —100,5

0.5 —8213.2707]
Hl = H2 - ’ 7F1 = 7 5
0 ~8239,103 |
—8213.2707 0 | 5.34
B, : - | (5.34)
—8057,0686 2,8345 |
42,2107 — 41,2107 0
Q == 7T = M
98,7993 ~98,7993 1

~100.5 ~100.5 |

Kl = ’ 7K2 = ’ ’
49,30643 —132,7279

v [4L7107 0 41,7107
98,7992 0 —98,7994

Resolviendo las LMI’s, obtenidas del diseno del controlador por retroalimentacion de estados
con accién integral basado en el observador proporcional integral y con la aplicacion de la
restriccion de entrada, en la ley de control. Se procede a programar las siguientes LMI’s en
MATLAB 2020b y resolverlas con la herramienta Yalmip.

SAT + A;S — BR— RTB" + 205 <0 (5.35)
S RT
>0 (5.36)
R u?
1 #0)7
HOT 5 (5.37)
#0) S

Con las siguientes condiciones: Tomando la LMI (5.35) con una regién LMI vertical o = 8,
en la restriccion de entrada LMI (5.36) un g = 600 y en la LMI (5.37) una condicién inicial

T
£(0) = [91o 0 O} . Una vez calculadas las LMI’s se obtuvieron las siguientes ganancias

para el controlador:
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G =[280,9100 14,1228|

L = [1,6976 x 10°] (538)

Para la validacién del controlador en el seguimiento de trayectoria basado en el PIO, se
fij6 una rutina de rehabilitacién (Referencia) que corresponde a una rutina de rehabilitaciéon
post-operatoria de la reconstruccién del ligamento cruzado anterior (Brent Brotzman and
Manske, 2012) que comprende un movimiento de 6(t) € [91°, 150°]. En la Figura 5.3 se

muestra la sefial de referencia que corresponde a la rutina de rehabilitacion.

150 Refer‘encia —y.(t) = Ref

140 -

[

w

o
T

100 -

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (s)

90

Figura 5.3: Senal de referencia y.(t) para el seguimiento de trayectoria.

5.5.1. Simulacién 1 del controlador ante un escenario ideal

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacién es mostrar que la ley de control
construida a partir de los estados estimados del observador proporcional integral y de la
restriccion de entrada aplicado, permite el correcto seguimiento de trayectoria de la rutina

de rehabilitacién asignado al sistema.

En la Figura 5.4 se puede observar en lineas negras la referencia y en azul el comportamiento
de la variable de posicién angular, una vez controlada. Como se puede apreciar existe el
seguimiento de trayectoria, ya que el controlador llega a la referencia establecida. Teniendo

un transitorio de ¢ < 0,3 s para que el controlador converja a la referencia.
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sz _yc(t) = Ref

150 \ \ Fosieidn \ \ - e(t)
2100 L_/\/\/\/\/\_/
E l
g
S 50 7

0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zoom en posicion
I I

% 140 - :
T 120 7
D

100 L 1 1 1 ’ 1 1 1 i

100 120 140 160 180 200 220
Tiempo (s)

Figura 5.4: Respuesta del controlador ante el seguimiento de trayectoria en la variable de
posicion.

En la Figura 5.5 se muestra el comportamiento de la velocidad angular ante el seguimiento

de trayectoria del rehabilitador de rodilla.

Velocidad —0(t)
0.04 \
0.02 |
w
< 0 i
3
~
-0.02 |
-0.04 : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350 400
0.04 éé‘&im | Zoom en Vf:locidad

0.02 _’ |
0
-0.02 - i((l();ii);d? ,_

_0-04 1 1 1 1 1 1 1
100 120 140 160 180 200 220

Tiempo (s)

rad/s

Figura 5.5: Respuesta del controlador ante la variable de velocidad.
En la Figura 5.6 se puede apreciar con mayor detalle el seguimiento de trayectoria del con-
trolador, como tal, existe un error de 0,3533° entre la referencia y la variable controlada para
fines fisicos este error es despreciable, pero una vez evaluado con los indices de desempeno
mostrados en la Tabla 5.1 los indices ITAE y ITSE los cuales evaltian la integral el error
por el tiempo, es claro que estos nos entregaran valores grandes, ya que el error de 0,3533°

persiste en la rutina de rehabilitacién y como se mencion6 al principio esta es una simulacion

de 400 s.
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. —1.(t) = Ref
100 Pos1F10n | | - 0(t)
. X 17.26 -
S
§ 95 —=
90 1 1 1 1 1
14 15 16 17 18 19 20
0.5 | Error en ‘posici(’)n —c(t)
X 17.26
8 Y 0.3533
S o—t .
~
>
0.5 I I I I I
14 15 16 17 18 19

Tiempo (s)

Figura 5.6: Error en seguimiento de trayectoria.

Tabla 5.1: Indices de desempeno en el seguimiento de trayectoria del controlador

ISE ITSE IAE ITAE
O(t) 1105 7431 122.2 21453.70

En la Figura 5.7 se muestra el comportamiento de la ley de control disefiada para el segui-
miento de trayectoria para la rutina de rehabilitacion del robot rehabilitador de rodilla. La
ley de control tiene un sobre tiro maximo de 392,2438 Nm en un transitorio ¢t < 0,362 s. En

estado estacionario se mantiene en un rango de [0,1438 7,132] Nm.

10 | | | Ley de‘control | | | —(t)
ZE ) _/\—/\—/\—/\—/\_/
O -
_5 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Zoom ley de control
I

1 X 120
Y 7.132

X 87.15
Y 0.1438

100 120 140 160 180 200 220
Tiempo (s)

Figura 5.7: Comportamiento de la ley de control.
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5.5.2. Simulacién 2 del controlador ante un escenario con pertur-
bacién

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacién es mostrar el comportamiento de

la ley de control construida a partir de los estados estimados del observador proporcional

integral y observar el comportamiento del controlador en el seguimiento de trayectoria una

vez sometido el sistema a una perturbacion.

Escenario de perturbacion: Se considerd una descompensacion en el motor del rehabilitador
del 14 % sobre el par méximo en estado estable de la ley de control mostrado en la Figura 5.7.
La senal que describe a la perturbacién se muestra en la Figura 5.8 es una senal cuadrada
de amplitud 1 Nm.

15 Pe‘rturbaci‘(’)n j(t)‘
11 e e e - — -
S 05+ -
0 L) UL L U U L U U UL
05 I I ! ! ! ! L L I

|
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Tiempo (s)

Figura 5.8: Senal de perturbacion w(t).

Como se observa en la Figura 5.9 la perturbacién en el sistema provoca un comportamiento
no deseado en el seguimiento de trayectoria del controlador generando una variacion de mo-
vimiento de 1,6° el cual repercute en la rehabilitacion del paciente. Esta misma perturbacion

se refleja en la velocidad angular del sistema como se muestra en la Figura 5.10.
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—1.(t) = Ref

Posiciéon —0(1)
3
3
S
=~
(=)
1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zoom en posicion
92 - T T L
X 6.935 1
L Y 91.56 ’
o - ’- - - - -
3 91.5 }/ i l’ ) i. "r ! "
N ' R (A ]
S, 91 , A ¢ 3 3 y _
I
905 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 5.9: Respuesta del controlador ante el seguimiento de trayectoria con el sistema so-

metido a una perturbacion.

Velocidad —0(t)
0.1F ‘ ]
0.05f |
o
5 0 :
g
-0.05| i
0.1 B
I I |
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zoom en velocidad
0.1 X 7.066 T T T
Y 0.0684
0.05F
2
EI |
-0.05F
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Figura 5.10: Respuesta del controlador ante la variable de velocidad con perturbacion.

5.6.

Conclusiones del capitulo

En este capitulo se present6 el diseno de un controlador por retroalimentacién de estados con

accion integral. Este tipo de controlador posee un integrador. El cual garantiza un error nu-

lo en el seguimiento de referencias constantes. Con esto se cierra el lazo de control del sistema.

El analisis de estabilidad del controlador se desarrollé por medio de Lyapunov. El controlador

diseiado posee una regién LMI del tipo vertical, asi como una restriccién en la entrada (Ley
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de control) con la finalidad de que este proporcionard una ley de control satisfactoria. Ya
que, de acuerdo a las pruebas desarrolladas, sin la restriccion de entrada, el controlador llega
a tener un sobretiro mayor al que actualmente posee el controlador ademas de mantenerse
oscilando. Por lo cual la ley de control no poseia una respuesta satisfactoria en el seguimiento

de trayectoria de la rutina de rehabilitacion.

Las ganancias del controlador obtenidas con la region LMI y la restriccion de entrada mos-
traron un margen de error despreciable en el seguimiento de trayectoria. Por lo tanto, el
controlador tiene un seguimiento de referencia aceptable en la rutina de rehabilitacion esta-
blecida. Finalmente, se procedi6 a realizar la simulaciéon del sistema controlado sometido a
una perturbacion con la finalidad de observar el comportamiento del controlador y como se

mostro este no es capaz de atenuar la perturbacion en el sistema.
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Capitulo 6

Diseno del controlador robusto

6.1. Objetivo del diseno del controlador robusto y des-

cripciéon del escenario del sistema

En el Capitulo 5 se desarrolld un esquema de control para el seguimiento de trayectoria,
por medio del disefio de un controlador por retroalimentaciéon de estados con accién integral
basado en un observador proporcional integral de orden completo, igualmente se justifico el
porqué del diseno independiente del observador y del controlador esto debido al principio
de separacion. Ahora bien, rigiéndose bajo ese mismo principio se procede a desarrollar el

controlador robusto.

Como se observo en la Seccién 5.5.2 el esquema de control disenado, no atenia el efecto de
la perturbacion en el seguimiento de trayectoria del controlador, generando una variacion de

1,6° asi como picos bruscos de movimiento.

Por lo tanto, al controlador antes disefiado se le aplicara el control H., con el objetivo de
reducir comportamiento no deseado en el seguimiento de trayectoria del rehabilitador de
rodilla ante la presencia de una perturbaciéon. La perturbacion considerada en este analisis

es la provocada por el motor del rehabilitador de rodilla.

6.2. Diseno del controlador robusto

Partiendo del sistema T-S sujeto a perturbacion:

#(t) = Z: wi(2)(Aix(t)) + Bu(t) + Ew(l)

y(t) = Cu(t)

(6.1)
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donde E € R™™ es la matriz de distribucién de perturbacién y w(t) € R™ es el vector
de perturbacién. Con la ley de control por retroalimentacion de estados con accion integral

mostrado en el capitulo anterior y asumiendo que z(t) = Z(t), se tiene:

x(t)] (6.2)

iL‘l(t)

u(t)=-[G L

donde la derivada del error del seguimiento de trayectoria esta definida por:
a(t) = ye(t) — Cx(t) (6.3)

Sustituyendo la ley de control (6.2) en el sistema T-S (6.1),

i(t) =Y @i(2)(A(t)) + B [=Gx(t) — Lay(t)] + Ew(t)
1’:1 (6.4)
i(t) = Z ¢i(2)(A; — BG)z(t) — BLxy(t) + Bw(t)

Como se puede observar al sistema T-S (Ecuacién (6.4)) en lazo cerrado, se introduce un

nuevo estado x;(t), por lo que, se reagrupan las Ecuaciones (6.3) y (6.4) obteniendo:

i(t)| & . A; — BG —BL| | x(t) E y 0
L;(t)] =20 | T Ll o[ r0 [0 69
se puede reescribir como:
i(t)| & A; 0 |B x(t) E 0
Lm] =@ || o]l 2 | [0 POT [0 69
E(t) A; \E;/ : (1) T D
(1) = 3 wi(2)(A; = BK)E(t) + Bw(t) + Dye(t) (6.7)

Ahora el problema a resolver es, calcular la matriz K, tal que la Ecuacién (6.8) en lazo cerrado

sea estable y robusto.

F(t) = Y i) (Ai — BR)E() + Bu(t) (6.8)
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6.3. Analisis de estabilidad del controlador robusto

En esta seccion se presenta el analisis de estabilidad del controlador robusto basado en Lya-

punov, con el cual por medio de la resolucion de LMI’s se obtiene la matriz K.

Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov,
V((t) = #(t)TQx(t) > 0 (6.9)
donde @ = QT > 0. Derivando (6.9) se obtiene:
V(i) = 2)TQi(t) + ()T Qi(t) < 0 (6.10)
Sustituyendo (6.8) en (6.10), se obtiene la siguiente desigualdad:

= [(Ai = BR)#(t) + Buw(t)] Qi(t) + #(t)"Q (A — BK)#(t) + Bw(t)] <0
=x(t)T [ATQ KTBTQ + QA; — QBK| #(t) + w(t) B Qi(t) + #(t)" QEw(t) < 0
(6.11)

6.3.1. Diseno del control H

Aplicando el control H,, mostrado en la Seccién 2.6.2 se define la funcién objetivo Z(t) la

cual es:

Z(t) = Cx(t) (6.12)
donde
0(t)
C = [1 0 o}, i(t) = {x(t)] = | 6(t) (6.13)
.T}l(t)

Ya que el objetivo del diseno del controlador robusto, es atenuar el efecto de las perturbacio-

nes en la variable de la posiciéon angular del rehabilitador.

Ahora bien, se busca resolver el siguiente problema de optimizacion:

Z(t
min vy :  sup =@l <, (6.14)
>0 w0 1w(t)lL,

donde v > 0 es un escalar fijo. Aplicando el lema real acotado mostrado en la Seccién 2.6.3,

para un escalar preestablecido v, se debe satisfacer el siguiente indice de desempeno aplicado
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al sistemas

J < /0 b 207 2(t) — Yw(t) w(t) + V()] dt (6.15)
La condicién suficiente para que J < 0 es
F)T2(t) — Ywt)Tw(t) + V(&) <0, Vte|0,00] (6.16)
Sustituyendo la funcién objetivo (6.12) en (6.16) se obtiene:
(CE())" (CE()) — 7w () w(t) + V(E() <0 (6.17)
Sustituyendo la Ecuacién (6.11) en (6.17) se obtiene:

F(t)TCTCE(t) — v w(t) w(t) + #()" [ATQ - K'B"Q+ QA; — QBK| i(t)

) 5 (6.18)
+w(t) ' ETQi(t) + #(t)T QFEw(t) < 0

Se anade una regién LMI del tipo vertical (Definicién (4.3)) a la desigualdad mostrada en la
Ecuacién (6.18), con la finalidad de que el controlador robusto respete la regiéon de operacién
del rehabilitador, obteniendo

#(t)7CTCi(t) — Yw(t) w(t) + £(t)" [AT Q - K"B"Q+ QA; — QBK + 20:Q #(t)

. . (6.19)
+w(t)TETQi(t) + #(t)T QEw(t) < 0
Expresado de forma matricial se tiene
F)T| |ATQ —KTBTQ + QA; — QBK + 20Q +CTC  QE | |#(t) <0 (620
w(t)T ETQ = |w(t) '
Por definicién, la dltima desigualdad se satisface si y solo si
ATQ —K"BT A; — OBK +2 c’'c QF
e O+ Q4 — QBK 4200+ °E1 o (6.21)
ETQ —~2T
dado que las matrices K y Q se desconocen, la desigualdad (6.21) posee términos bilineales.
Es por ello que la desigualdad se pre-multiplica y pos-multiplica por Q() /
o1 0| [ATQ-K'BTO+ Q4;, — OBK +20Q +C’C QF | [0! 0] <0 (622)
0 I ETQ Il | 0 '
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Obteniendo,

QAT — O 'KTBT + 4,0 ' — BKO ' + 200 + Q"'¢TcQ! E

<0 6.23
o e (6.23)

Entonces, se puede hacer el siguiente cambio de variable. Para expresar la Ecuacién (6.23)
como una LMI:
X=0" M =KX (6.24)

Por lo tanto,

XAT — MTBT + A, X — BM 4+ 20X + XC'CX E

. <0 6.25
. o (6.25)

Dado que todavia existe una bilinealidad generada por XCTCX, que no fue resuelta por la

pre-multiplicacién y pos-multiplicacién anterior. La LMI (6.25) se puede descomponer como:

XAT - MTBT + A,X — BM + 20X E

ET —21 0

_ {XCT] [_1} [CX 0} <0 (6.26)

de tal forma que, aplicando el complemento de Schur dado en la Definicién 5.1 se obtiene.

XAT — MTBT + A,X — BM +29x E  XCT
ET —27 0 | <0 (6.27)
CX 0 I

Asi resolviendo la desigualdad (6.27), se obtienen las matrices X y M las cuales nos permiten

calcular la ganancia K del controlador robusto, la cual estd dado por:
K=Mx"! (6.28)

donde,
G L] =Mmx! (6.29)

despejando las matrices G y L, tenemos:

G- |1

:O (6.30)
L=Mmx""!

_Ip]

78



6.4. Validacion del controlador robusto con rechazo a

perturbaciones

En esta seccion se presenta la validacion del controlador robusto por retroalimentacion de
estados con accion integral basado en el observador proporcional integral desarrollado en el
Capitulo 4.

Sistema y(t)‘x’uﬁw N’
no lineal g=m '4 )
»0(t)
Y Sawado X
> Observador 0(t) Robusto
k1 (T) Proporcional

»|  Integral ? Fé(t) Robusto
—
7Y .%(t) = .E(t) <—
o™ <—J

Figura 6.1: Diagrama a bloques de la simulaciéon del controlador por retroalimentacién de
estados con acccion integral basado en el PIO con perturbacion.

J

La simulacion se desarrolld en Simulink, con un paso de integracién de 0.001 s se considerd
un tiempo de simulacién de 400 s. Las condiciones iniciales consideradas en el sistema no
lineal son z(t) = [910 0 rad/sr, en el PIO son Z(t) = {00 0 md/sr. En la Figura 6.1 se
muestra la estructura de la simulaciéon con la cual se validara el funcionamiento del contro-

lador robusto basado en el observador proporcional integral.

Los maximos y minimos de la variable premisa son los mostrados en la Ecuacién (5.32).
Considerando los parametros de la Tabla 3.1 las matrices A;, B 'y E de los sistemas locales

del modelo Takagi-Sugeno son las siguientes:

) 1 0

A = . B=
~8,0957 —1,7007 2.8345
: (6.31)

] 0 1 oo
1739387 —1,7007] 2,8345

Las ganancias con la cual trabaja el observador proporcional integral son las mostradas en la
Ecuacion (5.34). Para el disefio del controlador robusto basado en el observador proporcional

integral se debe programar la siguiente LMI que corresponde a la Ecuacién (6.27).

XAT - MTBT + A,Xx — BM +20X E  xCT
ET —2I 0 | <0 (6.32)
CcX 0 I
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Esta LMI se programa, con una regién LMI vertical ¢) = 8 y con la constante de atenuacion
v = 0,8. Una vez programada con los valores antes mencionados en la herramienta Yalmip,

se obtuvieron las siguientes ganancias para el controlador robusto:

G = [5,1032 x 10° 25,9632]
(6.33)
L = [4,8076 x 10']

En la Figura 6.2 se muestra la senial de referencia que corresponde a la rutina de rehabilita-

cién post-operatoria de la reconstruccion del ligamento cruzado anterior.

150 Refer‘encia | —y.(t) = Ref

140 1

130 - ]

grados
—
no
o
T
|

100

90 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tiempo (s)

Figura 6.2: Senal de referencia y.(t) que describe una rutina de rehabilitacién.

La senal que describe a la perturbacién se muestra en la Figura 6.3 es una senal cuadrada
de amplitud 1 Nm.

15 Perturbacion —w(t)
. T T

0.5

Nm

_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Tiempo (s)

Figura 6.3: Senal de perturbacién w(t).
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6.4.1. Simulacién 1 del controlador robusto ante un escenario con

perturbacion

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacion, es mostrar el comportamiento de la
ley de control robusta ante un escenario con perturbacién. Construida a partir de los estados
estimados del observador proporcional integral. Ademéas de mostrar que esta ley de control,
permite limitar los comportamientos no deseados en el seguimiento de trayectoria de la ru-
tina de rehabilitacion y comparar ésta con el esquema de control disenado en el Capitulo 5

sometiéndolo al mismo escenario de perturbacién.

Escenario de perturbacion: Se considerd una descompensacion en el motor del rehabilitador
del 14 % sobre el par maximo en estado estable de la ley de control mostrado en la Figura 5.7.
La senal que describe a la perturbacién se muestra en la Figura 6.3 es una senial cuadrada
de amplitud 1 Nm.

En la Figura 6.4 se muestra en lineas azules la referencia y en negro el comportamiento
de la variable de posiciéon angular, con el controlador disenado en el Capitulo 5. En lineas
discontinuas rojas se presenta el comportamiento del controlador robusto, como se puede
apreciar existe el seguimiento de trayectoria de este controlador, asi como la limitacién del
comportamiento no deseado en el seguimiento de trayectoria. Esto se puede observar a mayor
detalle comparando el controlador sin robustez. Como se puede notar el controlador robusto

atenua los picos que se generan con el controlador sin robustez.

. —.(t) = Ref
Posicién m—()(t) Controlada
150 ‘ ‘ ‘ ‘ ===()(t) Control Robusto
3 100 [
]
g
S 50 b
0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zoom en posicién
92 I I I
1 X 6.617
s 91501 s
is \
g \
S 91 i
905 | 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo (s)

Figura 6.4: Respuesta del controlador robusto ante el seguimiento de trayectoria en la variable
de posiciéon angular sometido a una perturbacion.
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En la Tabla 6.1 se muestran los indices de desempeno del controlador disenado en el Capitulo 5
comparandolo con el controlador robusto. Como se puede apreciar el controlador robusto tiene
un mejor desempeno en el seguimiento de trayectoria de robot rehabilitador ante la presencia
de perturbacién. Ya que en los indices ISE, TAE y ITAE muestran mejores resultados en el
analisis del error ante el escenario de perturbacion. Se observan valores altos debido a que el

andlisis del error se hace en una simulacion de 400 s.

Tabla 6.1: Indices de desempeno en el seguimiento de trayectoria del controlador y del con-
trolador robusto ante un escenario con perturbacion

ISE ITSE [AE ITAE

0(t) Controlada 1129.25 2417.74  146.59  26595.12
6(t) Control Robusto 455.60 7766.62 109.02 20535.54

Al seguir generandose el error en el seguimiento de trayectoria en el estado estacionario del
sistema, debido a la perturbacién. El indice de desempenio ITSE es mas elevado, ya que este

penaliza fuertemente los errores en estado estable.

En la Figura 6.5 en linea discontinua azul se muestra el comportamiento de la ley de control
robusta. Esta presenta un sobretiro maximo de 5388 Nm en unt < 0,2 s en estado estacionario

se mantiene en un rango de [—11,29 26,69] Nm.

e 4 ()
=== (t) Robusta

Ley de control
I

20, i ' 1

50 100 150 200 250 300 350 400

Zoom ley de control
I I

Figura 6.5: Comportamiento de la ley de control robusta ante un escenario con perturbacion.
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6.4.2. Simulacion 2 del controlador robusto ante un escenario con

perturbacién e incertidumbre paramétrica

Objetivo de la simulacion: El objetivo de esta simulacién, es mostrar el comportamiento de
la ley de control robusta ante un escenario con perturbacion e incertidumbre paramétrica.

Construida a partir de los estados estimados del observador proporcional integral.

Escenario de perturbacion e incertidumbre paramétrica: Se considera una descompensacion
en el motor del rehabilitador del 14 % sobre el par nominal obtenido del esquema de control
disenado en el Capitulo 5. La incertidumbre paramétrica a considerar es sobre el parametro

del coeficiente de fricciéon b donde presenta una variacion del 10 %

En la Figura 6.6 se muestra en lineas discontinuas rojas el comportamiento del controlador
robusto, como se puede apreciar existe el seguimiento de trayectoria pese a la perturbaciéon e
incertidumbre paramétrica. El controlador robusto incluso con la incertidumbre paramétrica
nos muestra la misma dindmica en la variable de posicién angular que la obtenida en el esce-

nario con solo perturbacién. Lo que nos indica que el controlador robusto tiene un desempeno

aceptable.
Ly —y.(t) = Ref
150 Posicion = 0(t) Controlada
===0(t) Control Robusto

3 100k

hS

g

> 50 n

0 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zoom en posicion
2 \ X 6.929 \
i Y 91.55

N /o

Q )
T 9= 1

S

90.5 |
90 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo (s)

Figura 6.6: Respuesta del controlador robusto ante el seguimiento de trayectoria en la variable
de posiciéon angular sometido a una perturbacién e incertidumbre paramétrica.

Esto se logra apreciar mejor analizando los indices de desempeno mostrados en la Tabla 6.2
como se observa el controlador disenado en el Capitulo 5 no logra minimizar el error que
existe entre la referencia y la variable de posicién mostrada en lineas negras en la Figura 6.6

ante un escenario con perturbaciéon e incertidumbre paramétrica .
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Tabla 6.2: Indices de desempeno en el seguimiento de trayectoria del controlador y del con-
trolador robusto ante un escenario con perturbacion e incertidumbre paramétrica

ISE ITSE [IAE ITAE

0(t) Controlada 1129.25 12417.89 146.59  26595.27
0(t) Control Robusto 455.60 7766.73 109.02 20535.72

Como se aprecia en los indices de desempeno ISE e TAE el controlador robusto presenta un
mejor desempeno en el estado transitorio aun estando el sistema sometido a una perturba-
cién e incertidumbre paramétrica. De igual forma, los indices ITSE e ITAE muestran una

respuesta favorable en el seguimiento de trayectoria de la referencia en estado estable.

En la Figura 6.7 en linea discontinua azul se muestra el comportamiento de la ley de control
robusta. Esta ley de control con el escenario expuesto en esta seccién posee el mismo com-

portamiento de la ley de control robusta sometido a solo la perturbacion del sistema.

Si bien, la ley de control robusta demanda un par aplicado por el motor mayor, ésta elimina
los picos de movimientos bruscos presentes en el controlador sin robustez en el seguimiento
de trayectoria del rehabilitador. Ademas, que el controlador robusto no se ve afectado por
la incertidumbre paramétrica presente en el coeficiente de friccion del rehabilitador y esto se

puede corroborar con la Tabla 6.2

—u(t)
Ley de control ==u(t) Robusta

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Zoom ley de control
I I

; I i !I= I L |=|I i HTTHE |:|Ii
I
il 111 {1

30 40 50 60 70 80 90
Tiempo (s)

Figura 6.7: Comportamiento de la ley de control robusta ante un escenario con perturbacion
e incertidumbre paramétrica.
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6.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presento el diseno del controlador por retroalimentacion de estados con

accion integral robusto basado en el observador proporcional integral.

El andlisis de estabilidad del controlador robusto se desarrollé por medio de Lyapunov al
que posteriormente se le aplico el control H,, donde se propuso la funcién objetivo. Dicha
funcién fue disenada de tal forma que se atenuara el efecto de la perturbacion en la varia-
ble de posicién angular que va ligada al seguimiento de trayectoria del robot rehabilitador,
para posteriormente aplicarle el lema real acotado. Con el cual se procedi6 al célculo de las

ganancias del controlador robusto.

Las ganancias del controlador robusto, obtenidas con la region LMI, fueron sometidas a dos
escenarios de simulacién. Uno con presencia de perturbacién provocada por alguna descom-
pensacién en el motor y el otro escenario fue con perturbacion e incertidumbre paramétrica
en el coeficiente de friccion viscosa del rehabilitador. El controlador robusto presenté un buen
desempeno ante ambos escenarios logrando limitar los movimientos bruscos en presencia de
perturbacion e incertidumbre paramétrica en el seguimiento de trayectoria. Esto se logra
apreciar mejor por medio de los indices de desempenos aplicados en el analisis del error del

seguimiento de trayectoria.
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Capitulo 7
Conclusiones generales

Al realizar la investigacién de los robots rehabilitadores de extremidades inferiores quedo
claro que el control y optimizacion para el uso de estos dispositivos en el area de la salud es
uno de los temas con mayor interés en los tdltimos anos. Ya que estos dispositivos apoyan a
los pacientes a ser independientes pese a sufrir de alguna discapacidad, asi como mejorar su
calidad de vida. Es por ello que el conocimiento de todas las variables involucradas en el robot
rehabilitador, asi como obtener una representaciéon matematica exacta del comportamiento
fisico del robot rehabilitador y llevar a cabo el control de estos robots, son tematicas abiertas

para su investigacion.

En este trabajo de tesis, se presenté un estudio del estado del arte para determinar una es-
trategia de control aplicada a robots rehabilitadores de miembros inferiores. De acuerdo con
la investigacion realizada, la rodilla es una de las articulaciones mas susceptible a presentar
lesiones. Por lo que el caso de estudio a tratar fue el desarrollo de una estrategia de control
aplicado a un robot rehabilitador de rodilla. Para posteriormente hacer la representacién no
lineal del robot rehabilitador de rodilla de un grado de libertad con movimiento del tipo
vertical obtenida a partir del andlisis de Euler-Lagrange. Después se presento el sistema no
lineal por modelos Takagi-Sugeno por el enfoque de sector no lineal. Este enfoque tiene como
finalidad representar el modelo no lineal del rehabilitador de una manera mas sencilla. Esto
siempre y cuando este se mantenga dentro de los limites con los que se construyé la repre-
sentacion Takagi-Sugeno. A partir de este andlisis se llevd a cabo la publicacion de un poster

para la 8 Jornada de Ciencia y Tecnologia Aplicada.

Se realiz6 la comparacion del modelo no lineal con su representacién por modelos Takagi-
Sugeno en lazo abierto. Verificando que el sistema Takagi-Sugeno desarrollado representa
fielmente la dinamica del sistema no lineal, siempre y cuando este dentro de los limites con

los que se construyé esta representacion.
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En la teoria del control existen diversos tipos de observadores, estos son clasificados de acuer-
do al orden o estructura que los constituya. En este tema de tesis se propuso emplear un
observador proporcional integral de orden completo, el cual permite minimizar el error de

estimacién en estado estacionario.

Para el observador proporcional integral se consideré que existen las condiciones necesarias
para su desarrollo. Esto tomando en cuenta que se tiene acceso a la medicion de la variable
de posicién angular del rehabilitador ademéas que el rehabilitador cumple con el criterio de
observabilidad. Este observador se utilizo para estimar la variable de velocidad angular la
cual no esta disponible para su medicién en el robot rehabilitador, posteriormente se verifico
que las condiciones de estabilidad de dicho observador se cumplan agregando una region LMI
para que el observador respete la region de operacion de las variables a estimar del rehabi-
litador. A partir del disenio de este observador se llevé a cabo la publicacién de un articulo

para el Congreso Nacional de Control Automético (CNCA).

Posteriormente, se disené el controlador por retroalimentacion de estados con accion integral
para el seguimiento de trayectoria de una rutina de rehabilitacion de rodilla. Al ser el sistema
observable y controlable se aplicé el principio de separacion al robot rehabilitador. Este prin-
cipio permite hacer el disefio del observador y controlador de forma independiente, ya que
los estados estimados del observador no influyen en la controlabilidad del sistema asi, como
en la entrada del sistema en lazo cerrado. Con este controlador se desarrollaron simulaciones
ante un escenario ideal (sin perturbaciones e incertidumbre paramétrica). El controlador por
retroalimentacion de estados con accién integral ante un escenario con perturbacion en el

motor del rehabilitador presenté movimientos bruscos.

Dado que la estrategia de control sin robustez, no fue capaz de evitar o minimizar los com-
portamientos bruscos en el seguimiento de trayectoria del rehabilitador se procedié al diseno
de un controlador por retroalimentacion de estados con accién integral robusto basado en
el control H,. De acuerdo a las simulaciones hechas, el esquema de control robusto ante
un escenario con perturbaciéon y un escenario con perturbacion e incertidumbre paramétrica.
Demostré que el controlador disenado solo permite reducir los movimientos bruscos de la

perturbacion en el seguimiento de trayectoria del robot rehabilitador.

Finalmente, se concluye que se cumplieron con todos los objetivos establecidos para este
tema de tesis. Ademads, se mostré que se puede estimar una ley de control capaz de seguir

las rutinas de rehabilitacion establecidas para el rehabilitador de rodilla.
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7.1. Trabajos futuros

Partiendo de este trabajo de investigacion realizado, se pueden derivar diversos trabajos,

algunos de estos se presentan a continuacion:

1. Investigar las posibilidades teodricas de calcular en paralelo las ganancias del observador

y del controlador.
2. El desarrollo del sistema fisico del robot rehabilitador de rodilla.

3. Agregar la dindmica que describe al motor en el modelo matematico del robot rehabili-
tador de rodilla.

4. La discretizacion del sistema, el controlador y el observador.

5. La implementacion de un controlador para la estimacion de estados no disponibles.
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Anexo A

Simulacién del comportamiento de los

modelos locales

El sistema Takagi-Sugeno que describe al robot rehabilitador es el siguiente:

Los modelos locales estan descritos como:

Alz

Ry

~Q

donde

por lo tanto,

Ay =

Ay =

Corresponde al valor minimo z; y méximo z; de la variable premisa z;(¢).

e}

~a

Y

e}

~o

B

a(t) €|

21(t) € [-0,3032 0,9452]

0

0

k
(t) = Z pi(2)(Aix(t)) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

A1

1

| —7,0819 —1,7007

1

22,0772 —1,7007
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Escenario de simulacion: La simulacién se desarrolld en Simulink, con un paso de integraciéon

de 0.001 s. se consideré un tiempo de simulacion de 10 s. Las condiciones iniciales consideradas
T

en el sistema lineal son z(t) = {910 0 rad/ s} con un saturador en la variable de posicién

angular.

A.1. Simulaciéon 1 modelos locales

En la Figura A.1 se muestra la estructura de la simulacién con la cual se analizaran los

modelos locales mostrados en la Ecuacion (A.4).

Objetivo de la simulacion: El objetivo de la simulacion es mostrar el comportamiento de cada
uno de los modelos locales, con la misma entrada y escenario de simulacion a los que fueron
sometidos el sistema no lineal y el sistema Takagi-Sugeno con la finalidad de comprobar que

un solo modelo local no es capaz de recuperar la dindmica completa del robot rehabilitador.

) Saturador

u(t) i(t) = Ajz(t) + Bu(t) —>E—>60)
y(t) = Cz(?) | E—)
£(t) = Asa(t) + Bu(t) >0
y(t) = Cx(t)  —0)

Figura A.1: Diagrama de la simulacion de los modelos locales.

En la Figura A.2 se muestra la entrada aplicada a cada modelo local la cual es la misma que

fue aplicada en la simulacion del sistema no lineal y Takagi-Sugeno (Seccién 3.3).

Entrada - (t
2 r I\ I | I—y - L I | I I ™ : | T( )
| | | I I | | | I : | |
L L
101 oy o ! (.
I 1! oy ! b 1o
Z I P (I I I
I ! gy o 1 I [
1l I |
I ! Iy g ! ! 1o
Ar I L (R I L
| oy 11
l P I !
vy ! S L by
) 1 ] I_A_ . ! | | ! LJd - . i | | I
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura A.2: Entrada implementada en la simulacién del sistema lineal en lazo abierto.
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Como se puede apreciar en las Figuras A.3 - A.4 los modelos locales A; y A, por si solos no
recuperan la dinamica del rehabilitador. Como lo hace el sistema en su forma no lineal y por

modelos Takagi-Sugeno como se muestra en la Figura A.5.

Modelo Al
Posicién —0(1)
100 \

3

T 50
S

/7 \ /\ /- \ /\ 7\ /7 \ raN
0 1 | 1 1 1 | | 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
Figura A.3: Respuesta del sistema lineal con el modelo local Aj.
Modelo A2
Posicion —0(t)
150 ‘
3
.S
3
=~
>
1 00 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 x10"7 Velocidad —0(t)
I I
w
~
=
3
=~
0 | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura A.4: Respuesta del sistema lineal con el modelo local As.

En azul se muestra el comportamiento de la variable de posicién angular, en rojo la velocidad

angular del sistema no lineal y negro el comportamiento de ambas variables, pero en la
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representacion por modelos Takagi-Sugeno.

150 PosiFién 6(t)TS

Tiempo (s)

Figura A.5: Respuesta del sistema en su representaciéon no lineal y su representacién por
modelos T-S.

A.2. Simulacion 2 analisis de un modelo local interme-
dio

Al formarse los modelos locales del sistema Takagi-Sugeno con el valor maximo y minimo de
la variable premisa z; mostrada en la Ecuacion (A.3), se plantea el siguiente anélisis, donde
se tomard el valor intermedio de la variable premisa, para posteriormente construir un nuevo

modelo local intermedio.

Teniendo la variable premisa los siguientes valores:
2 (t) € [-0,3032 0,9452] (A.5)
el valor medio es,
Zm = 0,3210 (A.6)
Por lo tanto, el modelo local intermedio queda definido de la siguiente forma

[0 1 0 1 0 0
Am: b — s B: 1 —
92, —by 74976 —1,7007 - 92,8345

1
. 0}
0 1

A7)
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Objetivo de la simulacion: El objetivo de la simulacién es demostrar y documentar que un
modelo local intermedio entre el maximo y minimo de la variable premisa z; no es capaz de

reconstruir la dindmica del robot rehabilitador de rodilla.

Como se muestra en Figura A.6 el modelo intermedio no recuperar la dindmica del robot
rehabilitador. Por lo que, se concluye que se requieren de la participacién de ambos modelos
locales A; y As con sus respectivas funciones de pertenencia, para recuperar la dindmica del

rehabilitador como se aprecia en la Figura A.5.

Modelo Intermedio

Posicion —0(t)
150 \
3
=
g
>
1 00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%108 Velocidad —0(t)
210 .
<
S
~
0 | | | | | | | " |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Figura A.6: Respuesta del sistema lineal con el modelo local en un punto intermedio.
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Anexo B

Principio de separacién

Principio de separacion aplicado a un controlador

B.l.
con retroalimentaciéon de estados y un observador

tipo Luenberger

De acuerdo con (Eissmann, 2001), dado un sistema lineal como:

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (B.1)

Observador:
La forma general de un observador lineal tipo Luenberger es:

g € R (B.2)

Z(t) = AZ(t) + Bu(t) + J(y(t) — Ci(t));

4(t)
donde g se denomina la ganancia del observador, Z(t) es el estado estimado y (t) es la salida

a partir de este.

La ecuacién del error de estimacion en el observador estd dada por:
(B.3)

2(t) = a(t) — 2(t) (B.4)



La ecuacién que define al observador (B.2), puede reescribirse como:
2(t) = (A — JC)&(t) + Bu(t) + Jy(t) (B.5)

donde se aprecia més claramente que los polos del observador son los autovalores de (A—JC'),
es decir, las soluciones de la ecuacién
E(s) =det(sl, — A+ 3dC) =0 (B.6)

Controlador:
La ley de control para un controlador por retroalimentacién de estados basado en el obser-

vador queda definida de la siguiente forma:
u(t) =r(t) — Kz(t) (B.7)

donde r(t) es una senal exdgena que corresponde a una referencia y X es la ganancia de

retroalimentacién.

De las ecuaciones (B.4), (B.1) y (B.7) podemos describir el lazo cerrado mediante las ecua-

ciones:

(t) = Az(t) + B|r 2(t)] (B.8)
= Ax(t) + B[r(t) — K(z(t) — 2(t))]
= (A— BX)z(t) + Br(t) + BXi(t)
Las ecuaciones se pueden escribir de manera conjunta como:
i(t) A—BX  BX (1) B
[ﬂw o A-uc| x| " o] " >
y(t)=[c 0] 8] (510

Esta expresion en variable de estado del sistema en lazo cerrado es la que permite demostrar
la Definicién B.1,

Definiciéon B.1. (Eissmann, 2001) Se considera el sistema definido por la Ecuacion (B.1), en
que el par (A, B) es completamente controlable y el par (A, C) es completamente observable.
Si se aplica la realimentacion definida por la Ecuacion (B.7), en que el estado se estima

mediante el observador de orden completo asociado, definido en (B.2), entonces:
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= Los polos de lazo cerrado pueden descomponerse como

Ay(s) = det(sl, — A+ BX) -det(sl, — A+ JC) (B.11)
F(s) &(s)

Es decir, son los polos que resultan de la realimentacion del estado verdadero mds los

polos que determina el observador del estado.

» El error en la estimacion del estado de la planta T(t) = x(t) — Z(t) no es controlable desde

la senial de entrada en lazo cerrado r(t).
Ya que,

= Los polos de lazo cerrado estan dados por los autovalores de la matriz triangular definida

por bloques, lo que corresponde exactamente a la Ecuacion (B.11), y

» La senal de entrada al lazo r(t) no afecta en modo alguno a Z(t), que corresponde al
error de estimacién de la planta, lo que significa que esta parte del vector de estado es no

controlable, como puede verse al comparar la Ecuacién (B.9)

En otras palabras, el observador no influye en el diseno del controlador, ya que este, esta di-

rectamente relacionado con los estados del sistema los cuales son estimados por el observador.

B.2. Principio de separacion aplicado al caso de estudio

En esta seccion se demostrara el principio de separaciéon en el controlador por retroalimenta-
cion de estados con accion integral y en el observador proporcional integral disenados en los

Capitulos 4 y 5 de esta investigacion.

Dado el sistema Takagi-Sugeno:

#(t) = ; i(2)(Asz(t)) + Bu(t)

(B.12)
y(t) = Cx(t)
El observador proporcional integral con estructura Takagi-Sugeno:
k
((t) = Z: @i(2)(NiC(t) + Hiv(t) + Fiy(t)) + Ju(t) (B.13)
o(t) = y(t) — C(t) (B.14)
2(t) = ¢(t) + Qy(t) (B.15)
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El error de estimacion se expresa como:

(B.16)
2(t) = e(t) + x(t)
El error dinamico del observador esta definido como
()] TA —YTA; o I, c o]\ [e®)
Bt S e 8 1 0 P ¥ 17
)] & T\ A; — YT A + K,C H;| [e(t) '
o(t)] ;%(z) —C 0] [v(t)]
por lo tanto,
é(t) = (ThA; — YThA;, + K;C)e(t) + Hv(t) (B.18)
0(t) = —Ce(t)

y la ley del controlador por retroalimentacion de estados con accion integral basado en el

observador. Donde se asume que Z(t)

= z(t), por lo tanto:

u(t) = -G L] :Z((?)] (B.19)
Sustituyendo la ley de control (B.19) en el sistema T-S se tiene:
k
)=Y + BI-GA(t) — Lui(t)
f: )(A; — BG)&(t) — BLa(1) (B.20)
y(t) = Ci(t)
Sustituyendo (B.16) se obtiene
k
= 2_#i(2)(4i = BG) (e(t) + (1)) — BLai(t)
_ i 1(2)(Ai — BG)e(t) + (A; — BG)x(t) — BLai(t) (B.21)

y(t) = Ce(t) + Cx(t)
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Las Ecuaciones (B.18) y (B.21) se pueden escribir de manera conjunta como:

)| A A 0| |z(t) —BL
é(t) :ngi(z) 0 A; H| |et)|+ (1) (B.22)
)] 0 —C 0] |ov®)
A; B
x(t)
yt)=[C C 0] |e(t) (B.23)
a1

Aplicando la Definicién 2.5 a la Ecuacién B.22 que describe a la matriz de controlabilidad

en sistemas T-S. Se obtiene:

rank ([B AB AB|) =n, Vi=[1, .. K
2
~BL —-ABL —A?BL (B.24)
rank 0 0 0 =1
0 0 0

Al ser el sistema (B.22) de rank = 1 no es controlable, con esto podemos concluir que se
cumple el principio de separacién dado en la Definicion B.1 para el rehabilitador de rodilla,
ya que en la Ecuacion B.22 la senal de entrada x;(t) no afecta en modo alguno a el error de
estimacién del sistema #(t) = e(t) + z(t), lo que significa que esta parte del vector de estado

es no controlable como se puede ver en la Ecuacion (B.24).
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ANTECEDENTES

La finalidad del enfoque Takagi-Sugeno (T-S) es representar fielmente la dindmica de
los sistemas no lineales, sin la perdida de informacién, esto aplicando los principios
de la teoria difusa y control difuso. Mamdami (1974), desarrollé un algoritmo difuso
para una méquina de vapor. El algoritmo desarrollado implementa un conjunto de
reglas y condicionales difusas. Un primer intento de acercar el control difuso al
control tradicional y, con ello formalizar matematicamente el disefio de
controladores lo constituyé el trabajo de Takagi y Sugeno en 1985 (Bernal, Estrada,
& Marquez, 2019).

PROBLEMATICA

Los modelos matematicos que describen a los robots rehabilitadores de rodilla
contienen términos no lineales, los cuales hacen complejo el desarrollo de
controladores para esta clase de sistemas. Uno de los enfoques que permite
simplificar la representacién de estos sistemas es el de linealizacion, la desventaja es
que permite trabajar en un solo punto de operacién, lo cual genera perdida de
informacidn en la respuesta del del sistema.

JUSTIFICACION

La representacién de la dindmica que describe a un rehabilitador de rodilla o de
cualquier sistema con el que se trabaja, es de suma importancia ya que permite
disefiar controladores con mayor precisién, obteniendo asi un mejor control de las
variables que se deseen.

La principal caracteristica de un modelo T-S es expresar la dindmica local de cada
implicacién difusa (regla) por un modelo afin o lineal, véalido localmente en una
regién correspondiente. Es por ello que el enfoque T-S hace posible reescribir un
sistema no lineal de una manera que sea més sencilla de estudiar, dividiéndolo en
unidades mas simples y manejables (Agustin, 2019). Esto tomando en cuenta las no
linealidades del sistema y considerando una serie de reglas difusas. Lo cual nos
permite tener una representacién fiel al sistema no lineal evitando asi la perdida de
informacién del sistema.

OBIETIVOS

Objetivo General
e Desarrollar la representaciéon matemdtica del modelo no lineal de un
rehabilitador de rodilla por modelos Takagi-Sugeno la validacién del sistema se
realizard a través de simulacién.
Objetivos Especificos
e Analizar la dindmica de un robot rehabilitador de rodilla y determinar su
modelado matematico.
¢ Representar el modelo matematico del rehabilitador por el método Takagi-
Sugeno por el enfoque de sector no lineal y corroborar el correcto
funcionamiento de este mediante una simulacién.

PROPUESTA DE SOLUCION

Para el estudio y solucién de esta investigacién se planted la siguiente metodologia:
e Estudio del estado del arte acerca de los rehabilitadores de rodilla y sus
modelos matemdticos, asi como la seleccién de un rehabilitador.
¢ Desarrollo de la simulacién del modelo no lineal del rehabilitador.
e Obtencién de las no linealidades, escenario de prueba, funciones de
ponderacién y las reglas difusas para la representacién del modelo Takagi-
Sugeno por el enfoque de sector no lineal.

RESULTADOS

Pierna del
paciente

Articulacién

Rehabilitador
Figura 1.- Tipo de lesiones y rehabilitador de rodilla

Figura 2.- Diagrama de cuerpo libre
del rehabilitador

El rehabilitador de rodilla considerado (Figura 1), genera movimientos de flexién -
extensién. El diagrama de cuerpo libre del rehabilitador se muestra en la Figura 2. El
modelo matemético se obtiene por medio del formulismo Euler-Lagrange.

Bibliografia

Donde la funcién de energia potencia y cinética son las siguientes:

1 .
E. = Emﬁez;

donde T es la masa (5 Kg), I es una longitud (045 m) g es la gravedad (9-81 m/s”)
y 6, 8 son la posicién (rad) y velocidad angular (rad/s). En el analisis se considera una
fuerza disipativa, por lo tanto.

mi*f + b0 — mgl cos(f) = T o))

donde b es el coeficiente de friccién (5 Nm s/rad), T es el par aplicado por el motor

E, = —mgl sen(8); ()

(21.5 Nm) y § es la aceleracién angular (rad/s®). La representacién de la Ecuacién 2 en
espacio de estado es la siguiente:

0 0 1 0 [ 0 }
|l = | geo of| AF T
0 ‘ zsa(g) —] (8 i
7 ®)
A(6) B
y=[1 0|,
~— |0
la variable premisa obtenida es la siguiente:
0
= %Z(); 0 [1.588 2.689]rad; @

de acuerdo al margen de movimiento del rehabilitador definido en la Ecuacién 4, se
tiene el siguiente intervalo de variacién de la variable premisa:

z€nl, wll; z€[-7.2912 —0.2395); ©

las funciones de ponderacién que permiten definir el rango de participacién de la
variable premisa son: =
i nl—z
M0(2) = = ;
nl—nl
las reglas difusas que indican el grado de participacién de cada uno de los modelos
locales lineales son:

nE) =1-n5 (©

©1(2) = m5; p2(2) = n1; %

La representacion del sistema en el enfoque Takagi-Sugeno es el siguiente:
n

33:2%(2)(14@‘ z)+ Bu; y=Cz (8
i=1

Donde 72 es el nimero total de reglas difusas y ¥i es la ponderacién de cada regla
difusa de cada modelo local. Las matrices A; son obtenidas al evaluar en la matriz A(6)
el valor maximo y minimo de Z mostrados en la Ecuacién 5, las matrices By C son
mostradas en la Ecuvacién 3. las reglas difusas deben de cumplir las siguientes

restricciones. n
120220 > e(a)=1 O
i=1

La simulacién del sistema no lineal y su representacién en T-S asi como la
participacién de cada modelo local se observan en las Figuras 3 y 4:

0(t) posicion

Reglas Difusas —a

0(t) velocidad

g 9 10 0 0s 1 15 2 25 3

Tiempo (s)
Figura 3.- Respuesta del sistema no lineal 5 5
8 su rgpresentacién enT-S y Figura 4.- Reglas difusas del modelo T-S

CONCLUSION

La representacién T-S obtiene un modelo idéntico al no lineal, siempre y cuando el
modelo no lineal, se encuentre en el rango de operacién con el que se formé la
representacién T-S. Los modelos T-S presentan ventajas con respecto al modelo no
lineal, debido a que ésta, considera modelos locales lineales a los que se les puede
aplicar la teoria de control existente para sistemas lineales, asi como el andlisis de
estabilidad, disefio de: observadores, controladores, esquemas de diagndstico y
esquemas de control u observacién con rechazo a perturbaciones.

Tiempo (s)

-Agustin, M. (2019). Disefio de una ley de control basada en observadores funcionales para la regulacién de glucosa utilizando el enfoque Takagi-Sugeno. [Tesis de Maestria].
-Bernal, M., Estrada, V., & Marquez, R. (2019). Disefio e implementacién de sistemas de control basados en estructuras convexas y desigualdades matriciales lineales. Pearson.
-Mamdani, E. H. (1974). Application of fuzzy algorithms for control of simple dynamic plant. In Proceedings of the institution of electrical engineers, 121(12), 1585-1588. doi:10.1049/piee.1974.0328
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Proporcional Integral Observer Design for
Takagi-Sugeno system applied to a knee
rehabilitator
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Abstract: This paper presents the proportional integral observer (PIO) design for Takagi-
Sugeno system using the nonlinear sector approach. This observer improves the state estimation
due to the integral part. Lyapunov functions are used to analize the stability of the error
dynamic of the observer. Stability conditions are obtained in terms of linear matrix inequalities
(LMIs). The effectives of the proposed approach is illustrated by a knee rehabilitator robot.

Keywords: Proportional integral observer, Takagi-Sugeno, Nonlinear sector, Knee

rehabilitator robot

1. INTRODUCCION

Por definicién, un observador se basa en el modelo de
un sistema en conjunto con sus seniales de entrada-salida
para generar una estimacién de los estados del sistema, los
cuales, pueden emplearse para fines de control, monitoreo,
deteccién de fallas, etc. Ogata (2003).

El uso de los observadores en el diseno de sistemas de
control, es una herramienta til, ya que muchas veces no
se cuenta con la medicién de todas las variables de estado
para fines de control, para lo cual es necesario estimar el
resto de variables (Guadarrama-Estrada et al., 2020).

Existen diferentes estructuras aplicables a los obser-
vadores, en este articulo se trabajard en un observador
proporcional integral (PIO). Este tipo de observador se ha
reportado para diversas aplicaciones, en Do et al. (2020)
los autores proponen el disefio PIO con control robusto
por retroalimentacién de estado para un sistema lineal
de pardmetros variantes (LPV). En Youssef et al. (2014)
se plantea el diseno de PIO de entradas desconocidas
para modelos Takagi-Sugeno sujetos a variables premisas
no medibles. Zhao et al. (2020) propone una estructura
nueva para el disefio de un PIO para una clase de redes
neuronales recurrentes (RNN) en tiempo discreto.

Los modelos matematicos que describen a un sistema,
tienen diferentes representaciones. Entre esas representa-
ciones se encuentra la forma Takagi-Sugeno la cual se
basa en reglas difusas IF-THEN, estas reglas represen-
tan relaciones locales lineales de entrada y salida de un
sistema no lineal. La principal caracteristica de los mod-
elos Takagi-Sugeno es expresar la dinamica local de cada

implicacién difusa (regla) por un modelo afin o lineal,
valido localmente en una regién correspondiente. El mod-
elo difuso global se consigue mediante una combinacién de
los modelos locales lineales. De acuerdo con Bernal et al.
(2019) un primer intento de acercar el control difuso al
control tradicional y con ello formalizar matematicamente
el diseno de controladores lo constituyd el trabajo de
Takagi y Sugeno en 1985.

El enfoque Takagi-Sugeno por sector no lineal es uno de
los enfoques mads utilizados, ya que puede obtener una
representacién exacta de un sistema no lineal dado en un
conjunto interpolado de modelos locales lineales.

El caso de estudio que compete este articulo es un robot
rehabilitador de rodilla, basado en el rehabilitador Multi-
Iso. En (Seddiki et al., 2006) se planteé este rehabilitador
mediante el uso del enfoque Takagi-Sugeno por el sector
no lineal, el cual se utilizé para control de seguimiento de
trayectoria para establecer rutinas de rehabilitacién.

La aportacién de esta investigacién, es el diseno de un
observador proporcional integral de orden completo para
la estimacién de las variables estado de un sistema, a
través del enfoque Takagi-Sugeno por el enfoque de sector
no lineal, aplicado a un robot rehabilitador de rodilla. Se
optd por el diseno de un observador del tipo proporcional
integral, debido a que este nos permite minimizar el error
de estimacién en estado estacionario. Esta estimacién
puede ser 1til para fines de control, monitoreo, deteccién
de fallas, y otros.



2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considere un sistema no lineal continuo en su repre-
sentacién Takagi—Sugeno (T-S) como:

Z%
()—Cx() (2)

donde z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el
vector de entradas, y(t) € R? es el vector de la variable
medida de salida. A; € R"*" B € R"*™ C € R?*"™ son
matrices conocidas, k es el nimero de modelos locales, ¢;
son funciones de ponderaciéon convexas que dependen de
la variable premisa z.

) + Bu(t) (1)

De acuerdo con Lendek et al. (2011), la suma convexa
de las funciones de ponderacién debe cumplir con las
siguientes propiedades.

12> pi(z) > 0;

Suposicién 1. Considere que la siguiente condicién de
observabilidad se cumple para cada uno de los k£ modelos
locales.

cArt
El Observador Proporcional Integral (PIO) aplicado al
sistema T-S (2) estd dado por
k
= 3 NG + Hur) + F() + Juld)
y( — Ci(t) (6)
(t) = ((t) + Qy(t) (7)

donde ((t) € R™ representa el vector del observador,
v(t) € R? es un vector auxiliar y #(t) € R” es la esti-
macién de x(t). Las matrices N;, H;, F;, J y @ son matri-
ces desconocidas de dimensiones apropiadas que son de-
terminadas de forma tal que Z(t) converja asintéticamente
a z(t). En la Fig. 1 se muestra el diagrama a bloques de
la conexién entre el sistema y el PIO.

t) +

Se define la funcién del error de estimacién como:
e(t) = &(t) — z(t)
= ((t) — (In — QC)x(t) (8)
donde (I,, — QC) se define como una matriz 7' € R**" de

modo que la dindmica del error de estimacién puede ser
expresada como:

e(t) = C(t)

derivando la expresién anterior se obtiene la dindmica del
error de estimaciéon

—Txz(t) (9)

Sistema
NL

Vector de
estado
del
observador

Vector
Auxiliar

Estados
Estimados

Fig. 1. Diagrama a bloques de la conexién entre el sistema
y el observador

Z%

t) + Hyo(t) + (N, T + F,C— (10)

TA)x(t) + (J — TB)u(t)

usando la definicién de e(t) reescribimos (6)

o(t) = —Ce(t) (11)

Suponiendo que se cumplen las siguientes condiciones
a) T+QC=1,
b) NT+ F,C—-TA; =0
c) J=TB

Entonces, la dindmica del error de estimacion, formada
por (10) y (11), puede reescribirse como:

] =S [ ] ]

Si la matriz A; es estable, entonces lim;_,, e(t) = 0, por
lo tanto, &(t) = x(t) en un tiempo finito.

3. DISENO DEL OBSERVADOR
3.1 Parametrizacion del observador

En esta secciéon se presenta la parametrizacién de las
matrices del observador proporcional integral utilizando
las condiciones algebraicas a)-c).



Considere la matriz de la forma ¥ = {%] tal que la

condicién a) puede escribirse como:

T QX=1, (13)
la solucién general de (13) estd dada por
[T Q=% —Y (Inyp — EE7) (14)
donde la matriz T'y @ se definen como:
I, I
T=z+[0}—y(ln+p—zz+)[o} (15)
T1 T2
0=t v, -t (16)
Ip n+p [p
——
Q1 Q2

La matriz Y es una matriz arbitraria de dimensiones
apropiadas y ¥ es la matriz inversa generalizada de .

Tomando la condicién b) y considerando la definicién de
T y @ mostrada en (15) y (16) se tiene que:

Ni = ch + TlAz - YVTQAz (17)
donde K; = N;Q — F; despejando F;, se obtiene:
F; = N;Q - K; (18)

Reemplazando la ecuacién (17) en el error dindmico del
observador (12) se puede reescribir como:

k
B(t) = Z 0i(2) (A1 + Y;A0)5(t) (19)
i=1

donde Ali = [TlAi:gTQAi 8] ,Yi = Q[Kz Hi], y AQ =
[%’ 1(; ]7 tal que Q = [Ig] . El problema para el diseno del

PIO se reduce a determinar la matriz Y y los parametros
de la matriz Y;, tal que (19) sea estable.

3.2 Andlisis de estabilidad del observador

En esta seccién se presenta el andlisis de estabilidad del
PIO basado en Lyapunov, con el cual a través de la
resolucién de desigualdades matriciales lineales (LMI) se
obtendran las matrices Y, Y;.

Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov

V(B(t) = B(t)" PB(t) > 0

X; 0
0 Xy

(20)

donde P = [
X, € RI%4,

]>OyX1:X{‘FconX1€R"X”y

derivando (20) se obtiene:
V(B(1)) = )T PB(t) + B(t)T PB(t) <0
Sustituyendo (19) en (21):

(21)

V(B(t) = B [(Ari + YiA) P+ P(Ay+

la desigualdad V(3(t)) < 0 es vélido para toda S(t) # 0,
si y sélo si

ALTP 4+ ATY, TP + PAy; + PY;Ay <0 (23)
Las matrices desconocidas en (23) son: P y Y;, por lo
que existe una bilinealidad, es por ello que se agrupan en
W, = PY,, entonces

ArTP + ATW,T 4 PAy + WAy <0 (24)
Recordemos que, dentro de la matriz A,; se desconoce la
matriz Y, por lo que el producto de

X1ThA; — X1 YTh A; o]

—X,C 0 (25)

PAy; = [

dentro de esta matriz existe una bilinealidad generada
por, Y y X por lo que se reagrupan en D = X1 Y.

Por lo tanto, la desigualdad (24) queda expresada de la
siguiente forma:

TT T _ ATTTNHT _ AT
[Ai Xy 0 ATy D CO X2] +ATWT+
X1ThA; — DTIA; 0 (26)
11145 — 24;
|: —X,C 0] + W;As <0
Para el calculo de las matrices desconocidas se tiene:
Y =X;'D (27)
Y; = P~lw, (28)

Despejando de Y; = Q[k; H:] las matrices K; y H; se
obtiene:

[K; H;] = Q1Y (29)
Con base en el analisis hecho, la determinaciéon de las
matrices N; y F; son obtenidas de la solucién de (17)
y (18). La matriz H; y K; estdn deducidas en (29), las
matrices T'y @ se obtienen de la solucién de (15) y (16).
La matriz Y estd definida en (27) y finalmente J estd
deducida en la consideracién c).

4. CASO DE ESTUDIO
4.1 Modelo dindmico de un rehabilitador de rodilla

En la literatura existen diversos rehabilitadores de rodilla,
como lo son el rehabilitador Sys-Rééduc, iLeg, Physiother-
abot (Seddiki et al. (2007), Hu et al. (2012), Akdogan
and Adli (2011)) entre otros. El rehabilitador con el que
se trabaja es el rehabilitador Multi-Iso. De acuerdo con
(Moughamir et al., 2002) este rehabilitador apoya a pa-
cientes que sufren traumatismo articular y/o muscular.
Genera movimientos de flexién - extensién en la rodilla
y posee un solo grado de libertad (DOF) el diagrama de
cuerpo libre se muestra en Fig. 2.
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Fig. 2. Diagrama de cuerpo libre del rehabilitador de
rodilla

En la Fig. 2 se puede observar que el rehabilitador genera
un movimiento del tipo vertical en el eje Y hacia Z. 0(t)
es el margen de movimiento del rehabilitador [0° 150°] el
cambio de posicién se debe al par 7(t) aplicado por motor.
En el anélisis de distribucion de energia, se considera que
la energia potencial es nula en el eje Y ya solo se genera
movimiento vertical.

El modelo dindamico de este rehabilitador se basé en
una méaquina de ejercicio isocinético (Pruski and Knops,
2005). El modelo estd descrito por la siguiente ecuacién:

(30)

mi?0(t) + b(t) — mgl cos(8(t)) = 7(t)

Los valores de los pardametros aplicados en el sistema se
muestran en Tabla 1 (Shen et al., 2020).

Tabla 1. Parametros numeéricos del modelo
dinamico del rehabilitador.

Parametro Nombre Valor
m Masa 5 Kg
l Longitud 0.45 m
g Gravedad 9.81 m/s?
b Coeficiente de friccién viscosa 5 Nm s/rad
T Par aplicado por el motor 21.5 Nm

4.2 Formulacion de Takagi-Sugeno por el enfoque de
sector no lineal

Una de las principales caracteristicas del enfoque de sector
no lineal, es que puede representar fielmente un modelo
no lineal por medio de un conjunto de modelos lineales,
los cuales se interpolan a través de reglas difusas ¢;(z)
Flores-Hernéndez et al. (2018). Este enfoque se describe
en el siguiente algoritmo:

(1) Se escribe la ecuacién diferencial (30) del sistema en
su representacion de espacios de estados, tenemos:

z(t) = A(z(t))z(t) + Bu(t) (31)
y(t) = Cx(t)
donde z(t) = [0(t) H.(t)}T, u(t) =7(t), y(t) = 0(t)

AGelt) = |geotoey o | = |
|

Dependiendo el sistema, algunos de los elementos de
las matrices A y B pueden depender de estados o
entradas del sistema.

(2) Se identifican los v términos no constantes del sis-
tema, estos términos pueden encontrarse en las ma-
trices A y B.

y=1 (34)
En (32) existe una no linealidad en la matriz A(x(¢))

la cual es llamada variable premisa z; donde j =
1,2,...,v por lo tanto,

geos(6(t))
2] =
o

(3) Se define el escenario de prueba, esta depende de la
entrada 7(t) mostrada en la Fig. 3 el cual permite
un rango de movimiento en 6(¢) € [1.588 2.689] rad,
para después evaluar este rango en la variable
premisa (35) y asi obtener el valor maximo (z;) y
minimo (z;) de la variable premisa z; € [z;,%;]. Por

lo tanto,

(35)

2 € [~7.2912 —0.2395) (36)

(4) Se definen las funciones de ponderacién 7(z;) del
sistema T-S. Por cada variable premisa, hay dos

funciones de ponderacién 1), 7 las cuales son:

1 21 — 1
m(a) = 2 (37)
n (z1) =1—ng (38)

(5) Se definen las reglas difusas ¢;(z;)
g
j=1

donde ¢ = 1,2,...,27 y X es cero o uno. Las reglas
difusas indican el grado de participacién de cada uno
de los modelos locales lineales, por lo tanto,

o1 (21) = 1;
@2 (21) = 1

(40)
(41)

(6) Se determinan los modelos locales, utilizando los
valores maximos y minimos de variacién de z; (36)
se definen las combinaciones posibles, encontrando
k = 27 modelos locales lineales.

@(t) = A;x(t) + Bu(t) (42)
y(t) = Cux(t)
[0 1 _ |01 as
donde A; = []. _n’le:| Az = {Zj _mbl2] v

matrices B, C' se definen en (32) y (33).

De modo que la representacién del sistema T-S por el
enfoque de sector no lineal se reduce a:



(43)

y(t) = Cx(t) (44)
La simulacién del sistema no lineal (30) y su repre-
sentacién por modelos T-S se muestra en la Fig. 3. Como
se puede observar, el modelo T-S sigue fielmente al modelo
no lineal del rehabilitador.

0(t) posicion
T T T T T T T
251 -
3
g 2t
5 I | | | f I I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0(t) velocidad
2 T ~
@
—
<o E
S
=
2L h I I I f h I 7
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u(t) entrada
20 B
= 101 ,
0 Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Fig. 3. Respuesta del sistema no lineal y su representacién
en Takagi-Sugeno

5. RESULTADOS
5.1 Region LMI

Con la finalidad de que el observador respete la regién
de operacién de las variables a estimar del rehabilitador,
se aplica una region LMI del tipo vertical en el anélisis
de estabilidad del observador mostrado en la Seccién 3.2.
Esta region LMI se caracteriza por la siguiente funcién.

f(s)=s"4+5+26 (45)

donde § es un nimero constante positivo. Por otro lado,
aplicando esta region de solucién a la desigualdad de
Lyapunov mostrada en la ecuacién (26), obtenemos

{AiTTlTXlT — ATTI' DT —CTXQ} - ATWT 4

0 0
X ThA; — DT5A; 0 (46)
14144 — 24 ]

5.2 Resultados de simulacion

Aplicando el PIO disenado en la seccién 3 al sistema (43-
44) se obtienen las siguientes matrices.

—3.5000 2.1327 ]
M=o = {—2.1327 —~3.5000] °
. [0.5000]
Hy=Hy = [o.oooo :
- (47)
Fo_ [4:3970] 5 [4.3970
1722011072 T [9.3428)

0 11327
/= {0.9877} Q= {—1.4383}

0(t) posicion

0(t) velocidad

Tiempo (s)

Fig. 4. Estimacion de los estados del sistema

En la Fig. 4 se muestra en color azul el comportamiento
del sistema no lineal, en color negro el sistema en su
representacién T-S y en color rojo se muestra el com-
portamiento del PIO al estimar las variables de estados
del sistema.

Se aplicaron cuatro indices de desempeno: La integral del
error cuadritico (ISE), la integral del tiempo por el error
cuadrético (ITSE), la integral del error absoluto (IAE) y
la integral del tiempo por el error absoluto (ITAE). Con
el objetivo de mostrar de forma analitica el desempeno
del observador. Los indices se muestran en la Tabla 2. En
estos indices se puede observar que el PIO cumple con
las caracteristicas de su diseno, el cual es reducir el error
de estimacién en el estado estacionario debido a la parte
integral que este posee en su estructura.

Tabla 2. Indices de desempeno del observador

Error
PIO Posicién  Velocidad
ISE 0.7541 0.4494
ITSE 0.1964 0.0633
IAE 1.022 0.6104
ITAE 2 1.209

6. CONCLUSIONES

En este articulo se presenté una metodologia para el
diseno de un observador proporcional integral de orden
completo, para sistemas no lineales con representacién
Takagi-Sugeno por medio del enfoque de sector no lineal.
Para asegurar que el comportamiento del observador
sea estable se propuso una funcién de Lyapunov, la



cual a través de la solucién de una serie de LMIs y
la aplicacién de una regién LMI nos proporcioné las
condiciones necesarias para la estabilidad del observador.

El desempeno del observador disenado se evalué en robot
rehabilitador de rodilla de un grado de libertad, con el
que se comprobo que el PIO tiene un buen desempeno.
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