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Disefio de Esquemas de Control Robusto para Ciertas Clases de
Sistemas Subactuados

Luis Ricardo Ovalle Gamboa

Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el disefio de controladores por modos
deslizantes continuos para la estabilizacién de algunas clases de sistemas subactuados.
La metodologia propuesta aprovecha las propiedades mecénicas de tres diferentes clases
de sistemas subactuados, en lugar del uso de transformaciones no lineales. Para el
disefio de los controladores se presenta una serie de variables de deslizamiento con
grado relativo uno y dos. Las diferencias tedricas entre los esquemas resultantes se
discuten y algunos resultados en simulacién muestran algunas diferencias en cuestiones
de aplicacion. La aplicaciéon de los resultados en el contexto de realimentacion de salida
se discute mediante la aplicacién experimental a una de las clases presentadas.

Abstract

This thesis work deals with the design of continuous sliding-mode controllers
for the stabilization of some classes of underactuated systems. The proposed method
takes advantage of the mechanical properties of three different classes of underactuated
systems instead of using nonlinear transformations. In order to design the controllers,
some sliding variables with relative degree one and two are introduced. The theoretical
differences between these approaches are discussed and some simulation results show
their practical differences. Experimental results are presented to validate the proposed
control strategy in the context of output-feedback control.
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Introduccidon

Un sistema subactuado se define comtinmente como un meca-
nismo que tiene menos actuadores que grados de libertad. Sin
embargo, dicha definicién no es aplicable en todos los contextos.
Considere un robot mévil diferencial dotado de dos actuadores,
se sabe que el mecanismo es capaz de alcanzar cualquier configu-
racién en el plano (posicién y orientacién), por lo que el sistema
tiene tres grados de libertad. Sin embargo, en la tarea de segui-
miento de trayectorias, debido a las restricciones no holénomas
del sistema, no se puede tener una velocidad instantdnea arbi-
traria en las variables de posicién, sino que las tareas se definen
mediante una velocidad lineal y una velocidad angular; i.e. tiene
dos grados de libertad, por lo que el concepto de subactuaciéon
puede no depender solamente de la forma del sistema, sino de
la tarea. Asi, la definicién debe ser modificada para considerar
la tarea resultando en que “un sistema subactuado tiene menos
variables de actuacién que grados de libertad a controlar” [1].

Desde un punto de vista matemaético, la definicién brindada por
[1] resulta un tanto inconveniente, al no brindar una descripcién
precisa de la estructura del sistema; por lo que se introducira el
concepto de subactuacion de la siguiente manera [2]:

Considere un sistema de la forma
¥ =F(x,x)+G(x)u,

donde x € IR" representa las variables de configuracién del
sistema y u € IR™ son las entradas al sistema. El sistema se

considera subactuado si y sé6lo si rank(G(x)) < dim(x) para toda

xeR"!

La propiedad de subactuacién tiene un gran ntimero de origenes,
por ejemplo: fendmenos inherentes a la dindmica del sistema (e.g.
en un vehiculo acuético), fallas en los actuadores, optimizacién
de masas y costos de produccién (e.g. en robots méviles de dos
ruedas) o para obtener sistemas que permitan estudiar tareas
de control més complejas, por nombrar algunas causas. Por lo
tanto, la importancia del disefio de esquemas de control para
este tipo de sistemas yace en la cantidad de sistemas que poseen
la propiedad de subactuacion y las aplicaciones practicas de los
mismos.

1: En [2] se menciona que las defi-
niciones adoptadas [2] y [1] estan
directamente relacionadas.
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Figura 1.1: Ejemplos de sistemas
subactuados.

La Figura 1.1 muestra algunos ejemplos de sistemas subactuados
con distintas naturaleza de la propiedad de subactuacién.

La definicién adoptada de un sistema subactuado saca a relucir
un hecho muy importante al momento de hablar de este tipo
de sistemas: estos no pueden ejercer aceleraciones en un sen-
tido arbitrario del espacio de configuracién; este hecho, a su
vez, implica la existencia de una restriccién no holénoma en el
comportamiento del sistema.

Debido a la existencia de restricciones en el sistema, la tarea del
disefio de controladores robustos para un sistema subactuado
es muy desafiante. La mayoria de las técnicas de disefio para
controladores no lineales no son directamente aplicables debido
a las restricciones que dichas técnicas imponen sobre la forma
que debe de tener la representacion en el espacio de estados del
sistema. Para el disefio de leyes de control no lineales, general-
mente se requiere que el sistema sea de una sola entrada y una
sola salida (SISO), o que el sistema tenga una forma cuadrada, i.e.
que el sistema tenga el mismo ntimero de entradas y salidas.

Note que, debido a las cuantiosas diferencias que presentan los
sistemas subactuados, es comun que el disefio de controladores
se realice caso por caso [3].

Debido a estas complicaciones, el concepto de formas norma-
les juega un papel de gran importancia en el disefio de leyes
de control para sistemas subactuados. La idea principal de las
formas normales es que, después de aplicar una transformacion
no lineal del vector de estados, la dindmica del sistema tome
una forma mdas manejable [4]. Entonces, una manera natural de
clasificar a los sistemas subactuados es basdndose en la estructu-
ra de su forma normal [3]. Por ejemplo, en la literatura existen
reportes de estabilizacién de sistemas en una forma de realimen-
tacion estricta (véase, e.g. [5] y [6]) o sistemas en cascada (e..
[7] y [8]). Desde el punto de vista de la teoria de control, tiene
sentido utilizar el concepto de formas normales para el disefio
de leyes de control, ya que este método clasifica a los sistemas
subactuados en grupos donde la estructura de las dindmicas de
los sistemas tienen caracteristicas similares, permitiendo disefiar
controladores para clases completas de sistemas subactuados

[3].

Sin embargo, la clasificacién de sistemas subactuados de esta
manera puede no tomar en cuanta sus propiedades mecanicas,
e.g. los mecanismos conocidos como pendubot y acrobot. Ambos
representan la misma estructura bdsica, es decir, un robot mani-
pulador de 2 GDL con una de sus articulaciones libre de girar sin



un actuador. Aun asi, el sistema acrobot tiene una forma normal
llamada forma de realimentacion estricta en cascada, mientras
que la del pendubot tiene una forma no triangular en cascada y
cuadrética [3]. La diferencia en las formas normales implica que
un controlador disefiado para el pendubot no es aplicable para
el acrobot y viceversa. Por lo tanto, se puede concluir que hay
una pérdida de informacion significativa sobre la dindmica del
sistema si ésta no se toma en cuenta al momento de disefiar la ley
de control. Aunado a lo anterior, el uso de difeomorfismos para
encontrar la forma normal de un sistema subactuado implica la
propuesta de una sefial de salida para cada sistema, por lo que
es posible argumentar que el disefio sigue haciéndose, en algin
sentido, para un sistema subactuado en particular. Ademas, el
uso de la metodologia de linealizacién por retroalimentacion de
estados se propuso en [4] para eliminar el efecto de la sefial de
control sobre algunas de las ecuaciones de la dindmica del sis-
tema [9], lo que implica que algunas sefiales de posicién deben
tener un grado relativo? alto con respecto a la perturbacién.

Es bien sabido que el concepto de grado relativo juega un papel
de vital importancia en el disefio de controladores por modos
deslizantes (SMC) [10]. Generalmente, el grado relativo del sis-
tema dicta el orden del modo deslizante, e.g. para un sistema
con grado relativo tres, se requiere alcanzar un modo deslizante
de tercer orden [11]. Ademas, si el orden del modo deslizante se
incrementa, es posible cumplir con la tarea de control por medio
de una ley de control continua®, e.g. el algoritmo Super-Twisting
[12], un SMC continuo, es capaz de controlar sistemas con gra-
do relativo uno al alcanzar un modo deslizante de segundo
orden.

La mayor desventaja del aumento de orden del modo deslizan-
te es que los términos continuos podrian excitar dindmicas no
modeladas, generando otra fuente de chattering.4 En teoria, la
aplicacion de SMCs continuos deberia aliviar el problema de
chattering ya que la sefial de control es una funcién del tiempo
Lipschitz continua [11]. Sin embargo, las ventajas de los contro-
ladores continuos se ven comprometidas cuando la dindmica
del actuador es lenta [14]. Ademads, el precio a pagar por la
continuidad del controlador es la modificacion de las clases de
perturbaciones que dichos controladores pueden manejar® .

Para sistemas mecanicos completamente actuados, cuya dindmi-
ca se modela como conjuntos de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden, la definicién de una funcién de salida
con grado relativo dos es comtn. Sin embargo, debido a que la
propiedad de subactuacién puede tener naturalezas distintas

2: Se define como grado relativo de
una sefial, a, con respecto de otra,
b, como el nimero de veces que se
debe derivar a para que aparezca ex-
plicitamente b. De no especificarse
lo contrario, se hablara del grado re-
lativo de la salida del sistema con
respecto a la entrada.

3: Un sistema de grado relativo n se
puede controlar por medio de una
sefial de control continua al alcanzar
un modo deslizante de orden n + 1.

4: En la literatura de modos desli-
zantes, se conoce como chattering a
oscilaciones de alta frecuencia de-
bidas a imperfecciones en la imple-
mentacién de los controladores. Pa-
ra una mayor discusién sobre el te-
ma véase, por ejemplo, [13].

5: Mientras que un algoritmo por
modos deslizantes de primer or-
den es insensible ante perturbacio-
nes acotadas, el controlador Super-
Twisting es capaz de manejar pertur-
baciones Lipschitz continuas [15].
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[16], es de esperarse que las dindmicas de distintos sistemas
subactuados posean estructuras diferentes. Lo anterior significa
que para disefiar controladores que sean validos para una clase
de sistemas subactuados, es necesario el uso de una variable de
deslizamiento. Esto, a su vez, significa que la convergencia en
tiempo finito podria no ser alcanzable, dependiendo del disefio
de dicha variable.

El disefio de controladores robustos para sistemas subactuados
es un un drea de investigacion bastante activa. En [17], una
extensién robusta de un controlador basado en pasividad por
interconexién y asignacion de amortiguamiento es propuesta
para manejar perturbaciones acotadas. En [18], un controlador
backstteping a bloques se emplea para la estabilizacién del siste-
ma carro-péndulo. Ademds, en [19] se propone un controlador
robusto para un vehiculo acuético basdndose en un método de
funcién de Lyapunov constructiva. El disefio de SMCs es muy co-
mun para la estabilizacién robusta de sistemas subactuados. Por
ejemplo, un SMC adaptable para el problema de control robusto
de formaciones de nano satélites se presenta en [20]. En [21] se
muestra el disefio de un controlador basado en teoria de modos
deslizantes y un observador de perturbaciones lineal para un
sistema de suspensién activa. En [22] se lleva a cabo un estudio
comparativo de técnicas por modos deslizantes para el control
de un sistema bola-barra. En [8], un SMC de primer orden se
disefia para sistemas cuya forma normal tiene una estructura en
cascada. En [23], se presentan SMCs acoplados para el sistema
carro-péndulo; en dicho trabajo, no se realiza la transformacién
del sistema a la forma normal. En [24], se presenta un controla-
dor por realimentacién de salida robusto para sistemas con una
forma normal con estructura de realimentacién estricta basado
en un observador de alta ganancia junto con un SMC de primer
orden. En [25], se disefia un controlador por realimentacién de
salida para un vehiculo acudtico basdndose en una funcién de
rendimiento predefinido concluyendo un acotamiento semiglo-
bal de las trayectorias del sistema en lazo cerrado. En [26], se
presenta un controlador adaptable &1 por realimentacién de sa-
lida para la estabilizacién de un sistema subactuado linealizado,
consiguiendo un acotamiento semiglobal de las trayectorias del
sistema. En [27] se muestra la aplicacién de un SMC integral jun-
to con un descriptor Takagi-Sugeno estocéstico para el sistema
carro-péndulo. En [28] se presentan un controlador Twisting y un
controlador Super-Twisting para el sistema de grtia de 5 GDL. En
[29], se disefia un controlador de dos relevadores para resolver
el problema de seguimiento en un péndulo de rueda inercial.

Basado en la revision literatura mostrada, es posible concluir que
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una gran atencion se vuelca al control de sistemas en especifico.
Por otro lado, cuando los disefios son vélidos para clases comple-
tas de sistemas, estos estdn basados en las formas normales de
los prototipos, lo que implica un proceso de disefio complejo.

1.1. Planteamiento del Problema

Considere un sistema subactuado de n + m GDL, tal que los
primeros n grados de libertad sean subactuados y los tltimos m
estdn dotados de un actuador, i.e.

M(q)g +C(q,4)q + g-(q) = B(t +dy), (1.1)

con g € R™™, M(q),C(q,¢) € R"m™Xmm g, (q) € R™™, B =
[0scm, Im]T € R+mxm o e R™™ es una matriz de ceros,
I, € R™ es la matriz identidad de dimensién m x m°® y7,dy € R™
Representan la sefial de control y una perturbacién externa,
respectivamente. El sistema (1.1) puede particionarse como

My, My, qv " Cu Cua qv
M,{g Maa Qb Cau Caa qb
Aol O a
8ra T+dy

donde g, = [q1, ..., qn]T € R" representa las variables de posi-
cién de la seccién subactuada del sistema, g4 = [gn+1, - - -, Gnam]’
€ R" indica las variables de posicion de la parte actuada, g, = ¢,
es la velocidad de la parte subactuada y g5 = ¢, es la velocidad
de la seccién actuada.

El problema es entonces la caracterizaciéon de algunas clases
de sistemas cuya estructura permita el disefio de variables de
salida pertinentes y el disefio de controladores que logren la
estabilizacion del origen de (1.2), incluso en la presencia de la
sefal perturbadora d,.

1.2. Contribucién Principal

Motivado por los problemas descritos en el proceso de disefio
clasico para sistemas subactuados, este documento detalla el
disefio de controladores robustos para la estabilizacién del ori-
gen de tres distintas clases de sistemas subactuados sin utilizar
transformaciones no lineales. Debido a esto, los esquemas de
control son sistemédticos y directamente aplicables a las clases a

6: La matriz M(gq) representa los
efectos de masas e inercias en el sis-
tema, el vector C(g, ¢)g representa
las fuerzas de Coriolis y centrifugas,
gr(q) representa las fuerzas debido
a la energfa potencial del sistema y
la matriz B indica la distribucién de
las fuerzas de control a través del
sistema.
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proponer. Ademas, se proponen variables de deslizamiento con
grados relativo uno y dos; las diferencias tedricas son analiza-
das y algunos aspectos referentes a su aplicaciéon son discutidos
por medio de simulaciones. Se presentan disefios de realimen-
tacion de salida y su aplicacion es estudiada mediante pruebas
experimentales.

1.3. Produccion Cientifica

Articulos JCR Publicados

1. L. Ovalle, H Rios and M. Llama. «Robust Output-Feedback

Control for the Cart-Pole System: A Coupled Super-Twisting
Sliding-Mode Approach». IET Control Theory & Applica-
tions, 13.2 (2019), pp. 269-278, 2019.

. L. Ovalle, H. Rios, M. Llama, V. Santibafiez and A. Dzul.

«Omnidirectional Mobile Robot Robust Tracking: Sliding-
Mode Output-based Control Approaches». Control Engi-
neering Practice, 85 (2019), pp. 50-58.

. L. Ovalle, H. Rios and M. Llama. «Continuous Sliding-

Mode Control for Underactuated Systems: Relative Degree
One and Two». Control Engineering Practice, 90 (2019), pp.
342-357.

Articulos JCR en Revision

1. L. Ovalle, H. Rios, M. Llama and L. Fridman. «Continuous

Sliding-Mode Output-Feedback Control for Stabilization
of a Class of Underactuated Systems». Preprint submitted
to IEEE Transactions on Automatic Control.

Articulos en Congresos Nacionales

1. L. Ovalle, H. Rios and M. Llama. «A Robust Output-Feed-

back Control for the Cart-Pole System: A Super - Twist-
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1.4. Organizacién del Documento

Parte I: El capitulo 2 tiene como objetivo la presentacion de la
clasificacién propuesta. El capitulo 3 detalla algunos aspectos
bésicos del disefio de SMCs y su aplicacion a sistemas mecani-
cos.

Parte II: El capitulo 4 detalla la aplicacién de la técnica a los
sistemas Clase I, el capitulo 5 detalla la aplicacién a sistemas
Clase II, el capitulo 6 detalla la aplicacion a sistemas Clase I1I y
el capitulo 7 detalla, en base a sistemas Clase I1I, la aplicaciéon de
la metodologia propuesta en un esquema de realimentacién de
salida.

Parte III: El capitulo 8 muestra las conclusiones finales del docu-
mento.
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Clasificacion de Sistemas
Subactuados

Este capitulo tiene como finalidad la presentacién de algunas
clases de sistemas subactuados. La propuesta de las clases tiene
como base la estructura del modelo (1.2), i.e. no se consideran
transformaciones no lineales. Este hecho tiene como consecuen-
cia que el disefio de controladores basados en las clases propues-
tas sera sistematico para los sistemas que caigan dentro de las
mismas.

Como se mencion6 anteriormente, la clasificaciéon de sistemas
subactuados se realiza comtinmente observando la estructura
de la forma normal de su dindmica. Asi pues, mediante dicho
procedimiento, es posible generar clases que abarquen toda la
familia de sistemas con la propiedad de subactuacién; este hecho
demuestra la gran utilidad de las transformaciones no lineales
como técnicas auxiliares al proceso de disefio de controladores
para sistemas subactuados.

No obstante, para poder realizar la transformacién del sistema
a una forma normal, se requiere de la propuesta de una sefal
de salida adecuada. Esto no es un proceso sencillo. Ademas, la
necesidad de la propuesta de dicha funcién de salida para cada
sistema a considerar implica que el disefio de los controladores
debe hacerse ad hoc a cada sistema, resultando en un disefio poco
sistematico’ .

Debido a los problemas asociados con las técnicas basadas en
formas normales mencionados en el Capitulo 1, se opta por
proponer una clasificacién distinta, en la cual se consideren
las propiedades estructurales de los sistemas subactuados, con
el fin de aliviar los problemas mencionados en el disefio de
controladores para clases de sistemas subactuados.

Antes de proceder con la caracterizacién de las clases propues-
tas, se recuerda la descripcién de la dindmica de los sistemas a

0 .

considerari? , i.e.

Muu Mua QV + Cuu Cua qv
Ml{a Maa q'b Cau Caa qb

T I N T

8ra T +dy

Ademds, tome en cuenta la siguiente suposicion.

9: Un controlador disefiado especi-
ficamente para algtn sistema subac-
tuado en particular utiliza la estruc-
tura particular del sistema en cues-
tién, lo que imposibilita la generali-
zacién del disefo.

10: Se muestra de nuevo la estructu-
ra de los sistemas a considerar debi-
do a que las clases a proponer haran
uso de condiciones sobre la estruc-
tura del sistema (1.2).
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11: Esta suposicién es necesaria pa-
ra poder asegurar que no existen
problemas de controlabilidad en el
sistema.

Figura 2.1: Un ejemplo de sistema
Clase I es el sistema bola-barra.

Figura 2.2: Un ejemplo de sistema
Clase II es un robot de 2 GDL con
una articulacién flexible.

Suposicién 2.1 ! Para el sistema (1.2), la matriz de inercias,
M(q), es no singular y tiene una norma acotada para todo
g €D CR", conD :={q € R""|||q|l <y}, para algun
y > 0.

2.1. Clasificacion

A partir de la estructura de (1.2), se proponen las siguientes
definiciones:

Definicién 2.1 El sistema (1.2) pertenece a la Clase I si satisface
las siquientes condiciones:

i) La matriz de inercias del sistema es diagonal, i.e.
Mya(qu, ga) = 0.

ii) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio.

iii) Al menos uno de los términos C,.,,(qu, 4a, Gu, 4a), Cua(Qu, 4a,
Gurqa) 0 &ru(qu, ga) son diferentes de cero y dependen de q,
0qa.

iv) qu = qu = 0 implica que las variables actuadas convergen a
cero asintéticamente.

v) dim(qy) =dim(qa)

Definicién 2.2 El sistema (1.2) pertenece a la Clase I si satisface
las siquientes condiciones:

i) El grado relativo de q, y qa con respecto a alguna de las
sefiales de control estd bien definido y es igual a dos.
ii) La matriz C,4(qu, §u) no es una matriz cero.
iii) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio iinico, al
menos localmente.
iv) La matriz M(qy, q.) es no singular para todo (q, g’ €
P c R™! con {0} € D.



Definicién 2.3 El sistema (1.2) pertenece a la Clase 111 si satisface
las siguientes condiciones:

i) Las matrices Mua(qu) € R, Mya(qu) € R", Cuu(qu, Gu) v
8u(qu) € R" son funciones de las variables subactuadas q,, y
sus derivadas q,,, solamente.

ii) El grado relativo de g, y g, con respecto a alguna de las
sefiales de control estd bien definido y es igual a dos.

iii) La matriz C,4(qu, §.) es una matriz cero.

iv) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio iinico, al
menos localmente.

v) La matriz M(qu,qa) es no singular para todo [q, gal’ €
» c R"! con {0} € D.

Note que la clasificacion de sistemas estd basada en propiedades
estructurales de los mecanismos, lo que permite un mayor rango
de accién para disefiar los controladores. La mayor desventaja de
la clasificacién propuesta es que no se abarca la familia completa
de sistemas subactuados. Sin embargo, las clases propuestas son
incompatibles entre si, lo que agranda el rango de aplicacién
de los resultados. Ademads, de acuerdo con [9], para sistemas
con una sefial de control escalar, si algtin sistema no pertenece a
alguna de las clases propuestas, es posible encontrar un cambio
de variables que transforme al sistema (1.2) en un sistema Clase
L

Las diferencias entre restricciones estructurales impuestas para
los sistemas Clase I y los sistemas Clase II y III es clara. Los
sistemas Clase I tienen partes subactuadas que no se ven di-
rectamente afectadas por la sefial de control, i.e. ¢, tiene grado
relativo tres o cuatro, mientras que los sistemas Clase II y III
tienen un grado relativo de ¢,, con respecto a 7 igual a dos. Ade-
mas, la condicién iv) de la Definicién 2.1 implica que basta con
controlar las variables subactuadas para que el sistema por si
solo sea capaz de asegurar la estabilidad asintética del origen del
sistema (1.2); mientras que la estabilidad de los sistemas Clase II
y Il no es directamente verificable.

La diferencia entre los sistemas Clase II y III radica en la manera
en que las variables subactuadas y actuadas interactuan entre
si. Mientras que los sistemas Clase II requieren de la influen-
cia de las variables actuadas sobre la dindmica de las variables
subactuadas, los sistemas Clase III requieren que la dindmica
de la parte subactuada sea independiente de las variables actua-
das.

2.1 Clasificacion 11

Figura 2.3: Un ejemplo de sistema
Clase III es el péndulo de rueda iner-
cial.



14: Alolargo del documento se con-
siderard como estabilizacién robus-
ta a la tarea de estabilizar el origen
de un sistema incluso en presencia
de una sefial perturbadora.

Diseno de Controladores
Robustos

Para poder asegurar la estabilizacién robustal* del origen de
(1.2), se consideraran algunos algoritmos por modos deslizantes
continuos. Este capitulo tiene como objetivo introducir algunos
SMCs continuos y la metodologia utilizada para el disefio de los
controladores robustos a considerar.

3.1. Conceptos Preliminares

Debido a la importancia que toma el tipo de convergencia en
el estudio de SMCs, se presentan una serie de conceptos de
estabilidad. Para esto, considere una ecuacién diferencial no
auténoma de la forma:

C20=F(,20), 12 1,10 € Rey, 31
donde z(#) € R" es el vector de estados; f : RxR" — R" es
una funcién continua con respecto a z y continua a tramos con
respecto a t; se supone que el origen de (3.1) es un punto de
equilibrio, i.e. f(¢,0) = 0, para todo ¢ € R. Las soluciones del
sistema (3.1), para una condicién inicial zg € IR, en un instante
to € R", se describe como z(t, 1y, 20) Y se supone que ésta esta
definida en un intervalo [#y, 7y + T), con 0 < T < oo.

Considere un conjunto  como una vecindad del origen en
R", 0 € Q.

Definicién 3.1 [30], [31]. Se dice que el origen del sistema (3.1),
z=0,es:

1. Uniformemente Estable: Si para cualquier & > 0 existe una
8(¢) tal que, para cualquier zo € L, si ||zo]| < d(&) entonces
[|1z(2, 10, z0)|| < & para todo t > ty y cualquier 1y € R;

2. Uniforme y Asintéticamente Estable: si es Estable de ma-
nera uniforme y atractivo en &, i.e. para cualquier zo € €,
existe una 6 > 0 tal que 1im;_,« z(t) = 0, para toda ||zo|| < 6
y cualquier ty € R;

3. Uniforme y Exponencialmente Estable: si es Estable de
manera uniforme y exponencialmente convergente en Q, i.e.
para cualquier zo € Q existen constantes k, o > 0 tales que
l2(¢, 10, 20)|| < kllzolle 7~ para todo t > ty y cualquier
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to € R;

4. Uniformemente Estable en Tiempo Finito: Si es Estable
de manera uniforme y convergente en tiempo finito en Q,
i.e. para cualquier zo € Q existe un 0 < Ty, < +oo tal que
z(t,t0,z0) = 0 para todo t > ty + Ty, y cualquier top € R. La
funcion To(zo) = inf{T,, > 0 : z(t,10,20) = OV 1o > 19 + T, }
se denomina el tiempo de establecimiento del sistema (3.1).

Si Q =IR", entonces se dice que la estabilidad es global.

La diferencia entre los distintos tipos de estabilidad es clara: la
estabilidad uniforme implica un acotamiento de las soluciones
del sistema (3.1); la estabilidad asintética uniforme implica, ade-
mas de la estabilidad del origen del sistema, que las trayectorias
del sistema tienden al origen en el limite conforme t — oo; la
estabilidad exponencial implica que la velocidad con que las
trayectorias se acercan al origen es al menos tan rdpida como
una sefal exponencial decreciente; mientras que la estabilidad
en tiempo finito implica que las trayectorias del sistema alcan-
zan el origen en un tiempo estrictamente menor que infinito.
Por lo tanto, se dice que la estabilidad en tiempo finito es una
conclusién tedrica més dura que la estabilidad exponencial.

3.2. Disenio de SMCs Continuos

A continuacién se aborda el proceso de disefio de SMCs conti-
nuos tomando en cuenta el grado relativo del sistema. En parti-
cular, se discute el proceso para sistemas con grado relativo uno
y dos.

Disefio de SMCs Continuos para Sistemas con Grado
Relativo Uno

Considere un sistema dindmico de la forma
s=v+06(), (3.2)

donde s € R es la variable a controlar, v € R es la sefial de
control y 6(¢) € R representa un término de perturbacion.

Antes de abordar el proceso de disefio del SMC se considera la
siguiente suposicion sobre la perturbacién 6(¢) a considerar en
el disefio de los controladores:

13
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15: Esta suposiciéon implica que los
términos de perturbacién son Lips-
chitz continuos. Dicha restriccion es
necesaria para poder asegurar que
los controladores sean capaces de
anular el efecto de la perturbacién.

16: La demostracion de este teore-
ma puede encontrarse en [32].

17: El controlador CST puede ser
visto como la unién de un contro-
lador Super-Twisting, con respecto
de o, y una variable de deslizamien-
to, o, que asegura que el origen del
sistema (3.4) sea estable en tiempo
finito, una vez que se alcanza el con-
junto o = 0.

Suposicién 3.1 ° Existe una constante i > 0 tal que
d
4 5 <.
RO RY
Para estabilizar la dindmica (3.2) por medio de una ley de con-

trol continua, se considera el algoritmo Super-Twisting [12]. Este
algoritmo tiene la forma

v=—ki[s]V?+7,

‘L} _kZ |-SJ 0/

(3.3)

donde se considera la notacion [a]” := |a|”sign(a) para cualquier
a € Ry vy € Ry, y constantes positivas k1 y k; apropiadas.

Para probar la estabilidad del sistema (3.2), se considera el si-
guiente teorema.

[ Teorema 3.1 16 Aplique el controlador (3.3) al sistema (3.2), y‘
considere que la Suposicion 3.1 se satisface. Si las ganancias del
controlador se disefian de forma que

ki =15n2, ky =11,

Lent‘onces, s = 0 es Estable en Tiempo Finito.

S
Disefio de SMCs Continuos para Sistemas con Grado
Relativo Dos
Considere el siguiente sistema dindmico
d| s §
4 - ) 34
dt| s ‘ v +6(t) ‘ (34)

donde s € R es la sefial de salida a controlar, v € R representa la
sefal de control y 6(¢) € R es una perturbacién. Para garantizar
la estabilidad en tiempo finito del sistema (3.4), se introducen
los siguientes algoritmos de SMC:

a) SMC Singular Terminal Continuo (CST) [10] 7

o =ke[s]*P+5,
v=—kfo]Y?+7, (3.5)

b= —ko[o]°.
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Una posible selecciéon de ganancias estd dada de la siguiente
manera:
1
ko >0, ky=15n2, ky=1.1n.

b) SMC Nosingular Terminal Continuo (CNST) [33] '8

o=s+ke[5]%?,
v=—ki[o]Y3+7, (3.6)

v = —ko[o]°.

De acuerdo a [33], una posible seleccién de ganancias estd dada
de la siguiente manera:

ko =7.707Y2, k1 = 7.50%3, ko = 21.

c) Algoritmo Twisting Continuo (CTA) [34] ¥

v=—k[s]'? —ka[5]V2 + 7,

3.7
V= —ka[s]? - ka[s]°. 7
En [34], se da la posible eleccién de ganancias:
ki =703, ko = 50", k3 = 2.3, ky = 1.17.
d) Controlador Discontinuo Integrado (DIC) [35] 2°
o1 =s+ka[5]%2,
oy =5+kys 3/2,
? ¢! f X (3.8)
v=—ki[o1] / +V,

v = —ks[on]°.

En [35] se propone el siguiente procedimiento de sintonizacién

ki =213, ko =507, ks = 0.5, ks = 0.

El siguiente teorema habla de las propiedades de convergen-
cia de los controladores para sistemas con grado relativo dos.

Teorema 3.2 2! Suponga que el sistema (3.4) es controlado por
alguno de los controladores (3.5)—(3.8) y que la suposicion 3.1 se
satisface; entonces, s = 0 es Estable en Tiempo Finito.

18: El controlador CNST contiene
un término tipo Super-Twisting, note
la diferencia en la potencia en v, y
una superficie de deslizamiento no
lineal que asegura la estabilidad en
tiempo finito del origen del sistema
(3.4).

19: En el controlador CTA la estruc-
tura de v es la de un controlador
Twisting, el cual serd integrado, lo-
grando una sefial de control conti-
nua.

20: La estructura de este controla-
dor es similar a la del CNST. Sin em-
bargo, el pardmetro k4 permite mas
flexibilidad al momento del disefio
del controlador.

21: La demostracién de este teore-
ma, para cada uno de los controla-
dores, puede encontrarse en la refe-
rencia correspondiente

15
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Discusion

Todos los controladores presentados pueden ser vistos como
controladores homogéneos junto con el término ¥, el cual puede
interpretarse como un aproximador de la perturbacién. Por lo
tanto, todos los controladores presentados en este apartado son
robustos ante perturbaciones Lipschitz continuas (LC), proveen
un esfuerzo de control continuo y aseguran que las trayecto-
rias del sistema alcancen el hiperplano (s, ) = 0 en un tiempo
finito (TF). La principal diferencia entre los controladores recae
en la informacién requerida para el calculo de la sefial de con-
trol, la complejidad de disefio y el orden del modo deslizante
obtenido.

El controlador Super-Twisting consta solamente de dos parame-
tros a sintonizar y la ley de control depende solamente de la
variable de deslizamiento s, alcanzando un modo deslizante de
segundo orden. Por otro lado, los controladores para sistemas
con grado relativo dos requieren la variable de deslizamiento y
su primer derivada temporal, tienen al menos tres ganancias a
elegir y aseguran la existencia de un modo deslizante de tercer
orden; un mayor orden del modo deslizante implica una mayor
precision a la salida del sistema.

La diferencia en la informacién requerida parece implicar que el
controlador Super-Twisting tiene una ventaja significativa con res-
pecto a los controladores de orden superior. Sin embargo, como
se hara evidente en el siguiente apartado, todos los esquemas
requieren de la misma informacién para el calculo del controla-
dor robusto. Por lo tanto, las diferencias entre los esquemas de
control robusto no resultan significativas.

La Tabla 3.1 muestra las propiedades tedricas principales de los
esquemas de control.



3.3 Disefio de Controladores Robustos para Sistemas Mecdnicos

| Propiedad | ST | CST [ CNST | CTA | DIC |

Ley de control . . . . .
. si si si sf si
continua
Tipo de iclic| 1c | e |1
perturbaciones
Tipode TF| TE | TE | TF | TF
convergencia
Informacién )
. S S, S S, s, s,
necesaria
Nur’nero de 5 3 3 4 4
Parametros
Orden del
modo deslizante 2 3 3 3 3

3.3. Diseiio de Controladores Robustos para
Sistemas Mecanicos

El proceso de disefio de SMCs continuos requiere que el sistema
a controlar sea descrito por ecuaciones dindmicas de la forma
(3.2) 0 (3.4). Por lo tanto, para la aplicacién a sistemas mecanicos,
es necesario un manejo matematico para describir el problema
de control por medio de las ecuaciones mencionadas. Para esto,
es posible considerar el siguiente proceso de disefio:

1. Proponer una variable de deslizamiento con un grado rela-
tivo adecuado y cuyo desvanecimiento implique la estabi-
lidad del origen de (1.2).

2. Disefiar un controlador nominal que lleve la dindmica de
la variable de deslizamiento s a la forma (3.2), si el grado
relativo de la variable de deslizamiento es uno, o (3.4), si
el grado relativo de la variable de deslizamiento es dos.

3. Implementar alguno de los controladores robustos men-
cionados para asegurar el desvanecimiento de la variable
de deslizamiento en tiempo finito.

La Figura 3.1 muestra los distintos pasos de disefio. En el dia-
grama presentado se muestra la relacién que existe entre los
estados de la planta y la variable de deslizamiento. Las ecuacio-
nes para el controlador Super-Twisting, (3.3), y los controladores
para grado relativo dos, (3.5)—(3.8), muestran que la variable §
es necesaria s6lo para el cdlculo de controladores para grado
relativo dos. No obstante, la informacién completa del estado
es necesaria para el cdlculo de los controladores nominales en
todos los casos.

17

Tabla 3.1: Tabla resumen de las pro-

piedades tedricas de los esquemas

de control robusto
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Figura 3.1: Diagrama esquematico
del proceso de disefio general

Figura 3.2: Diagrama esquemadtico
del proceso de disefio para el caso
de realimentacién de salida

@» o

Control Control Sist q
Nominal Robusto —— (SLena b
T du
SMC S, 5 Variable
) - de
Continuo Deslizamiento <

Ademés, en el caso de la aplicaciéon experimental de los controla-
dores, resulta conveniente considerar el problema de realimenta-
cién de salida. Note que, salvo casos excepcionales, los sistemas
mecanicos estdn dotados de sensores de posicién, por lo que
un esquema capaz de controlar el sistema mecanico a partir de
la informacién disponible resulta beneficioso. En estos casos es
conveniente agregar el siguiente paso al proceso de disefio

4. Proponer un esquema de observacion para estimar la in-
formacién no disponible.

No obstante, al tratarse con sistemas no lineales, debe tomarse en
cuenta que no existe un principio de separacién en el proceso de
disefio del controlador y del observador y la estabilidad en lazo
cerrado del esquema de control completo debe ser estudiada.

La Figura 3.2 detalla el proceso de disefio en el caso de reali-
mentacién de salida. La diferencia principal entre los controla-
dores con informacién completa del estado y los controladores
de realimentacién de salida recae en el uso de un esquema de
observacién para aproximar la informacién no disponible.

@» du

Control Control

L e - Sistema ¢, Observador
’ T T T (j v (217
SMC S, ; Variable
Continuo Deslizainiento -
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24: Debido a la estructura de
(4.1), la restriccion iv) de la Defin-
cién 2.1, puede ser reescrita como:
Jfu(0,x4,0,xp) = 0 implica que x, —
0 conforme ¢ — oo.

Control de Sistemas Clase I

Este capitulo detalla el proceso de disefio de controladores para
sistemas Clase I, caracterizada por la Definicién 2.1. Se presentan
distintos casos basados en la estructura de un sistema Clase I
y se proponen variables de deslizamiento con grado relativo
uno y dos para cada caso. La aplicabilidad de los resultados se
ejemplifica con un estudio de simulacién.

Considere el sistema mecénico subactuado

My, My, qv + Cu Cua qv
MEg Maa qb Cau Cau qdb
I I e )
8ra T+dy

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definicién 2.1,
i.e. el sistema pertenece a la Clase I. Debido a las condiciones 1)
y iii) se sabe que el sistema tiene una descripcion en el espacio

de estados de la forma?*

Xu Xy
i Xy _ fu(xu/ Xv,Xa, xb) , (4.1)
dt | x,4 Xp

Xb Ja(Xu, Xv, Xa, Xp) + ga(Xu, Xa)(T + dy)

donde x, = g, € R", x4 = g4 € R, x, = %, y xp = %4. Dependien-
do de la estructura de f;,, dos casos distintos son considerados:

a) Yo =y e 4,

oxp Oxq

b) A 4.

oxp

Comentario 4.1 El cumplimiento de uno de estos casos son
una conclusién de la restriccién ii) de la Definicion 2.1.

4.1. Disefio de los Controladores

Ahora se procede a disefiar superficies de deslizamiento con
grado relativo uno y dos con respecto a la entrada, para los casos
a) y b), respectivamente.




4.1 Disenio de los Controladores

Caso a), Grado Relativo Uno.

Considere el caso a), cuando f,, no depende explicitamente de

Xp, Le. g){‘; =0y % # 0. Entonces, se considera la siguiente

variable de deslizamiento

S =c121 + 220 + €323 + Z4. (4.2)

El siguiente teorema habla de la estabilidad del origen de (4.1)
en la superficie de deslizamiento s = 0.

Teorema 4.1 Suponga que f,, en (4.1) no depende explicitamente de
gf; =0y 3){2 # 0. Si los pardmetros c1, c3 y c3 se disefian

tal que la matriz

Xb, ie.

A= 0 0 1 |, (4.3)

sea Hurwitz. Entonces, [x,, x4|* = 0 es Asintéticamente Estable.

Por lo tanto, el control nominal

af, \
r=— (ax” ga) €122 + 273 + 374 + w(x, 1) — v], (4.4)
con
L d(0f,  of, d(af, of,
wlx, 1) = dt (axu Tyt ox, f") * dt (Bxa )xh * 0xg Jar (45)

reduce el sistema en lazo cerrado a

0 fu
S:v+( fga)dx:v+6x, (4.6)
0x,

con 6, como el término de perturbaciéon. Entonces, la salida
s tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v.
Por lo tanto, v puede ser disefiada como un controlador Super-
Twisting.

Caso b), Grado Relativo Uno.

8f"¢

oxp

Para el caso b), donde f;, depende explicitamente de x, i.e.
0, se propone la siguiente variable de deslizamiento

§ =121 + €222 + 23. 4.7)

21
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El siguiente teorema habla de las propiedades de estabilidad del
origen de (4.1) en la superficie de deslizamiento.

Teorema 4.2 Suponga que f, en (4.1) depende explicitamente de
Xp, 1.e. g){ # 0. Si los pardmetros c1 y ¢y se disefian tal que la

matriz

o 1 (4.8)

sea Hurwitz. Entonces, [x,, x4|T = 0 es Asintéticamente Estable.

Por lo tanto el controlador nominal

af, \!
T:—( /i ga) ch2+c2z3+a')(x)—V},
oxp
N Vi, Oy Db 05
— - u u . M u - 4.
B(0) = G+ S fut 4 *9)
reduce el sistema en lazo cerrado a
S=v+ (5fu ga) dy =Vv+6y, (4.10)
0xp

con 6, como el término de perturbaciéon. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v. Por lo
que v puede ser disefiada como un controlador Super-Twisting.

Caso a), Grado Relativo Dos.

Para el caso a) 3 f" = 0 and af” # 0, se propone la siguiente

variable de deshzamlento.

S =cC171 + 220 +23. (4.11)

El siguiente teorema habla de la estabilidad del origen de (4.1)
en la superficie de deslizamiento.

Teorema 4 3 Suponga que f, en (4.1) no depende explicitamente
de xp, i.e. ax =0y af“ # 0. Si los pardmetros c1 y ¢ se disefian
tal que la matriz

o 1 (4.12)

sea Hurwitz. Entonces, [x,, x4 = 0 es Asintéticamente estable.



4.1 Disenio de los Controladores

Considere el siguiente controlado nominal

[pe)
T=- 8a

0x,

9 Ju

€123 + 224 + w(x, 1) + 3

fo— v]. (4.13)

a

Entonces, el sistema en lazo cerrado estd descrito por

|-

con é, como el término de perturbaciéon. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a dos con respecto a la entrada v, por
lo que la sefial v puede ser disefiada de acuerdo a alguno de los
controladores continuos para sistemas con grado relativo dos.

$
Ofu
V+(3,J;8a)dx

d

dt

K
V + Oy

7

Caso b), Grado Relativo Dos.

Por otra parte, para el caso b), g){‘; # 0, considere la variable de

deslizamiento
S =C171 + 22. (4.14)

Se considera el siguiente teorema

Teorema 4.4 Suponga que f, en (4.1) depende explicitamente de
Xp, Le. g){’; # 0. Si ¢1 en (4.14) es positivo; entonces, [x,, x4]7 =0

es Asintéticamente Estable.

Considere la siguiente ley de control nominal

)

&a €123 + @(x) —v
oxp

Por lo tanto, el sistema en lazo cerrado estd dado por
Ky

s
, = ofu =
s] v+(a£bga)dx]

con ¢y, como el término de perturbaciéon. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v, por
lo que dicha sefial puede ser disefiada de acuerdo a alguno de
los controladores continuos para sistemas con grado relativo
dos.

d

dt

S
v+ 0y

7
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Figura 4.1: Representaciéon esque-
matica del Helicéptero de 3 GDL.

4.2. Discusion

La estructura de las variables de deslizamiento implica que la
dindmica en modo deslizante para todos los casos es lineal. Por
lo tanto, los pardmetros ¢; pueden elegirse por medio de técnicas
clasicas, e.g. asignacién de polos, para obtener una respuesta
deseada. Sin embargo, para obtener una respuesta similar entre
algtin esquema de grado relativo uno y su contraparte de grado
relativo dos, los pardmetros del primero deben implicar que
existe un polo mucho maés alejado del origen. Esto, a su vez,
sugiere que se tendrd una respuesta transitoria més activa y que
la sefial de control tendrd impulsos mas considerables al inicio.
Ademas, el célculo de variables con grado relativo uno requieren
una derivada mas de x,,.

4.3. Resultados de Simulaciéon

Considere un sistema tipo helicéptero de tres grados de libertad
[36] (véase la Figura 4.1). Este sistema consiste en una articula-
cién esférica anclada al suelo, permitiendo el desplazamiento
angular a través de tres ejes y restringiendo el desplazamiento
translacional.

La dindmica del sistema estd dada por:

€ = ¢1 + dous,
,5 = ¢3(T + dx)/
d = ¢4 sin(p),

donde e representa el &ngulo de elevacion a través del eje x, p
es el &ngulo de alabeo medido sobre el eje z, 6 es el d&ngulo de
desplazamiento medido sobre el eje y, uy representa la fuerza
vertical aplicada por los rotores, 7 es el par aplicado sobre el eje
2y @1, $2, $3 Y ¢4 son constantes positivas que representan a los
pardmetros del sistema.

Este sistema estd compuesto de dos subsistemas: el subsistema
de elevacion el cual estd desacoplado y es completamente actua-
do, y la dindmica de p y 6 que puede ser expresada en la forma
(1.2) con:

7

1
ol Clg,9) =0, g(q) = [sin(ga) 01",

donde g, = py g. = 0. Este sistema cumple las condiciones del
la Suposicién 2.1 para todo g, € (—m, m) y la Definicién 2.1. Por



4.3 Resultados de Simulaciéon

lo tanto, éste pertenece a la Clase I; ademads, como la dindmica
de la parte subactuada s6lo depende explicitamente de g, mas
no de ¢,, se considera el caso b). Para las simulaciones se con-
sideran los siguientes valores de los pardmetros y condiciones
iniciales:

¢3 = 0.2431, ¢4 = —0.4975, q,(0) = 1[rad], ¢,(0) = 0.5[rad],
4a(0) = ¢,(0) = O[rad/s].

Para el disefio de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (4.4) y la
variable de deslizamiento (4.2). Para el disefio de grado relativo
2 se considera el controlador CTA (3.7), junto con el controlador
nominal (4.13) y la variable de deslizamiento (4.11).

Para probar la robustez del controlador se considera una pertur-
bacién externa dada por dy = sin(¢) + 1. Las variables de desliza-
miento son disefiadas para que A, tenga todos sus autovalores
iguales a —1. Los parametros del controlador Super-Twisting es-
tdn dados como: k1 = 1.06 y k> = 0.55. Para el controlador CTA,
se consideran las ganancias: k1 = 2.78, ko = 2.5, k3 = 0.575 y
ky = 0.275.

La Figura 4.2 muestra la evolucién de las variables de posicién g,
V qaq, de arriba hacia abajo. La Respuesta del controlador Super-
Twisting es ligeramente mas rdpida para la posicién de la variable
subactuada. Sin embargo, la respuesta de la variable actuada
es mds rapida para el CTA. Debido a que la simulacién se hace
con muestreos en instantes discretos de tiempo, es de esperarse
que la convergencia exacta no sea alcanzable. Sin embargo, las
respuestas del sistema controlado con ambas técnicas de control
robusto muestran un resultado aceptable. Ademas, la ventaja
principal del controlador de segundo orden es el incremento en
la precisién en la evolucién de las variables de control.

7T ‘
0all 1 : ‘ ‘ —oma
= e Super- Twisting
E -
£ 0
\ -1 w ‘ ‘ ‘
oL 30 31 32 33 34 35
1 o
=05 0 — — |
= e R s
S 2 w ‘ ‘ ‘
O [ 30 31 32 33 34 35
Tiempo |[s]

25

Figura 4.2: Variables de posicién pa-

ra el sistema Clase I
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La figura 4.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamiento
s y el esfuerzo de control. En esta figura se muestra claramente
la mayor precisién a la salida del CTA. Sin embargo, por el
proceso de seleccion de las ganancias utilizado, el controlador
Super-Twisting tiene un tiempo de convergencia menor. Ademads,
debido a que el controlador CTA consta con un término de
compensacion mds complejo al tener una cantidad mayor de
posibles valores, las oscilaciones en la sefial de control resulta
maés oscilatoria.

x10°8

—CTA
..... Super- Twisting |
L

30F 30 36.1 30.2 i
Figura 4.3: Variable de deslizamien- ‘ ‘ ‘ ‘
to y sefial de control para el sistema 0 10 20 30 40 50
Clase I Tiempo [s]

La Figura 4.4 muestra los valores RMS para las variables de
posicion y la sefial de control. Todos los valores alcanzan un
nivel similar en el estado estable.

Note que las diferencias entre ambos resultados resultan ser
despreciables, por lo que se puede concluir que la tarea de con-
trol se realiza satisfactoriamente para ambos casos, obteniendo
una mayor precisién con respecto a la salida, y por lo tanto, a
las variables de posicion para el controlador de grado relativo
dos. El precio a pagar por dicho incremento en la precision es
una sefial de control més oscilatoria; sin embargo, el nivel de
oscilacion no resulta ser critico.

‘ T
0.01582 ‘ ‘ ‘ ‘ —CTA |
..... Super-Twisting

0.01581

LTRMS

0.0158 ' ; ; ;
30 31 32 33 34 35

Figura 4.4: Valores RMS para el sis- 0 10 20 30 40 50
tema Clase I considerado Tiempo [S]
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Este capitulo detalla el proceso de disefio de controladores para
sistemas Clase II, caracterizada por la Definicién 2.2. Se propone
una variable de deslizamiento con grado relativo dos para lo-
grar la estabilizacion del sistema?” . Se estudia la estructura del
sistema en modo deslizante y su estabilidad es asegurada bajo
ciertas condiciones. La aplicabilidad del resultado se ejemplifica
por medio de una simulacién.

Considere el sistema mecénico subactuado

My, Myq C]v 4 Cuu Cuu qv
M,{g Maa Qb Cau Caa qdb
T I O T
8ra T +dy

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definicién 2.2,
i.e. el sistema pertenece a la clase II. Debido a las condiciones 1)
y iii) se sabe que el sistema tiene una descripcién en el espacio
de estados de la forma

Xy Xy

):Cv _ Ju(x) + gu(xy, xa) (T + dy) ) (5.1)
Xq Xb

Xp fa(x) + ga(xu, xa)(7 + dx)

dondexu = qu € Rn,Xa = qq € R,xv = xu,xb = xa,x =
[Xu, Xa, Xy, Xp]" yx € ycony =X R+,

A continuacion se describe el proceso de disefio de una variable
de deslizamiento y un controlador nominal para esta clase de
sistemas.

5.1. Disefno del Controlador

Considere la siguiente variable de deslizamiento
s = Agxg + /lgxu, (5.2)

cond, € Ry, € R™

Debido a que la variable de deslizamiento depende solamente
de las variables de posicién, se puede demostrar que ésta tiene

27: Para el caso de sistemas Clase II
no se tiene conocimiento de un mé-
todo para disefiar variables de des-
lizamiento con grado relativo uno,
por lo que el disefno se enfocara so-
lamente en una variable con grado
relativo dos.
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grado relativo dos con respecto a la sefial de control. Para esto,
considere las primeras dos derivadas temporales de (5.2), i.e.

$S=Agxp + /lng,
§=Aq4 [fa(x) + ga(xu/ X )T +dy)] + /15 [fu + gu(xu/ Xa)(T +dy)].

Sin embargo, la estabilidad del sistema una vez que se alcance
el modo deslizante no es sencilla de asegurar. Para asegurar
la estabilidad del sistema se introducen los siguientes resulta-
dos.

Lema 5.1 Suponga que los pardmetros de la variable de deslizamien-
to (5.2) se eligen tal que

AuTMua(xu/ A*xu)Mt;z}(xur /l*xu) * /la/ qu € %ur

con A* = 214" y P, € R" = {x, € R"|x € x}. Entonces, en
s =0, la dindmica (5.1) se reduce a:

xy = —Co(xy, X)X, — H(xy), (53)
con

Co(xu, Xy) = Ma(x) ™" [Cua(u, A* x4, X, A% 3,) A
+Couns Xy A Xy, X%, 3]
H(x) = Mo(x,)) ™" gru(xu, A*x2),
Mo (xy) = Miya (%, A %) + My (X, 2* x30).

La ecuacion (5.1) tiene una estructura similar a un sistema me-
canico. Ademads, a partir del resultado del Lema 5.1, se puede
ver una conexion entre el resultado propuesto y la metodologia
de moldeo de energia. El sistema (1.2), en el modo deslizante,
se verd reducido al sistema (5.1). Por lo tanto, si el origen es un
equilibrio inestable de (1.2), la posible definidad negativa de M,
permite volver al equilibrio de (5.1) un equilibrio estable.

Para probar la estabilidad del origen de (5.3), se presenta el
siguiente teorema.



5.1 Diseno del Controlador

Teorema 5.1 Suponga que se cumplen las siguientes condiciones

i) Ay y Ay cumplen con las condiciones del Lema 6.1,
i) Ay y A se eligen de tal forma que Cy(xy, x,) > 0,
iii) sign((g2(x.)]) = sign(lxly),
iv) H;(x,) es mondtonamente creciente con respecto a x;.

Entonces, [x4, x,]" = 0 es Estable. Ademds, si

1

lim HT(axu)xuda = 00,
Xu—0Dy J

donde la notacion 0, representa la frontera del conjunto P,,
entonces [xL, xI'1T" = 0 es Asintéticamente Estable.

Comentario 5.1 Las condiciones i) y ii) del Teorema 5.1 se
cumplen por disefio, mientras que las condiciones iii) y iv)
representan condiciones estructurales en el sistema. Estas con-
diciones son necesarias para asegurar que el origen de (6.3)
sea un punto de equilibrio estable, lo cudl puede ser verificado
por medio del Teorema de Lagrange-Dirichlet [37] conside-

rando una energia potencial dada por f01 HT (tx,)x,dT.

Comentario 5.2 Note que H(x,) = M; ' (x,)gru(x,)- Entonces,
una condicién suficiente para la estabilidad asintética del
origen de (6.3)-(6.4) es que Amax(Ma(x,)) — 0, para Mp > 0,
o bien Ammn(Mz(x,)) — 0, para M, < 0, conforme x, — 09D,,.
Ademés, se puede considerar el hecho contrario: El conjunto
2, puede ser definido de tal manera que Amsx(M2(xy)) = 0
para toda x,, € 09, para My > 0, 0 Amin(M2(x,)) = 0 para toda
Xy € 09, para M < 0.

El proceso de disefio para los pardmetros de la variable de des-
lizamiento estd basado en relaciones algebraicas; por lo tanto,
en presencia de incertidumbre paramétrica, la variable de des-
lizamiento puede ser construida considerando el peor de los
casos.

Una vez que la estabilidad de la dindmica en el modo deslizante
ha sido probada, se propone el siguiente controlador nominal

T = —[Aa8a(Xu, Xa) + ATgu(xu/ xa)]_l [/lafa(x) + /leu(x) - V] .

Entonces, el sistema en lazo cerrado queda descrito por:

-

d

dt

S
V+ 0y

S
v+ [/laga(xu/ Xa) + /ngu(xu/ xa)] dx

29
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_Qa, T

X

Figura 5.1: Representacién esque-
matica del robot de 2 GDL con ar-
ticulaciones flexibles.

La salida de este sistema, s, tiene un grado relativo igual a dos,
por lo que v puede ser disefiada de acuerdo a alguno de los
controladores continuos para sistemas con grado relativos dos.

5.2. Resultados de Simulacion

Considere un robot de 2 GDL con una articulacién flexible [2]
(véase la Figura 5.1).

Este sistema consiste en un eslabén actuado a través de un motor
y un segundo eslabén sin actuacién y conectado al primero por
medio de un resorte. Este sistema puede ser visto como una
aproximacién a un robot de 1 GDL con un eslabén flexible [2].

La dindmica del sistema estd dada por:

az az + az cos(qy) Gu |,
ap +azcos(q,) ay+ax +2azcos(qy,) Ga
Fou as sin(qy )qa v
—as Sin(Qu)éu —as Sin(Qu)qa —asz Sin(Qu)C]u + foa
qu N kqy _ 0 ,
da 0 T+d,y

donde ¢, representa la posicién angular del eslabén actuado, g,
es la posicién del segundo eslabon, T representa el par aplicado
al eslabon actuado y a1, a2, a3, fiu, fra ¥ k son pardmetros
que dependen de las longitudes e inercias de los eslabones, los
pardmetros de friccién y la rigidez del resorte.

Este sistema cumple las condiciones de la Suposicién 2.1 y la
Definicion 2.2 para toda ¢,. Por lo tanto este sistema pertenece
a Clase II. Para las simulaciones se consideran los siguientes
pardmetros y condiciones iniciales:

a1 = 0.0799, a; = 0.0244, a3 = 0.0205, k =1, f,, =0.001,
Fou = 0.005, ¢,(0) = 0.3491[rad], 4(0) = 0.2618[rad],
QM(O) =q44(0) = O[rad/s].

Para este sistema se considera el controlador CID (3.8), junto con
el control nominal (5.1) y la variable de deslizamiento (5.2). Para
comprobar la robustez del controlador se considera la sefial de
perturbacion d, = sin(z) + 1.
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Las ganancias del controlador CID se eligen como k1 = 9.75 y
ko = 14.3, las cuales cumplen con las condiciones de estabilidad
del controlador con un valor den =9

Los pardmetros para la variable de deslizamiento estdn dados
por:
Aq =7.3607, A = 3.8139,

los cuales cumplen las condiciones del Lema 6.1 y el Teorema
6.1.

La Figura 5.2 muestra la evolucién de las posiciones g, y g4, de
arriba hacia abajo. La respuesta de las posiciones tienen un com-
portamiento oscilatorio, esto puede ser atribuido a la manera en
que las trayectorias del sistema en lazo cerrado son influenciadas
por el CTA. Sin embargo el objetivo de control es alcanzado.

0.3 N x10° ‘ ‘ ‘ ‘ §
= 0.2 0 I WA LY )
£ 01 1 ‘ ‘ ‘ ‘ .

S 0 30 31 32 33 34 35
-0.1 b
| | | |
T 5 T T T
0.4 1 x10 |
=)
£o02 0 :
S -1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 30 31 32 33 34 35
0 10 20 30 40 50

Tiempo [s]

La Figura 5.3 muestra la respuesta de s y la entrada de control.

08 - -
510 ‘ ‘ ‘ ‘
0.4r 0 7
@
5 ‘ ‘ ‘ ‘
30 31 32 33 34 35
O |
L L L L

Tiempo [s]

Note que s alcanza el cero en tiempo finito. La principal desven-
taja del método es la oscilacién presente en la sefial de control.
No obstante las respuestas mostradas son continuas y la ampli-
tud de las oscilaciones no resultan significativas, en el estado
estacionario, con respecto a la amplitud de la sefial de control.
Ademas, esta desventaja puede ser atenuada al seleccionar un

Figura 5.2: Evolucién de gy, y ¢ del
sistema Clase II

Figura 5.3: Variable de deslizamien-
to y ley de control para el sistema
Clase II
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algoritmo menos agresivo, como es el caso del controlador sin-
gular terminal continuo.

La naturaleza de las oscilaciones presentes en el método esta
relacionada con la manera en que se maneja el amortiguamiento
para el mismo. El valor de C; dependera del amortiguamien-
to propio del sistema, y que el método propuesto no permite
la inyeccién de amortiguamiento al sistema. Esta es la mayor
desventaja del método propuesto. Sin embargo, en casos don-
de el amortiguamiento que posea el sistema sea suficiente, la
aplicacién de la metodologia deberia ser suficiente.
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En este capitulo se abordard el proceso de disefio de controlado-
res para sistemas Clase III. Para esta clase de sistemas se presenta
un disefio para sistemas con multiples entradas y mdltiples sali-
das (MIMO). Para mostrar la efectividad del esquema de control
se presentan simulaciones en un sistema SISO, i.e. un sistema
carro-péndulo; y a un sistema MIMO, i.e. una grtia de 4 GDL.

Considere el sistema mecénico subactuado

My, My, qv + Cu Cua qv
M,{a Mau C]b Cau Caa qb
I I I R
8ra T+dy

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definicién 2.3,
i.e. el sistema pertenece a la clase III. Debido a las condiciones
i)-iii), se sabe que el sistema tiene una descripcién en el espacio
de estados de la forma

Xy Xy

):Cv _ Ju(x) + gu(xy, xa) (T + dy) , 6.1)
Xq Xb

Xb Ja(x) + ga(xu, xa)(T + dy)

donde x, = gy € R", x4 = g € R", X, = Xy, Xp = Fgq, x =
[Xu, Xa, %0, xp]T y x € x con y = {D x R},

6.1. Diseno del Controlador

A continuacién se muestra el proceso de disefio de variables de
deslizamiento con grado relativo uno y dos y un controlador
nominal para sistemas Clase III.

Disefio para Grado Relativo Uno

Considere la siguiente variable de deslizamiento:

s =N (Buxy +x,) + Ag(Eaxg + xp), (6.2)
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dondes € R™, Ay = [Aut, .-, dum]’ € R™" Ai = [Auit, - - -, Auin] €
R™" A, = diag(d41, - .., dam) € R™™, B, = diag(oa1, ..., 0Tam) €
R™™ v &, = diag(oyi,...,0un) € R?". Paratodai = 1,my

J =1,n,los pardmetros o, duij, Oai Y dui SON pardmetros positi-
vos a disefiar. Ademés, para toda i = 1,m, es posible reescribir
(6.2) como

§i = /lui(Euxu + xv) + /lai(o'aixai + xbi)-

Debido a que la variable de deslizamiento depende explicita-
mente de las velocidades, x, y x5, se sabe que s tiene grado
relativo vectorial bien definido y al menos uno de sus elementos
es uno con respecto a alguna entrada de control.

La estabilidad del sistema, una vez que se alcanza un modo
deslizante, no es tan sencilla de comprobar. Para poder hacer el
analisis se considera el siguiente Lema

Lema 6.1 Suponga que los pardmetros de la variable de deslizamien-
to s, dada en (6.2), se eligen tal que la matriz

Ma(xy) = Myu(xy) + Mya(x,)¥1, Vx € D,

con¥; = -AJ'A, Yy D, € R = {x, € R"|x € x}, es definida
positiva o negativa. Entonces, en s = 0, la dindmica de del sistema
(6.1) se reduce a:

Xy = _C3(xu/ xv)xv - H(xu) - R(Xu)f - hZ(xu/ t)/ (63)
):7 = —E4J + Bxy, (6.4)

con:

C3(Xu, ) = My (4 )(Cue (X, o) + M (30)'P2),
R(xy) = M3 (xu) My (%) W3,
ha(%u, 1) = My (X)) Mua(xu) Pa(t),

H(xy) = My (xu)8ru(xu), B = AP,
W =[W21, -, Yoml Wi = =2 AuiBs,
Bi = By — 0ailn, W3 = A;'E,,

Wa(t) = [Yar (1), - .., YamO]1",

Uai(t) = 02 (xai(ty) + A5 Auixy (t,))e a1 i = 1, m.

Existe una relacién entre los resultados para sistemas Clase II
y III. Note que la estructura de las ecuaciones (5.1) y (6.3) son
similares, con la diferencia de los términos R(x,)¥ y ha(x,,t) en
(6.3). En esencia, la ecuacién (6.3) puede ser vista como una
version forzada de (5.1). Esto es debido a que (6.2) tiene una



estructura similar a (5.2), considerando filtros pasa bajas de las

posiciones en lugar de las variables de posicién.

El problema se ha convertido en el estudio de la estabilidad
del origen de (6.3). Para analizar la estabilidad, se propone el

siguiente teorema:

Teorema 6.1 Suponga que, para toda [x, x117 € D, las siguientes
condiciones sobre los pardmetros de la variable de deslizamiento
(6.2) se satisfacen:

i) Los pardmetros Ay A, son elegidos de acuerdo al Lema 6.1.
ii) Los pardmetros Z y E, se eligen de tal forma que

C3(xuzxv) > 01
R||B
Amin(C3(xy, X)) > g_ H/

a

R = max IR(x)l, Ta = min(o;).
Vx, €D i

iii) El término H(x,) es tal que H;(x,) es monétonamente cre-
ciente con respecto de x,; con H;(0) = 0.

Entonces, todas las trayectorias del sistema (6.3)—(6.4) estdn acota-
das. Ademds, si

1
lim HT (ax,)x,da = oo,
Jim [ @,

donde la notacion 0, representa la frontera del conjunto P,,
entonces [xL, xI'|T" = 0 es Asintéticamente Estable.

Comentario 6.1 Las condiciones i) y ii) del Teorema 6.1 de-
ben ser cumplidas por disefio, mientras que la restriccion iii)
representa una condicién estructural en el sistema. Esta con-
dicién es necesaria para asegurar que el origen de (6.3) sea un
punto de equilibrio estable, lo cual puede ser verificado por
medio del Teorema de Lagrange-Dirichlet [37] considerando

una energia potencial dada por /01 HT (tx,)x,dT.

Comentario 6.2 Note que H(x,) = M5 (x,)gru(x,). Entonces,
una condicién suficiente para la estabilidad asintética del
origen de (6.3)-(6.4) es que Amax(Ma(x,)) — 0, para Mp > 0,
o bien Ammn(Mz(x,)) — 0, para M, < 0, conforme x, — 09D,,.
Ademés, se puede considerar el hecho contrario: El conjunto
2, puede ser definido de tal manera que Amax(M2(x,)) = 0
para toda x,, € 09,, para M > 0, 0 Amin(M2(x,)) = 0 para toda
Xy € 09, para M, < 0.

6.1 Disefio del Controlador
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30: Utilizando argumentos simila-
res a los propuestos en este capitulo
es posible generalizar el resultado
del Capitulo 5 al caso MIMO. Sin
embargo, no se tiene conocimiento
hasta el momento de un sistema MI-
MO que cumpla con las condiciones
necesarias.

El proceso de disefio para los pardmetros de la variable de des-
lizamiento estd basado en relaciones algebraicas; por lo tanto,
en presencia de incertidumbre paramétrica, la variable de des-
lizamiento puede ser construida considerando el peor de los
casos.

Una vez que la estabilidad de la dindmica de modo deslizante
se ha probado, se propone el siguiente control nominal

-1
7= A+ Aaga| |- AaGaxs + f) - AGx + £+, (65)
con el que se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado.

S:v+(Aaga+ATgu) dy =V +0y. (6.6)

Tome en cuenta que (6.6) puede ser reescrita como®

$i =vi + (Sxi, (67)

lo que implica un desacoplamiento de la dindmica para cada
variable de deslizamiento. Por lo tanto, es posible realizar el
disefio de los controladores robustos sin necesidad de utilizar
algoritmos multivariables, como aquellos propuestos en [38] y
[39]. Por lo tanto, v; puede ser disefiada como un controlador
Super-Twisting.

Grado Relativo Dos

Considere la siguiente variable de deslizamiento

t
s=A, Ea/ Xq(T)dT + x4(2)
0

+ Ay,

Eu /t xu(T)dT + xu(t)], (6.8)
0

y observe que al tomar la primer derivada temporal de (6.8), se
obtiene
§ = Ay(Buxy + ) + Na(Egxq + xp),

i.e. la variable de deslizamiento (6.2); por lo que cada elemento
de (6.8) tiene grado relativo dos con respecto a algtin elemento
de 7. Ademés, si el control robusto asegura un modo deslizante
de orden 2, i.e. el controlador asegura que tanto (6.8) como su
derivada sean llevadas a cero en tiempo finito, la restriccién

Au(Euxy +x0) + Aa(Eaxy +xp) =0,



se cumple después de un tiempo finito.

Note que las conclusiones del Lema 6.1 y el Teorema 6.1 hablan
sobre la convergencia del sistema bajo esta condicién. Por lo tan-
to, la dindmica del sistema se reducira a (6.3)—(6.4) y la seleccién
de pardmetros descrita por el Lema 6.1 y el Teorema 6.1 asegura
la estabilidad del origen de (6.1) en el modo deslizante.

Entonces, si el control nominal (6.5) se aplica al sistema (6.1), se
obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado

-

Note que, en (6.9), el grado relativo de s es igual a dos; por lo que
v puede ser disefiada de acuerdo a alguno de los controladores
continuos para sistemas con grado relativos dos.

d

dt

Ry
V+ 0y

S
v+ [Aaga + ATgu] dy

. (69)

6.2. Discusion

Para los sistemas Clase III, a diferencia de los sistemas Clase
I, se utiliza el mismo control nominal y se tiene la misma di-
ndmica en el modo deslizante, tanto para grado relativo uno,
como para grado relativo dos. Este hecho permite comparar los
controladores de una manera mas sistemaética.

Ademés, si se consigue la estabilidad asintética de x, y x,, de
(6.8), es posible ver que el esquema para grado relativo dos
impone la siguiente restriccion integral sobre el sitema:

t t
AaEa/ xq(T)dT = —AMTEM/ xu(T)dT.
0 0

Note que el método propuesto para grado relativo dos requiere
la extension de la dindmica del sistema. Sin embargo, a diferencia
de los esquemas Lipschitz continuos, donde la extensién se hace
considerando la derivada de la sefial de control (véase, e.g. [40]),
en el método propuesto, el orden se aumenta considerando la
integral de las posiciones del sistema, lo que elimina la necesidad
del conocimiento de las perturbaciones.

6.3. Resultados de Simulacion

En este apartado se muestran resultados en simulacién para
probar la aplicabilidad de la metodologia en sistemas Clase

6.2 Discusion

37



38 6 Control de Sistemas Clase 111

F——4
Figura 6.1: Representacién esque-
matica del sistema carro-péndulo

III.

Con el fin de mostrar la efectividad del esquema propuesto, se
mostraran simulaciones en el sistema carro-péndulo para los
esquemas de grado relativo uno y dos.

Para mostrar la aplicabilidad de la técnica en sistemas MIMO,
se muestran simulaciones en el sistema de gria de 4 GDL.

Sistema Carro-Péndulo

Considere la dindmica de un sistema carro-péndulo (véase la
Figura 6.1). Este sistema consiste de un péndulo libre de rotar
montado en un carro cuyo movimiento se restringe a un eje. La
dindmica de este sistema esta descrita por:

@ B cos (qu)
B cos (qu) Y

Gu + fVHQu —7sin (QM)

da foxGa — Bsin(qu) 42
0

T+d,y

7

donde ¢, representa el desplazamiento del carro, g, es la po-
sicion angular del péndulos, T representa la fuerza aplicada al
carroy «, 8, v, 1, fvo Y fux son los pardmetros del sistema.

Este sistema cumple la Suposicién 2.1 para todo g, € (-, ), por
lo que el sistema pertenece a Clase III. Los pardmetros conside-
rados en los experimentos son:

a=0052, f=0.111, y = 2.608, n = 1.094, f,p = 0.03, .\ = 6.33.

Para el disefio de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (6.5) y la
variable de deslizamiento (6.2). Para el disefio de grado relativo
dos se considera el controlador CST (3.5), junto con el control
nominal (6.5) y la variable de deslizamiento (6.8).

Los pardmetros de la variable de deslizamiento estdn dados
por:
=1, 1, =0.7363, o, = 2.6877, = = 5.3753.

La sefial de perturbacién considerada estd dada por: d,(t) =
5.25sin(37xt) + 1. El parametro k., del controlador CST se consi-
dera unitario, mientras que los pardmetros k1 y k» para ambos
controladores se consideran iguales y estdn dados por:



6.3 Resultados de Simulacién

La Figura 6.2 muestra las variables de posicién para cada expe-
rimento. El controlador CST muestra un mayor sobreimpulso
comparado con el controlador Super-Twisting. No obstante, el au-
mento de la precisién en el control a la salida resulta aparente.

%10 ‘ _ ‘CST
— N _— J e Super-Twisting |
32 33 34 35
31 . 32 L 33 34, 35
20 30 40 50
Tiempo [s]

La Figura 6.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamien-
to s y la sefial de control. En esta figura se puede observar una
mayor precision del controlador CST con respecto al controlador
Super-Twisting; sin embargo, note que el tiempo de convergencia
del controlador Super-Twisting es menor con respecto al controla-
dor CST. La diferencia en tiempos de convergencia es la razén de
la diferencia en el comportamiento de las variables de posicion.
Con respecto a la sefial de control, las respuestas parecen ser
casi idénticas debido a la similaridad de las estructuras de los
controladores.

| T
5 %10 —CST

e Ll d i e Super-Twisting |

e

32

35

-20 1,

10 20 30 40 50
Tiempo [s]

La Figura 6.4 muestra los valores RMS para las variables de posi-
cién y la sefial de control. En esta figura, como es de esperarse, se
aprecia una ventaja del controlador Super-Twisting con respecto
al controlador CST en la respuesta transitoria. Sin embargo, en el
estado estable, es posible apreciar que las respuestas para ambos
controladores es casi idéntica.

39

Figura 6.2: Variables de posicién pa-

ra el sistema Clase III SISO

Figura 6.3: Variable de deslizamien-

to y sefial de control para el sistema
Clase III SISO.
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Figura 6.4: Variables de posicién pa-
ra el sistema Clase III SISO

Figura 6.5: Representacién esque-
matica del sistema de grta conside-
rado

T
—CST i
..... Supe’r— Twisting

0 10 20 30 40 50
Tiempo [s]

Sistema de Grida de 4 GDL

Considere un sistema de gria de 4 GDL (véase la Figura 6.5).
Este sistema consiste en una carga suspendida por un cable
movida a través de un carro montado, sobre dos rieles, capaz de
moverse a través de los ejes x y y.

El objetivo de control consiste en llevar el carro a una posicién
deseada minimizando las oscilaciones presentes en la carga. La
dindmica del sistema puede ser descrita como (1.2) considerando
las siguientes definiciones [28]:

da = [X y]T, qu = [0 ﬁ]TI
My, = diag(mxr my)/ My, = diag()’(fz(ﬁ)/ Y),

M | @e®)e(B) —s(@)s(B)
e 0 ac(B) ’
— 0 —2yc(B)s(B0,
| yeB)s(B)o 0 '
| Cautr Cau?2 T
Cau L l O . S(ﬁ)ﬁ ’ Caa - dlag(ol 0)/

8ra(qu) = 10,01 gru(qu) := [ags(@)c(B), ags(B)c(0)],
=[f, £,

donde se utiliza la notacién s(-) = sin(-) y ¢(-) = cos(+), con cqy1 =
~a(s()c(B) + c(8)s(B)B) Y cauz = —a(s(0)c(B)B + c(8)s(B)0); x re-
presenta el movimiento sobre el eje x, y es la posicion en el eje
y, 6 es el angulo de la carga medido con respecto al eje x, 5 es
el angulo de la carga sobre el eje y, @ = m,l y y = m,I* son
pardmetros de la carga, m, representa la masa de la carga, el
riel sobre el eje x y el riel sobre el eje y, m, representa a la masa
de la carga y el riel sobre el eje y, m,, es la masa de la carga y /
representa la longitud del cable. Los pardmetros considerados
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para las simulaciones se muestran en la Tabla 6.1.

La matriz de inercias es singular cuando || = 7 0 |0 = F y el
tnico punto de equilibrio, para || < 7 y 0] < 5 es el origen. El
grado relativo de las variables subactuadas estd bien definido,
siempre y cuando la matriz de inercias sea no singular debido a
que la matriz

M; @®(c(B))*c(0)s(6)s(B)
y(c(B)as(0)s(B) M; '

con A como el determinante de la matriz de inercias comple-
ta, Mj = a(@®(c(B)? = myy)c(@)c(B) y My = a(c(B)’(-myy +
a?(c(0))?, no contiene una columna de ceros con |8] < Zylol<3
y las matrices M, 4, Cua V 8« dependen solamente de las varia-
bles subactuadas. Por lo que las condiciones de la Definicién 2.3
son cumplidas para toda || < 7 y |0] < 7.

Los valores de las ganancias del controlador Super-Twisting se
dan en la Tabla 6.2. Los pardmetros para la variable de desliza-
miento, los cuales cumplen con el Teorema 6.1, se dan en la Tabla
6.3.

Debido a que los puntos de equilibrio del sistema son inde-
pendientes de g, es posible llevar el el problema de disefio al
contexto de regulacion en las variables actuadas al considerar la
sefial de error e = x — x4, con x4 = [0,0, X34, X24]" y considerando
las derivadas de la sefial de referencia, x4, iguales a cero. Por lo
tanto, la dindmica del sistema no se ve afectada, sélo se trasladan
los puntos de equilibrio.

Para comprobar la robustez de la estrategia de control, la sefial
perturbadora d,(t) = d,(t) = 0.1sin(0.27¢) + 1 es considerada.

La Figura 6.6 muestra la posicién del carro para los ejes x y y. Es
posible ver que dichas sefiales tienden asintéticamente al valor
deseado. La posicion en el eje x presenta un ligero sobreimpulso,
sin embargo, ambas sefiales alcanzan la posicién deseada.

La Figura 6.7 muestra la respuesta de los angulos de la carga so-
bre el eje x y y, de arriba hacia abajo. La respuesta de 6 presenta
oscilaciones que tienden a decrecer, mientras que la respuesta de
B muestra una respuesta mucho mas rapida. Ademas, la ampli-
tud de dichas oscilaciones puede ser modificada por medio de
la seleccion de los pardmetros o,; y 07, aunque las oscilaciones
no desapareceran del todo.

La evolucién temporal de las variables de deslizamiento se mues-
tra en la Figura 6.8. Resulta evidente que el controlador propues-

Tabla 6.1: parametros del sistema de
gria.

my my mp [
26 16 1 035
kg kg kg m

Tabla 6.2: Pardmetros del controla-
dor Super-Twisting.

kit ki ko ko
1.88 1.73 11 0.59

Tabla 6.3: Parametros de la variable
de deslizamiento.

A1 Az A A Ada

0122 0 0 026 0.85

Ada2 011 022 Ogql Oa2

085 06 06 486 1.35
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Figura 6.6: Desplazamiento del ca-
rro

Figura 6.7: Desplazamiento angular
de la carga

T
— Desplazamiento
---Referencia

0 10 30 40 50

Tiempo |[s]

0.2

0 [rad]

oo
(SN

G [rad]

-0.2 I I I I
0 10 20 30 40 50

Tiempo |s|

to es capaz de llevar las trayectorias del sistema a la superficie de
deslizamiento incluso en la presencia de la sefial perturbadora.

Los esfuerzos de control se muestran en la Figura 6.9. Es impor-
tante notar que los esfuerzos son continuos y que las oscilaciones
presentes no son significativas.
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Figura 6.8: Variables de desliza-

miento para el sistema de griia

Figura 6.9: Sefiales de control para
el sistema de graa



33: Note que el esquema puede ser
usado también para el disefio de
controladores para sistemas Clase I
y II utilizando argumentos similares
a los presentados en este capitulo.

34: e.g. encoders incrementales,
GPSs y sistemas de vision.

35: El esquema HOSMO se basa en
el derivador de Levant [11], mien-
tras que el HO esta basado en un
esquema de derivaciéon homogéneo
porpuesto en [41].

Disefio de Controladores por
Realimentacién de Salida

En este capitulo se detalla la aplicacién de los controladores en
un esquema de realimentacioén de salida tomando como base el
disefio de los controladores para sistemas Clase 111 .

La aplicacién de controladores por realimentacién de salida es
muy atractiva en el contexto de control de sistemas mecdnicos.
Esto se debe a que, por lo general, dichos sistemas estdn dotados
de sensores para medir posicion, 34 Por lo tanto, la estimacién
de las velocidades es una de las tareas a cumplir. El enfoque mas
comun para la estimacion de las velocidades es la aplicaciéon
de filtros lineales, suponiendo que la salida del filtro representa
una estimacién de la velocidad. La mayor desventaja de esta
metodologia es que los filtros, al ser sistemas dindmicos, introdu-
cen dindmicas adicionales a la dindmica del sistema, las cuales
deben ser consideradas en el andlisis de estabilidad. Esta es una
tarea complicada.

Por esta razon, se detalla el proceso de aplicacién de dos esque-
mas de observacién basados en conceptos de modos deslizantes.
El primer esquema es denominado observador por modos desli-
zantes de alto orden (HOSMO) mientras que el segundo esque-
ma es denominado observador homogéneo (HO) . Las diferen-
cias tedricas entre los esquemas de observacién son cuantiosas.
Como se discutira a continuacién, la clase de perturbaciones y
los resultados de estabilidad de los controladores basados en
esquemas de observacion difieren drasticamente. Esto implica
que los contextos en los que cada esquema resulta beneficioso
son distintos.

7.1. Controlador por Realimentacion de
Salida basado en HOSMO

Considere el siguiente sistema

x| X2
o || fOx)+g0)(T+dy) | (7.1)

y =X,

donde y € R representa la salida del sistema, x := [x1, x2] € R?2
representa el estado del sistema, 7 € R representa una entrada
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al sistema, la que se considera conocida y d, es una entrada des-
conocida. Para estimar la informacién no disponible del sistema
(7.1), se considera el siguiente observador [11]:

1 2+ kiler ]

I X \ = | ¢+kaler]s + f(3, 2+ g7 |, (7.2)
¢ kelezi]°

con e; := x; — X; para toda i = 1,2. La variable £; representa

un estimado de la posicién, mientras que %, representa un es-

timado de la velocidad. El término ¢ es una variable auxiliar

y las constantes k1, k2 y k; son las ganancias del observador a
disefiar.

Se introduce la siguiente suposicién:

Suposicién 7.1 Existe una constante ¢ > 0 tal que la siguiente
desigualdad se cumple:

d -
—§l<¢,
dt =<

donde é := f+d,cond := g(y)dy,y f:= f(y,x) = f(3, ).

Comentario 7.1 La suposicién 7.1 implica que, tanto las ace-
leraciones del sistema, como las velocidades, estan acotadas.
Esta restricciéon siempre se satisface en sistemas fisicos, ya
que los actuadores no pueden proveer aceleraciones ni veloci-
dades desacotadas. Para sistemas mecanicos, esta restriccion
puede ser violada cuando la velocidad cambia de signo, debi-
do al efecto de la friccién de Coulomb. Sin embargo, esto es
cierto s6lo en instantes de tiempo aislados.

Considere e := [eq, €3, e{]T con ey = 0 — . Entonces, el siguiente
teorema describe las propiedades de convergencia del observa-
dor.

4 )

Teorema 7.1 3¢ Suponga que el observador (7.2) se aplica al siste- 36: La demostracion de este teore-
ma (7.1) y que la Suposicion 7.1 se satisface. Si las ganancias del ma puede encontrase en [11].
observador se eligen de acuerdo a:

ky =263, ky = 15¢7, ky = 11€, (7.3)

Lentonces, el error de estimacion, e = 0, es Estable en Tiempo Finiifo.J

Comentario 7.2 El Teorema 7.1 implica que las sefiales %1, X»
y ¢ convergen en tiempo finito, y de manera exacta, a x1, x2 y
5, respectivamente.
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7 Disefio de Controladores por Realimentacion de Salida

Diseiio del Controlador

Para considerar solamente informacién de salida en el disefio del
controlador, se propone la siguiente variable de deslizamiento:

S=A, Euxy +x,)+Ag (BEgxa + Xp), (7.4)

con £, = [£2,..., 82,17 y £ = [f2n42, - - -, $2(n+m)] - De acuerdo al
Teorema 7.1 se tiene que §(¢) = s(¢), para todo ¢t > T. También, de
la misma manera que se comenté en el capitulo 6, la variable de
deslizamiento puede reescribirse como

§i = Aui (Buxy + %) + Aai(0aiXai + Xpi), Yi =1, m.

Se considera la siguiente ley de control

r = (Mugu®) + Aaga®))  (From +v), 75)

con 7., dada por:

1 A
‘i\'nom = _Aa(Eajeb + Koa rea_l 5+ fa(yr x))
s 1 ~
—AuEuky + Kouleu]s + fu(y, X)), (7.6)
donde Kza = diag(kz(n+1), ceey kz(,H.m)) y Kzu = diag(kz, ey an)-

La dindmica de § esta dada por:
§=Ag(la+Zaep)+ Ay(ly +Zey)+v =v+6, (7.7)

con gu = [é,l/ s gn]T/ ga = [§n+1/ ceey {n+m]T y 5 = [51/ ce zgm]T-
Por lo tanto, v puede ser disefiada como un controlador Super-
Twisting.

7.2. Controlador por Realimentacion de
Salida basado en HO

Para el sistema (7.1), se considera el siguiente observador homo-
géneo [41]:

[ % } _ [ ®2 + kq |—€1Jﬁ 78)

A 1- 4
2 kale1) T + f(y, %)+ g)T

donde e; := x1 — £, £ y X2 como estimaciones de posiciéon y
velocidad, respectivamente; las constantes k; son las ganancias
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del observador a disefiar, i = 1,2 y 1 € (0,1). Para cualquier y €
(0,1) la dindmica de observacién (7.8) es nolineal y continua.

Se introduce la siguiente suposicién.

Suposicién 7.2 Existe una constante ¢ > 0 tal que la siguiente
desigualdad se satisface:

6| < ¢, (7.9)

(o3t}

coné:=f+d,d:=g(y)dy f:=f(y,x) - fi(y, %)
Comentario 7.3 La suposicion 7.2 implica el acotamiento de
las velocidades del sistema. Ademads, la Suposicién 7.2 difiere
de la Suposicién 7.1 al requerir el acotamiento de los términos
de perturbaciéon del observador, a diferencia de la Suposi-
cién 7.1, donde se supone que dichos términos son Lipschitz
continuos.

Se define e := [e1, e2]" . Entonces, el siguiente teorema habla de
las propiedades de convergencia del observador.

& )

Teorema 7.2 % Suponga que el observador (7.2) se aplica al sistema 37: La demostracion de este teore-
(7.1) y que la suposicién 7.2 es satisfecha. Si las ganancias se eligen ma puede encontrase en [11] y [41]
de acuerdo a:

ky = 1562, ky = 1.1¢, (7.10)

y u € (0,1); entonces, el error de estimacion, e, es Entrada-Estado
LEstable con respecto a é.

J

Comentario 7.4 A diferencia del HOSMO, que provee con-
vergencia exacta y en tiempo finito del error de observacion,
el HO provee estabilidad entrada estado. Esto significa que
la magnitud del error de observacién estard en funcién de la
cota méaxima de la sefial de perturbacion. Si se eligiera el valor
de u =1, el HO tomaria la forma de un observador basado en
un derivador Super-Twisting, pudiendo concluir estabilidad
en tiempo finito del error de observacién. Sin embargo, como
se vera a continuacion, esta eleccién volveria la ley de control
resultante en una sefial discontinua.

Disefio del Controlador

Se considera la siguiente variable de deslizamiento

S=Ay Euxy + %)+ Ay (Exg + %)), (7.11)
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38: Notequeenelcasoenque =1,

lp Llp
los términos [eq] T+ y [e, |+ se-
rian discontinuos. Esto implicaria la
discontinuad de la sefial de control.

P N ~ 1T N N N T
con %, = [X2,...,%2.]" y &b = [X2042,. .., R2(n+m)]" - Note que la
variable de deslizamiento puede reescribirse como

§i = Aui (Buxy + )’C\\,) + Aai(CaiXai + ),C\bi)/ Vi=1,m.

Por lo tanto, la ley de control

_1 .
7= (Augu) + Aaga®)  (From+v),  (712)
con T,om dada por
1-p
Thom = _Aa(Eafb + K>, reaJ T+ fa(y/ f))
= Au(Buky + Kaulew) T + fu(y, %), (7.13)

y Koy = diag(ka(us1y, - - -, konem)) Y Kou = diag(ko, . . ., kon)®® .

La dindmica de § esta dada por:

= Ay (Baep +6,) + Au(Bue, +6,)+v =v+4, (7.14)

U

condy = [61,...,6n)", 64 = [On+1, -+, Opsm]’ Y6 = [61,...,6m]".
Por lo tanto, v puede ser disefiada como un controlador Super-
Twisting.

Comentario 7.5 La aplicacion del controlador disefiado ase-
gura que se alcanza el conjunto § = 0 en tiempo finito. Es
posible comprobar, mediante la definicién del error de obser-
vacién, que s = § + Agep + Aey; por lo tanto, el alcanzar un mo-
do deslizante en la superficie § = 0, significa que s = ey + ey;
debido a que la estabilidad en s = 0 ha sido probada anterior-
mente, y al hecho de que el HO es Entrada-Estado Estable
con respecto a las perturbaciones, se comprueba, mediante
argumentos clésicos, que las trayectorias del sistema estan
acotadas.

Comentario 7.6 Para la aplicacién de controladores para gra-
do relativo dos, es posible considerar la variable de desliza-
miento como la integral con respecto del tiempo de (7.11),
como fue comentado en el capitulo 6.

Note que para ambos casos, los términos de perturbacién para
el controlador no sélo estan directamente relacionados con la
variable dy, sino que dependen del error de observacién, i.e.
las ganancias del controlador dependen de la seleccion de las
ganancias del observador. Esto implica que no se utiliza un
principio de separacién en el proceso de disefio.
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Note que la clase de perturbaciones considerada para cada ob-
servador es distinta. Mientras que el HOSMO requiere que la
sefial ¢ sea Lipschitz continua, el HO requiere que dicha sefial
esté acotada.

Para la aplicacién de los observadores en sistemas mecénicos,
esta diferencia es considerable. Si el sistema a considerar tiene
efectos discontinuos considerables, e.g. friccion de Coulomb, las
ganancias que estabilizan al error de observacion del HOSMO
deben ser muy grandes para poder aproximar de una manera
adecuada el comportamiento del fenémeno, lo que podria resul-
tar en aproximados muy ruidosos, o incluso, en aproximaciones
que no permitan la aplicaciéon de la técnica. Por otro lado, al
requerir solamente el acotamiento de la sefial §, el HO permite
la reduccién de las ganancias del observador con respecto al
HOSMO en este contexto.

Sin embargo, debe notarse que, de manera teérica, el HOSMO es
capaz de aproximar la perturbacién de manera exacta, mientras
que el HO es entrada-estado-estable con respecto a la perturba-
cion.

7.4. Resultados Experimentales

Con el fin de mostrar la aplicacién de la técnica detallada en este
capitulo, se muestran experimentos para sistemas Clase III en
realimentacién de salida.

Sistema Carro-Péndulo

Considere un sistema carro-péndulo (véase la Figura 7.1).

7.3 Discusion

Figura 7.1: Sistema carro-péndulo
experimental

49
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Los parametros de este sistema considerados en los experimen-
tos son:

a@=0052, f=011,y=26, =11, f,g = 0.03, forx = 6.33.

Para el disefio de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (7.12) y la
variable de deslizamiento (7.11). Para el disefio de grado relativo
dos se considera el controlador CST (3.5), junto con el control
nominal (7.12) mediante el proceso descrito en el Comentario
7.6.

Los pardmetros de la variable de deslizamiento estdn dados
por:
=1, 1, =0.7363, o, =2.6877, = = 5.3753.

Note que, para sistemas con coeficientes de friccién de Coulomb
altos la aplicacién de observador por modos deslizantes es com-
plicada, por lo que se utilizara el HO para la estimacion de las
velocidades. La sefial de perturbaciéon considerada esta dada
por: dy(t) = 5.25sin(37t) + 1 y se considera una variacién de k.,
como k, = {0,0.1,1,4}.

La Figura 7.2 muestra las variables de posicién para cada expe-
rimento. El controlador CST muestra un mayor sobreimpulso
comparado con el controlador Super-Twisting. No obstante, las
oscilaciones son amortiguadas considerablemente. Esto significa
que una estrategia de control més agresiva es utilizada y que se
obtiene un comportamiento mas rapido.

0.4 T T T T T

—GR-2, CST, k, = 4
— -GR-2, CST, k, = 1
—--GR-2, CST, k, = 0.1

Figura 7.2: Variables de posicién pa- )
ra el sistema Clase III SISO Tiempo [s]

La Figura 7.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamien-
to s y la sefial de control. En esta figura se puede observar una
mayor precisién del controlador Super-Twisting con respecto al
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controlador CST; este resultado parece contraintuitivo, sin em-
bargo, debido a que el CST es mads agresivo que el Super-Twisting
se espera un mayor nivel de oscilaciones una vez que se alcance
el modo deslizante real. Ademas, la senal de control del CST se
vuelve més oscilatoria conforme se incrementa el valor de k...

—GR-2, k, — 4- -GR-2, k, — 1--GR-2, k, — 0.1.--GR-1, ST

-2 “40 402 204 406 405 4 ]
0 10 Tiempo 3] 40 50
1001 GR 1 g —. 100 ‘—,.-GR—?, ko =1 “
Z o 2 0 AR
-100 -100
— 100——Gr2 %, 01 — 100 —er1 ST
Zo o JNAVVAMAMAMAMAMIMMNA 2. 0% UWAWIALMARAIA
-100 -100 : : : :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Tiempols] Tiempols]

La Figura 7.4 muestra los valores RMS para las variables de
posicién y la sefial de control. Aunque pareciera que el algorit-
mo Super-Twisting tiene una respuesta similar al CST en estado
estable, el CST tiene una respuesta mucho mejor en el transitorio
para valores suficientemente grandes de k. Las diferencias en
los valores RMS para la sefial de control muestran que el control
de segundo orden cancela de manera mds rapida la perturbacién.
Para el caso con k, = 1, la respuesta del CST parece empeorar.
Esto se debe, principalmente a que el carro no es capaz de alcan-
zar el cero debido al alto coeficiente de friccion seca; no obstante,
como se aprecia en la Figura 6.2, este error es menor a 3[cm], lo
que no es muy significante.

La Tabla 7.1 muestra los resultados del analisis cuantitativo
de los valores RMS. Estos resultados muestran que un valor
mayor de k, produce un mejor comportamiento en general. Sin
embargo, como se aprecia en la Figura 6.3, esta mejora implica
un mayor nivel de oscilaciones en la sefial de control y, por
ende, la eleccion de k- es critica en el contexto de aplicaciones
experimentales para un buen desempefio. Si este pardmetro es
pequefio, el CST no proveera un buen desempefio para igualar
al Super-Twisting; y conforme dicho pardmetro se aumenta, las
dindmicas pardsitas pueden causar un nivel considerable de
oscilaciones.

Sistema de Grida de 4 GDL

El esquema de control ha sido implementado en tiempo real por
medio de la plataforma experimental detallada en [28] (Véase la

Figura 7.3: Variable de deslizamien-
to y sefial de control para el sistema
Clase III SISO.
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Figura 7.4: Valores RMS para el sis-

tema Clase III SISO

Tabla 7.1: Analisis cuantitativo de
los resultados experimentales para
el sistema Clase III SISO

0 10 20 30 40 50
Tiempo |
méx(xRMs) min(xRMs) XRMS Promedio
GR-2, ks =4 0.156 0.023 0.039
GR-2, ks =1 0.186 0.046 0.063
GR-2, k, = 0.1 0.178 0.023 0.056
GR-1, ST 0.195 0.019 0.051
max(trys) | min(trys) | Tryus Promedio
GR-2, k; =4 26.025 15.759 17.353
GR-2, ks =1 24.435 16.624 18.156
GR-2, ks = 0.1 25.372 15.0125 19.039
GR-1, ST 26.204 14.355 17.82
Figura 7.5).

Los pardmetros considerados en los resultados experimentales
estdn dados en la Tabla 7.2. Los valores para las ganancias del
controlador Super-Twisting se dan en la Tabla 7.3. Las ganancias
de los observadores se calculan de acuerdo a (7.10), con los valo-
res de ¢; dados en la Tabla 7.4. Los pardmetros para la superficie
de deslizamiento estan dados en la Tabla 7.5, los cuales cumplen
con el Teorema 6.1.
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Se lleva el esquema de control al contexto de regulacién al de-
"y
considerando que las derivadas de la sefal de referencia, x4,s0n

finir una sefial de error e = x — x4, con x4 = [0,0, x34, X4g

cero. Por lo tanto, la dindmica del sistema no se ve afectada y
s6lo se modifica el origen de la parte actuada.

Para probar la robustez del controlador, las funciones f;(x) =
[M~Y(q)(=C(q, )¢ — g(g))]i, con M(q), C(q,q) and g(¢) como las
matrices del sistema completo, se supondran desconocidas y se
considera un segundo caso en el que se considera la sefial de
perturbacion d,(t) = d,(t) = 0.1sin(0.27t) + 0.05.

Las Figuras 7.6 y 7.7 muestran la evolucién temporal para las
variables de posicién linear y angular para el sistema, respecti-
vamente. El comportamiento del carro muestra muy poco sobre-
impulso y el efecto de la sefial de perturbaciéon parece afectar
solamente la respuesta transitoria del sistema. La respuesta pa-
ra las posiciones angulares presentan algunas oscilaciones que
tienden a decrecer. Esto es de esperarse debido a la forma de la
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Figura 7.5: Sistema de grta conside-
rado

Tabla 7.2: Pardmetros del sistema de
graa.

my my mp l
26 16 1 035
kg kg kg m

Tabla 7.3: Pardmetros del controla-
dor.

ki ki ko1 koo
0.19 0.017 0.335 0.055

Tabla 7.4: Pardmetros del observa-
dor

& & & &
30 50 7 4

Tabla 7.5: Parametros de las varia-
bles de deslizamiento

dindmica residual, la cual tiene la estructura de una ecuaciéon A1 A Ay Aw Aa
de Liénard, la cual es una generalizacién del oscilador de Van 0735 0 0 0118 09
Der Pol. Como es de esperarse, el término de perturbacién incre- 1o O0u Om  0a Om
menta la amplitud de las oscilaciones. Sin embargo, para ningtin 09 01 01 189 29

caso estas oscilaciones son mayores a 0.05 [rad].

Los esfuerzos de control y las variables de deslizamiento se
muestran en las Figuras 7.8 y 7.9. El efecto de chattering es peque-
no y las sefiales de control son continuas. El controlador presenta
oscilaciones de mayor amplitud ante la perturbacién externa,
esto es una consecuencia de la compensacion que debe realizar
el controlador. Para las variables de deslizamiento se observa
que estas no alcanzan el cero exactamente, sino que se llega a
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Figura 7.6: Variables de posicién del
carro para el sistema Clase III MI-
MO

Figura 7.7: Variables de posicién an-
gular para el sistema Clase III MI-
MO

T T T
7—N0 Perturbado---Perturbado- -Referencia

0 10 20 30 40 50
Tiempo |3

—No Perturbz‘ido—--Perturba(‘io

Tiempo |[s]

un conjunto cercano. Esto se debe a efectos de discretizacion y
ruidos en las mediciones. Atn asi, incluso en presencia de una
perturbaciéon no desvaneciente, las variables de deslizamiento
son llevadas a una region relativamente cercana al cero.

Los valores RMS de las variables de posicion en los ejes x,es decir
(x,0),yy,(y,B), asi como de las sefiales de control se muestran
en las Figuras 7.10 y 7.11. Para el caso perturbado los valores
RMS de las sefiales de control es, en general, mds grande. Esto es
una consecuencia de la compensacién activa de la perturbacién.
Para los estados existe una diferencia en la respuesta transitoria
pero las trayectorias tienen un valor RMS muy similar en estado
estable. Esto demuestra la robustez del controlador.
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Figura 7.8: Variables de desliza-

miento para el sistema Clase III MI-
MO

Figura 7.9: Sefiales de control para
el sistema Clase III MIMO

Figura 7.10: Valores RMS de las va-

riables de posicion para el sistema
Clase III MIMO

Figura 7.11: Valores RMS de las se-

fiales de control para el sistema Cla-
se Il MIMO
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Conclusiones

En este documento se aborda el disefio, andlisis y evaluacién
de técnicas de control robusto para la estabilizacién de sistemas
subactuados. Las técnicas propuestas aseguran la estabilidad del
sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones Lipschitz
continuas.

Durante el proyecto de tesis se han alcanzado los siguientes
resultados:

» La caracterizacion de tres clases de sistemas subactuados
que permite el disefio de leyes de control sin utilizar trans-
formaciones no lineales.

» El disefio de leyes de control continuas basadas en concep-

tos de modos deslizantes.

El andlisis de estabilidad de los métodos propuestos.

» La aplicacion de las técnicas en simulacion.

» La implementacién experimental de los resultados en el
contexto de realimentacién de salida a partir de observa-
dores homogéneos y por modos deslizantes de alto orden.

v

Como resultados académicos se han obtenido los siguientes
productos a lo largo del proyecto de tesis:

» La participacion en tres congresos nacionales y uno inter-
nacional.

» La publicacion de tres articulos en revistas JCR y la sumi-
sién de uno mas, también en revista JCR.

8.1. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro es posible considerar la aplicacién experi-
mental de los controladores para sistemas Clase Iy II, asi como la
propuestas de clases distintas a las mostradas en el documento
para agrandar el rango de aplicacién de los resultados mostra-
dos. Ademés, seria beneficioso estudiar la generalizacion del
problema al caso de seguimiento de trayectorias.
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Prueba de los Resultados del
Capitulo 4

A.1. Prueba del Teorema 4.1

Si se alcanza un modo deslizante, (4.2) implica que la dindmica
(4.1) se restringe a

J4 = —C171 — C272 — C373.

Esta ecuacion representa una dindmica lineal, la que puede ser
reescrita como z = A,z with z = [z1, 22,z3]" con la definicién
de A,, dada en (4.3). Por lo tanto, si A,, es Hurwitz, de la defi-
nicién de z1, 22 y z3, se tiene que x, = 0 es exponencialmente
estable. Debido a la restriccién iv) de la Definicién 2.1, se con-
cluye la estabilidad asintética de x, = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.2. Prueba del Teorema 4.2

Si un modo deslizante es alcanzado, (4.7) impone una resctric-
cién sobre la dindmica (4.1), la cual implica que las trayectorias
del sistema se desarrollen de acuerdo a la dindmica

73 = —C121 — 222

Esta ecuacién representa una dindmica lineal, la cual puede ser
reescrita como z = A,z, con z = [z1,22,23]7 y con la definicién
de A, dada por (4.8). Por lo tanto, si A, es Hurwitz, de la defini-
cioén de z; y zp se tiene que x, = 0 es exponencialmente estable.
Ademas, debido a la restriccién iv) de la Definicién 2.1 se con-
cluye la estabilidad asintética de x, = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.3. Prueba del Teorema 4.3

Suponiendo que las trayectorias del sistema alcanzan un modo
deslizante se tiene que, debido a (4.11), la dindmica de (4.1) se
colapsa a

73 = —C171 — C222.
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Esta ecuacion representa una dindmica lineal, la cual puede ser
reescrita como z = A,z, con z = [z1, 22, 23] y con la definiciéon
de A,, dada en (4.12). Por lo tanto, si A, es Hurwitz, de la defini-
cién de z; y 22 se sabe que x,, = 0 es exponencialmente estable.
Ademas, debido a la restriccién iv) de la Definiciéon 2.1 se con-
cluye la estabilidad asintética de x, = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.4. Prueba del Teorema 4.4

Suponiendo que las trayectorias del sistema alcanzan un modo
deslizante se tiene que, debido a (4.14), la dindmica de (4.1) se
colapsa a

2 = —€121-

Esta es una ecuacion lineal de primer orden. Por lo tanto, si
c1 > 0, se tiene que x, — 0 exponencialmente. Ademads, debido
a la restriccion iv) de la Definicién 2.1 Se concluye la estabilidad
asintética de x, = 0. Con esto se concluye la prueba.



Prueba de los Resultados del
Capitulo 5

B.1. Prueba del Lema 5.1

Se asume que un modo deslizante de tercer orden se alcanza en
la superficie s = 0, i.e. s(t) = $(t) = §(¢t) = 0, para todo ¢t > 1, > 0.
Esto implica que la siguiente relacién es cumplida en tiempo
finito

Xg =A%y, xp = A%x,, Xp = A%,

Entonces, la primera ecuacién de (1.2) puede ser reescrita co-
mo

Moy (X, A x0) %y + My (X0, A x) A %y + oy (x0, A Xy, X0, A% X,) 2,

+ Cua(xu/ /l*xu/ Xy, /l*xv)/l*xv + gru(xu/ /1*)6,,,) =0.

Por la definicién de M»(x,), se tiene que

Mo (xy,) %y + Cuu(Xy, /l*xu/ Xy, /l*xv)xv + &ru(Xu, /l*xu)

+ Cua(xur /l*xur Xy, /l*xv)/l*xv =0,

La cual puede ser expresada como (5.3). Debido a que M, =
My (X0, A xy) + Mya(xy, ¥ x,)A*, si su inversa existe, ésta puede
ser expresada por medio de la formula de Sherman-Morrison
[42], i.e.

ML e, 2% %x0) My (0, A* ) A M H(x, A% %)
1+ /I*Ml;l} (xu/ /l*xu)Mua(xu/ /1*)6,,,)
+ M;l(xu, A*x),

u

Mz_l(xu) ==

la cual es no singular si la relacién
/luTMua(xu/ /l*xu)MlL}(xu/ /l*xu) # Aq

es cumplida. Con esto se concluye la prueba.
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B.2. Prueba del Teorema 5.1

La ecuacién (5.3) es una ecuaciéon de Lié vectorial. Entonces, se
considera la siguiente Funcién de Lyapunov

1 1
V(xy, xy) = Exfxv +/O H(tx,) x,d. (B.1)

Debido a que sign(H;(tx,)) = sign(H;(x,)) = sign(x,;) para toda
7> 0,y H;(0) < Hi(x,), para toda x, € D, = {x,|[x],xI]" € B},
se tiene que el integrando del segundo término es positivo con
respecto a x, € 9,. La integral se desvanece solamente para
x, = 0y ésta se incrementa con respecto a x, y 7. Por lo tanto,
(B.1) es positiva definida para todo [x1, xI]" € @, x R".

La derivada de V estd dada por:

V= [M_lgu(xu)]Txv - x?;(CZ(xu/ Xy)X, + Mz_lgu(xu)/

= _X§C3(xu/ xv)xv~

Debido a que la matriz C; es definida positiva, la derivada de
la funcién de Lyapunov es semidefinida negativa. El conjunto
para el cudl la derivada de la funcién de Lyapunov se desvanece
estd dado por x, = 0. Esto implica, por medio del principio de
invarianza [30], que x, — 0 conforme t — oo, por lo que las
trayectorias del sistema convergen a un punto de equilibrio del
sistema en lazo abierto.

Ademas, debido a que la derivada de la funcién de Lyapunov
es negativa semidafinida, se sabe que (B.1) estd acotada. Si se
cumple la condiciéon /01 HT(0x,)x,d0 — o, conforme x, — 0D,
esto implica que toda trayectoria que empiece dentro de &, debe
permanecer en dicho conjunto; debido a que el origen es el tinico
punto de equilibrio de (5.1) dentro de &, esto implica que las
trayectorias del sistema serdn asintéticamente estables.
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Capitulo 6

C.1. Prueba del Lema 6.1

Suponiendo que se alcanza un modo deslizante en la i—ésima
superficie de deslizamiento, s; = 0, i.e. 5;(¢) = §(t) = 0, para todo
t >t >0ei=1,m. Estoimplica que

Xbi = —OgiXai — /l;}/lui (Euxu +Xy), (Cl)
y por lo tanto

Xpi = —0aiXpi — /l;}/lui (Euxy + %) (C2)

Sustituyendo (C.1) en (C.2), se obtiene

) Oui . Aui Aui .
Xbi = O-czlixai + %ﬂuiduxu - /l_mBixv - /l_mxv' (C3)

ai ai ai

La ecuacion (C.1) representa un sistema lineal de primer orden

con x, como salida y x, como una entrada filtrada. Entonces,

tomando la transformada de Laplace de (C.1), se tiene que
Aui _ AuiBix, + C(tr)

xai(p) = -5 Xu

/lai Aai(o_ai +P) ’ (C4)

con p como el operador diferencial en el dominio de la frecuancia,
c(ty) = x4i(ty) + Auixyu(t,) y t, como el tiempo de convergencia del
algoritmo de modos deslizantes. Entonces, se define y; como la
solucién a la ecuacién diferencial

Vi = —=0q;iyi + AuiBixy. (C5)

Tomando la transformada de Laplace de (C.5), sustituyendo en
(C.4) y calculando la transformada inversa, se tiene que
A,:

1
Xai(1) = c(ty)e @it — 2, (1) + —yi.
/lai /lai
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Por lo tanto, al sustituir x,; en (C.3), se obtiene

Xpi = O'iie_o—ai(t_tr)c(lr) + al i
ai
/lui /lui /lui .
+ i—Bjx, — —Bjx, — —Xx,. (C.6
Tai L iXu L iXy A Xy ( )

Se define ¥; = o y; + ﬁ—szixu, por lo que (C.6) puede ser rees-
crita como xp; = Y (1) + Y3i Ji + Y3ixy + Yk, CON §; = =070 i +
AiBix, = —Oaiyi — AailpZixv-

Se considera la funcién
n(x) := xp = Y14, + Yox, + V35 + WY4(2), (C.7)

y sustituyendo (C.7) en (1.2), la ecuacién para g, arroja

MZ(xu)xv + CZ(xu/ xv)xv + Rl(xu)y
+ &ru(%xu, 1) + h1(xy, 1) =0, (C.8)

con Mp(x,) = Myu(xyu) + Mya(x,)¥1, Co(xu, xv) = Cuulxu, xy) +
Mua(xu)lPZI Rl(xu) = Mua(xu)lPS y hl(xu/ t) = Mualllél(t)-

Una condicién suficiente para que M, sea definida de signo es
que Amin(Myu) > Tmax(Mua¥1) 0 que Amax(Myu) < Omin(Mya'¥1)
[43]. Debido a la suposicién 2.1, Se sabe que los autovalores de
M, son positivos y acotados. Para el caso en que dim(x,) <
dim(x,), el producto M ,M,, € R™™ es semidefinido positi-
VO y su rengo es n; ademds, debido a que ¥; es de rango n,
Omin(Mya'¥1) = 0, 1o que significa que A, y A, deben cumplir con
la primer condicién. Por otra parte, cuando dim(x,) > dim(x,) el
producto M1, M,, € R™™ es definido positivo, ya que el rango
de éste es m; ademas, debido a que el rango de ¥; es m, se tiene
que omin(Myuq'¥1) > 0, entonces es posible elegir A, y A, de tal
forma que cualquiera de las dos condiciones sea cumplida. Por
lo tanto, es posible escribir la dindmica de x,, de acuerdo a (6.3)
y (6.4). Con esto se concluye la prueba.

C.2. Prueba del Teorema 6.1

La dindmica (6.3)—(6.4) puede ser vista como un par de siste-
mas interconectados. Por lo tanto, se debe comenzar analizando
comportamiento de cada sistema sin interconexiones. Es decir,



el comportamiento de

Xy =— CS(xu/ xv)xv - H(xu) - hZ(xur t)/

[1]

y:‘ =—-E4).

La estabilidad de la segunda ecuacién es estudiada por medio de
la funcién de Lyapunov Vi(y) = 57 P§, con PT = P > 0 como la
solucion a la ecuacion de Lyapunov AT P + PA = —Q, para alguna
0T =0 >0y A = -E,. Entonces, la derivada de la funcién de
Lyapunov estd dada por Vi = =570 § < —Amm(Q)||F|.

Para estudiar la estabilidad de la primera ecuacioén, se debe notar
que ésta tiene la forma de una ecuacién de Liénard vectorial,
noauténoma y forzada por el término /;(x,, t) [44]. Por lo tanto,
basdndose en [23] y [44], la siguiente funcién de tipo Lyapunov
serd considerada

V(t/ Xuys xv) =e /" X(T)dTV(xu/ xv)/

. 1 !
V(xu, xy) = zxf Xy + /O HT (0x,)x,d0 + 1,
x(t) = pve e,
con x(t) > ||ha(xy,t)||, para toda x, € D, y t > t,.. Entonces, una
posible seleccion de p1 y v estd dada por

p=  max 1My () Mua()ll,

v = mo 2 (x(t) + A, 0 xu (),
donde o = max o, x} (1) = MExX x4i(ty), Ay = min Ay, A*x,(t)
l l 13

> A,ix,(0), para todai = 1, m, y la equivalencia entre las normas
lal| < ml|la||lw, para toda a € R™, ha sido utilizada.

La existencia de u sigue de la Suposicién 2.1y v depende sola-
mente de pardmetros de disefio y condiciones iniciales.

La funcién V es estrictamente positiva e inferiormente acotada
para todo x,, x,, y t. Esto es una consecuencia del hecho que
H; es mon6tonamente creciente con respecto de x,; y H;(0) = 0.
Ademas, sign(H;(tx,)) = sign([H;(x,)]) = sign(x,;), para toda
7> 0,y H (tx,)x, < H' (x,)x,, para toda x, € &, = {x, €
R"|[xL,xI'T" € D} y 7 € (0,1]. Por lo tanto, el integrando del
segundo término es definido positivo con respecto a x,, € &,. La
integral se desvanece para x, = 0 y ésta incrementa para x, y
T.

C.2 Prueba del Teorema 6.1
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_fz: Y(T)dr %(e—rmtr —e

Se define y(z) = e =e7 e, Entonces, la deri-

vada de V esta dada por
V=0 = x (V).

v :)E(t) - xfC;;(xu, xv)xv - x\];hZ(xurt)

—x(t)( xlx, + / HT(Gxu)xud9+1)

B
<- &) x(t)(znxvn2 1) + Amm(@)nxvnzl,

7O min@le 1 + 4 (-1Y)

O],
yas (e—o'a ty —e

< —¢%a e )/lmin(cl’:)”xv”/

< = Anin(G3) | %, ]

~"

Por lo tanto, debido a que V es positiva y acotada por debajo y
V es no positiva para todo ¢ > ¢, V es no creciente. Entocnes, V
y, cCOmo consecuencia, V estan acotadas. Por lo tanto, las trayec-
torias del sistema estdn acotadas y, ya que x,, es absolutamente
continua, se puede aplicar el lema de Barbalat para mostrar que
x, — 0 conforme t — oo. Debido a que x, — 0, conforme t — oo,
x, debe alcanzar un punto de equilibrio del sistema en lazo
abierto.

Ademas, debido al acotamiento de V, si se cumple la condicién
fol HT(0x,)x,d6 — oo, conforme x, — 0D, esto implica que
toda trayectoria que empiece dentro de <%, debe permanecer
en dicho conjunto; debido a que el origen es el tinico punto de
equilibrio de (5.1) dentro de %, esto implica que las trayectorias
del sistema serdn asintéticamente estables.

Una vez que se ha establecido la estabilidad del sistema sin
interconexiones, se considera la funcién de tipo Lypaunov:

Vo = x(t) [V(t, Xy Xy) + ypr] ’
cuya derivada estd dada por

Vo= 0] = x (7 + 57 PY) + (7 + 57 Py + 57 P)|.

Evaluando a través de las trayectorias de (6.3)—(6.4), se tiene



que
VZ = )?(t) - X\T;Cfi(xur xv)xv - -x\];hZ(xul t) - X\T;R(-xu)y

— 5705 - xL BT Py — 37 PBx, — x(t)(V + 5" Py)|.

Si Q se elige como Q = ¢/, para alguna ¢ > 0, entonces P =
Por lo tanto

Vo < =1(0)| dmin(C3)l|1 % |1* + el 712

— (IRl + CIIBIIIIE;1II)|IXVIIII§II]-

4R

Eligiendo ¢ = 57 e sabe que
; . 2 TaR\ 1o
Va < —0) [ Amin €l P = 2Rl 151 + TP

Entonces, si Amin(C3) > —=— o existe una € > 0 tal que Amn(C3) =

RcllB” + €. Asi, se tiene que V, puede ser acotada inferiormente
como . 5

7 o o 5 9 2

V2 < &) - R(allwll = < 11511) - ellI?),
cona = ”B .Por lo tanto V5 < —€ j(1)||x,||*>. Finalmente, usando

argumentos similares al caso sin interconexiones, se asegura el

acotamiento de las trayectorias del sistema interconectado. Ade-
< . rl . e sy

mas, si /0 HT (0x,)x,, — oo, entonces el origen es asintoticamente

estable.

_ 1

C.2 Prueba del Teorema 6.1
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