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Resumen 

 

El objetivo de este proyecto es crear un controlador lineal analógico de dos grados de libertad, 

para probar la dirección asistida de los vehículos que se constituyen por este tipo de mecanismo. 

El trabajo de investigación de observadores y controladores aplicados al automóvil es uno de 

los proyectos anteriores a este modelo único, tomando en cuenta las dinámicas y variables del 

vehículo. Iniciando con un modelo matemático no lineal de cinco grados de libertad y haciendo 

algunas suposiciones se puede reducir a otro modelo matemático no lineal de tres grados de 

libertad y terminar con la deducción de un modelo sencillo que comprende dos grados de 

libertad en la parte lineal del vehículo. 

Todos estos modelos matemáticos, no lineales y lineales, presentados en la investigación del 

Doctor Sergio Sandoval, se estudian para compararlos entre sí, obteniendo un conocimiento 

significativo en cuanto a sus dinámicas. 

Además de la deducción de los diferentes modelos matemáticos, se deben de tomar en cuenta 

las perturbaciones ocasionadas por el viento que afectan la parte longitudinal, lateral y 

transversal del vehículo, pero no se considerarán en esta tesis, al ser un controlador lineal de dos 

grados de libertad, es decir, que solo se moverá en torno a los ejes “x” y “y”. 

También se propone una serie de controladores para cada uno de los diferentes modelos 

matemáticos. Demostrándose la estabilidad de cada controlador a través de la teoría de 

Lyapunov. 

Sin embargo debido a que los controladores necesitan la mayor información posible y en algunos 

casos los sensores de los vehículos son costosos o por el tamaño de los mismos es imposible 

colocarlos, se propone para esta tesis diferentes observadores que ayudarán a estimar algunas 

dinámicas del automóvil, además de establecer la estabilidad de cada observador por medio de 

la función de Lyapunov. 



 

Para dar certeza a esta tesis, se ha estudiado la tesis del Doctor Sergio Sandoval, con un gran 

énfasis en el estudio de la utilización del software Matlab-Simulink-CarSim, en el cual se simula 

una entrada del conductor demostrando que el vehículo se encuentra realizando pruebas de 

manejo conocidas como doble volanteo y entrada escalón establecidas por normas 

internacionales ISO-3880 e ISO-7401 respectivamente, con ello se pretende mostrar la 

formalización matemática y la simulación para los controladores y observadores no lineales y 

lineales diseñados en esta investigación. 

  



 

Abstract 

 

This project aims to create an analogic two freedom degrees linear controller, to prove the 

assisted direction of the type of vehicles made with this mechanism. The Dr. Sergio Sandoval´s 

research work dedicated to observers and controllers applied to the car, taking into account the 

dynamics and variables of the vehicle. Starting with a nonlinear mathematical model of five 

degrees of freedom and making some assumptions, it can be reduced to another non-linear 

mathematical model with three degrees of freedom and ending with the deduction of a simple 

model that includes two degrees of freedom in the linear part of the vehicle. 

All these mathematical models, nonlinear and linear, presented in this investigation are studied 

to compare them among themselves, obtaining a significant knowledge regarding their 

dynamics. 

In addition to the deduction of the different mathematical models, the disturbances caused by 

the wind that affect the longitudinal, lateral and transversal part of the vehicle are taken into 

account. 

A series of controllers is also proposed for each of the different mathematical models. 

Demonstrating the stability of each controller through Lyapunov´s theory. 

However, because the controllers need as much information as possible and in some cases the 

sensors of the vehicles are expensive or because of their size it is impossible to place them, this 

thesis proposes different observers to help estimate some dynamics of the car, besides 

establishing the stability of each observer by means of the function of Lyapunov. 

To give certainty to this thesis, the Matlab-Simulink-CarSim software was used, in which a 

driver input is simulated, demonstrating that the vehicle is performing steering tests known as 

double steering and step entry established by ISO 3880 and ISO international standards. 7401 



 

respectively, this is intended to show the mathematical formalization and simulation for 

nonlinear and linear controllers and observers designed in this research. 
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Capítulo 1 

1. Introducción 

En este nuevo siglo de desarrollos tecnológicos, los investigadores en el área de diseño de 

dispositivos aplicados al control del automóvil tienen que realizar propuestas diferentes para 

optimizar recursos así como realizar el análisis de modelos matemáticos que contengan las 

dinámicas del vehículo como son las aceleraciones longitudinal, lateral y angular de viraje 

[1], [2], [3], [4] donde, en estas dinámicas, se pueden imponer fuerzas y momentos que se 

reflejan en el automóvil de diferentes maneras [5], [6], [7]. 

Sin embargo también se debe de tomar en cuenta las aerodinámicas que influyen en el 

vehículo [8], [9], [10], así como el movimiento de guiñada o nombrado por sus siglas en 

inglés roll, que usualmente no es considerado en los modelos matemáticos del vehículo que 

utilizan suspensión no activa [11], [12], [13], pero que se debería incluir en el diseño del 

control. Además para los controladores de estas aceleraciones descritas en el primer párrafo  

de esta introducción se encuentran trabajos de investigación sobre estrategias de control 

diseñadas para tomar en cuenta la interacción entre el vehículo, el conductor y el medio 

ambiente en el que se conduce [14]. 

En algunos trabajos previos se ha buscado el control para la velocidad lateral y velocidad 

angular de viraje del vehículo en [1]; la aplicación de un control por retroalimentación de 

estados se ha realizado en [15]; así como en [16], [17], y [18], han trabajado sobre la 

aplicación de control no lineal en el volante para apoyar al conductor a realizar maniobras 

peligrosas y de alta velocidad, realizándolo por medio de un control activo que necesita 

obtener algunas variables que en forma práctica necesitan medición pero, al no tener los 

sensores para estas dinámicas se pueden estimar a partir de observadores [19], [20], [21] y 

[22]. 

Esta trabajo, al basarse en la Tesis del Doctor Sergio Sandoval Pérez, estará dedicada a la 

construcción de un controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentación de 

estados, el cual se establece en una de las distintas propuestas mediante modelos matemáticos 
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dinámicos de diferentes grados de libertad, que se utilizan para diseñar observadores no 

lineales y lineales que tienen implicados perturbaciones de viento [23], [24]; y que están 

enfocados a desarrollar a dichos observadores usando la información valida de la velocidad 

angular de viraje o nombrada por sus siglas en ingles yaw, para estimar la velocidad 

longitudinal, velocidad lateral y velocidad angular de guiñada. 

Como lo menciona el Doctor Sergio Sandoval Pérez en su tesis “Los observadores no lineales 

y lineales obtienen un error de convergencia exponencial de la estimación de las variables a 

las reales, además son robustos con respecto a variaciones de varios parámetros”. Uno de los 

parámetros que se mencionan es el coeficiente de fricción de la llanta con respecto al suelo, 

es de los más importantes porque su estimación puede ser difícil en el caso de sufrir 

variaciones en condiciones de cambio de rodado, es decir, al variar el tipo de suelo y la 

nomenclatura de la llanta (según sea la manufactura generada por la marca que la vende), el 

coeficiente de fricción no puede unificarse y/o pensarse como un valor estándar. 

Por otra parte, para obtener un control satisfactorio, las perturbaciones de viento deben ser 

consideradas para los controladores activos no lineal y lineal, además de existir las variables 

que tienen que ser derivadas de otras mediciones tal como la aceleración longitudinal, 

aceleración lateral, velocidad longitudinal  y ángulo de volanteo del conductor.  

Para esta investigación se proponen controladores lineales de diferentes grados de libertad, 

que calculen el ángulo correcto para que el vehículo no caiga en situaciones de sobreviraje 

por medio de una ley de control que se aplicará a un desplazamiento angular impuesto a la 

llanta, y también se demuestra matemáticamente la estabilidad de estos controles activos en 

el sentido de Lyapunov. 

Con la comprobación previa, generada en la tesis del autor ya nombrado, para el control de 

las variables analizadas del automóvil en dicha investigación, se simuló el sistema del 

vehículo, así como la estimación de las dinámicas y variables en dos software llamados 

Matlab-Simulink y Carsim. Una vez entendido el trabajo del Doctor Sergio Sandoval Pérez, 

es muy sencillo fabricar el controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentación 

de estados. 
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Finalmente, se hace mención de la manera en que se divide esta tesis: En el primer capítulo 

se tiene esta breve introducción, que continua con el segundo capítulo, en el que podremos 

apreciar el modelo físico del automóvil y se explican las dinámicas y variables del vehículo; 

el tercer capítulo está dedicado a las técnicas de la parte teórica de Lyapunov, que sirven 

como base para establecer la estabilidad de los observadores y controladores realizados, así 

como la parte fundamental de este trabajo de investigación, ya que hace referencia al diseño 

de los observadores y controladores no lineales y lineales, las simulaciones que muestran la 

señal de entrada del conductor (Doble volanteo y señal de entrada escalón), basadas en 

normas internacionales ISO de manejo, y los resultados obtenidos en de las diferentes 

dinámicas de los observadores y controladores en la parte no lineal y lineal del vehículo con 

sus diferentes grados de libertad; el cuarto capítulo contiene los resultados de la construcción 

del controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentación de estados; para 

finalizar, conclusiones y trabajos a futuro, además de las referencias bibliográficas utilizadas.  
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Capítulo  2 

2. Modelo físico de un automóvil. 

2.1. Análisis matemático. 

Un automotor es un vehículo con propulsión mecánica, el cual se mueve libremente por la 

superficie terrestre sin restricciones mecánicas o físicas para seguir una determinada 

trayectoria [25]; y se caracteriza por: 

o Conducción: Es la acción y efecto de guiar el automóvil.  

o Maniobrabilidad: Confianza al conducir debido a la estabilidad en las dinámicas. 

o Calidad  de sonido y vibración: Ruido, tren motriz, potencia y camino. 

o Suavidad  en el manejo: Aceleración, desaceleración y confiabilidad.  

Teniendo en cuenta que las características anteriores resultan de las dinámicas y variables 

del vehículo, éstas pueden ser establecidas con respecto a sus ángulos, velocidades, fuerzas, 

aceleraciones, momentos de inercia, etc. Sin embargo, el automóvil también puede ser 

representado como un modelo matemático, debido a sus dinámicas y variables, como se 

muestran en la figura 2.1, además de su nombre en la tabla 2.1. 

 

Figura 2.1: Dinámicas y variables del automóvil. 
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Para analizar la parte física del automóvil se tomará en cuenta el nombre de las dinámicas y 

variables del vehículo [26], [27], ofreciendo información que servirá para obtener el modelo 

matemático del automóvil, conocido como modelo de la bicicleta [6]. en éste se implementan 

algunas características físicas del vehículo.  

donde: 

Tabla 2.1: Nombre de las dinámicas y variables del vehículo. 

𝑚 Masa del automóvil (kg) 

𝐽𝑧 Momento de inercia del vehículo (𝑘𝑔𝑚2) 

𝑣𝑥 Velocidad longitudinal  (m/s) 

𝑣𝑦 Velocidad lateral (m/s) 

𝜔𝑧 Velocidad angular de viraje (rad/s) 

𝑎𝑥 Aceleración longitudinal en x (𝑚/𝑠2) 

𝑎𝑦 Aceleración lateral en y (𝑚/𝑠2) 

𝜔̇𝑥 Aceleración angular de guiñada (𝑟𝑎𝑑/𝑠2) 

𝜔̇𝑦 Aceleración angular de cabeceo o pitch (𝑟𝑎𝑑/𝑠2 ) 

𝜔̇𝑧 Aceleración angular de viraje (𝑟𝑎𝑑/𝑠2) 

𝛼 Ángulo de guiñada en x (rad) 

𝜃 Ángulo de cabeceo o pitch en y (rad) 

𝜓 Ángulo de viraje en z (rad) 

𝜔𝑥 Velocidad angular de guiñada (rad/s) 

𝜔𝑦 Velocidad angular de cabeceo o pitch (rad/s) 

𝑙𝑓 , 𝑙𝑟 Longitud  desde el centro del vehículo a la llanta frontal y trasera (m) 

𝛿 = 𝛿𝑑 + 𝛿𝑐  Ángulo de llanta-neumático (rad) 

𝐹𝑓,𝑥 , 𝐹𝑟,𝑥 Fuerza frontal y trasera longitudinal de la llanta (N) 

𝐹𝑓,𝑦 , 𝐹𝑟,𝑦 Fuerza frontal y trasera lateral de la llanta (N) 

𝐹𝑧 Fuerza en el eje Z (N) 
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2.2. Modelo de la bicicleta. 

El modelo de la bicicleta sirve para modelar matemáticamente las dinámicas del vehículo,  el 

cual consiste en unir las dos llantas delanteras del automóvil y representarlas por una sola, 

de igual manera para las dos llantas traseras obteniendo la figura 2.2a, [28], [29], [30]. 

En este modelo se puede ver una barra longitudinal que emula el chasis del vehículo, donde 

se encuentra el centro de masa o centro de gravedad como C.G, obteniéndose de este punto 

una velocidad lineal considerada como la velocidad longitudinal del automóvil sobre el eje  

x, de igual manera sobre el eje y se obtiene la velocidad lateral del vehículo, además existirá 

un ángulo de deslizamiento lateral del chasis (β), el cual relaciona la siguiente fórmula [9]: 

𝑡𝑎𝑛(𝛽) =
𝑣𝑦

𝑣𝑥 
 

(2.1) 

 

Figura 2.2: Modelo de la bicicleta. 

Este ángulo indica una variación de deslizamiento del vehículo que se refleja en el estudio 

de la estabilidad. 

Continuando con los deslizamientos, es importante mencionar la velocidad angular de viraje 

del chasis del automóvil, donde esta dinámica se presenta en la orientación del vehículo con 
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respecto al eje x, y también con los ángulos de deslizamiento que intervienen tanto para la 

llanta frontal, como para la llanta trasera [5]. Por lo tanto, realizando una  investigación de 

las dinámicas físicas en las llantas y en el automóvil, se pueden diseñar modelos matemáticos 

del vehículo con diferentes grados de libertad, como los explicados a continuación. 

 

2.3. Modelo matemático no lineal del automóvil de cinco 

grados de libertad. 

Iniciando con el modelado matemático del automóvil, y teniendo como fundamento las leyes 

físicas de Newton y los conceptos descritos en el subtema 2.2: 

Tabla 2.2: Definiciones de variables para modelo masa suspendida del vehículo. 

𝑚𝑠 Masa en suspensión (kg) 

ℎ Altura desde el centro de gravedad  al suelo (m) 

𝑑 Altura central de guiñada o roll (m) 

ℎ𝑑 Diferencia entre alturas del centro de gravedad y central de guiñada (m) 

µ Coeficiente de fricción llanta-neumático 

𝑀𝑧 Momento en el eje Z (kg m) 

𝐽𝑧𝑥 Producto de inercia acerca de los ejes “z” y “x” (𝑘𝑔𝑚2) 

𝐽𝑋 Momento de inercia vehicular al eje x (𝑘𝑔𝑚2) 

𝐽𝑋 = 𝐽𝑥
𝐺 + 𝑚𝑠ℎ𝑑

2  
Inercia respecto al eje x más el momento de inercia de la placa (I), 

alrededor del eje centroidal perpendicular a la misma (𝑘𝑔𝑚2) 

𝑏𝑥 Coef. de amortiguamiento de la suspensión de guiñada (𝑁𝑚 ∙ 𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

𝑘𝑥 Rigidez de suspensión de guiñada (𝑁𝑚/𝑟𝑎𝑑) 

𝑔 Constante de aceleración gravitacional (𝑚/𝑠2) 

 

Ahora se obtendrán las ecuaciones matemáticas del modelo no lineal del automóvil de cinco 

grados de libertad propuesto con una masa, donde se toma en cuenta el modelo de la bicicleta 

y la suspensión pasiva como se observa en la figura 2.2, y sus parámetros en la tabla 2.2. 

La primera ecuación para este modelo, la velocidad longitudinal, inicia con la deducción de 

las fuerzas que influyen en el eje X, aplicando la segunda ley de Newton y el análisis de 

fuerzas se obtiene la siguiente ecuación: 
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𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 

(2.2) 

La dinámica de la velocidad longitudinal considerando la suspensión, toma en cuenta la 

sumatoria de fuerzas longitudinales, estableciendo la multiplicación de la masa por la 

aceleración longitudinal (2.2). Restando la fuerza normal, resulta la primera ecuación del 

modelo matemático no lineal de cinco grados de libertad: 

𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑠ℎ𝑑𝜔𝑧𝜔𝑥 

(2.3) 

Con el estudio de las fuerzas longitudinales, que se aplican al automóvil, se llegan a diferentes  

cuestiones y una de las más importantes es como analizar otras variables. Siendo el caso de 

la velocidad lateral, definida en gran parte por las fuerzas en el eje Y del vehículo, ésta se 

iguala a una fuerza lateral sumada a una fuerza normal (demostración matemática en 2.4): 

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑦 

(2.4) 

Deduciendo que al producto de la aceleración lateral por la masa (2.4) le falta sumar la fuerza 

tangencial de guiñada, para obtener la segunda fórmula del modelo matemático no lineal del 

automóvil de cinco grados de libertad: 

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑦 + 𝑚𝑠ℎ𝑑𝜔̇𝑥 

(2.5) 

Después se aborda el eje z, donde existe una tercera dinámica importante, denominada 

aceleración angular de viraje, que puede estar multiplicada por una inercia principal del 

vehículo, que es igual al producto del coeficiente de friccion de las llantas por la diferencia 

del momento de la llanta frontal menos el momento de la llanta trasera: 

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) 

(2.6) 
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Considerando para la ecuación (2.6) a las componentes de los momentos que intervienen, se 

comienza a describir lo referente al eje X, denominado 𝐻𝑥, y al eje Y, señalado como 𝐻𝑦. 

Estos componentes se reducen a cero por considerarse el análisis sobre el eje z y solamente 

se obtiene la componente de momento 𝐻𝑧, mediante: 

𝐻𝑥 = 𝐼𝑥̅𝜔𝑥 − 𝐼𝑥̅𝑦𝜔𝑦 − 𝐼𝑥̅𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑦 = −𝐼𝑦̅𝑥𝜔𝑥 + 𝐼𝑦̅𝜔𝑦 − 𝐼𝑦̅𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧̅𝑥𝜔𝑥 − 𝐼𝑧̅𝑦𝜔𝑦 + 𝐼𝑧̅𝜔𝑧,

 

(2.7) 

donde el momento de inercia 𝐻𝑧 en la ecuación (2.7), tiene una relación con la velocidad 

angular de guiñada, además la velocidad angular de cabeceo o pitch no se toma en cuenta y 

la componente de inercia en z, es considerada en la ecuación (2.6), obteniéndose por lo tanto 

el momento de inercia 𝐻𝑧, de la siguiente manera: 

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧𝑥𝜔𝑥, 

(2.8) 

donde la razón de cambio del momento resultante de las fuerzas externas y la cantidad del 

movimiento angular, es: 

𝐻̇𝑧 = −𝐼𝑧𝑥𝜔̇𝑥 

(2.9)  

Por lo tanto, para la ecuación (2.9), solamente falta la determinación del signo, lo cual se 

decide a partir del giro de la aceleración angular (𝜔̇), si gira en el sentido de las manecillas  

del reloj es negativa y, en forma contraria a las manecillas del reloj, es positiva; reflejándose 

con esto el signo del momento 𝐻𝑧, además de tener como base que la razón de cambio del 

momento centroidal, viene dado por la fórmula:  

𝐻̇𝐺 = 𝐼𝜔̇̅ = 𝐼𝛼̅ 

(2.10) 
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Para sumar el momento de inercia 𝐻𝑧 a la ecuación (2.6) y dos dinámicas más compuestas 

por un momento angular de guiñada, 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧)𝛼𝑥, y un momento en z (𝑀𝑧), se 

obtiene la tercera ecuación del modelo matemático no lineal del vehículo de cinco grados de 

libertad: 

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 + 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧)𝛼𝑥 + 𝐼𝑧𝑥𝜔̇𝑥 

(2.11) 

considerando que la nomenclatura de 𝐼, puede ser cambiada a 𝐽 refiriéndose a la inercia. 

Para determinar la cuarta fórmula del presente subtema, se realiza un análisis con respecto a 

la aceleración angular de guiñada considerando la Figura 2.2b. Primero se puede observar 

que existe un torque o momento en x, (𝑡𝑥), representado por: 

𝑡𝑥 = 𝐽𝑥𝜔𝑥 

(2.12) 

Igualándose la ecuación (2.12) a un movimiento resorte-amortiguador con un desplazamiento 

angular de guiñada, obteniéndose lo siguiente: 

𝐽𝑥𝜔̇𝑥 = −𝑏𝑥𝜔𝑥 − 𝑘𝑥𝛼𝑥 

(2.13) 

Para después sumarle a la ecuación (2.13), un momento en el eje X por un desplazamiento 

angular senoidal de guiñada, como si fuera un péndulo: 

𝐽𝑥𝜔̇𝑥 = −𝑏𝑥𝜔𝑥 − 𝑘𝑥𝛼𝑥 + 𝑚𝑠𝑔ℎ𝑑 sin 𝛼𝑥 

(2.14) 

Además para la ecuación (2.14) se debe tomar en cuenta el ángulo de guiñada con respecto 

al eje Y, lo cual inicia analizando la suma del momento rectilíneo lateral y la aceleración 

angular normal por el desplazamiento angular de guiñada (cos 𝛼𝑥), estableciéndose una 

nueva ecuación de la siguiente manera; 

𝐽𝑥𝜔̇𝑥 = −𝑏𝑥𝜔𝑥 − 𝑘𝑥𝛼𝑥 + 𝑚𝑠𝑔ℎ𝑑 sin 𝛼𝑥 + 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) cos 𝛼𝑥 
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(2.15) 

Y solamente falta considerar el eje Z, donde existe una razón de cambio del momento angular 

en z (𝐻𝑧) con respecto al ángulo de guiñada mostrado en la ecuación (2.9), resultando la 

cuarta ecuación del modelo matemático no lineal de este subtema: 

𝐽𝑥𝜔̇𝑥 = −𝑏𝑥𝜔𝑥 − 𝑘𝑥𝛼𝑥 + 𝑚𝑠𝑔ℎ𝑑 sin 𝛼𝑥 + 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) cos 𝛼𝑥 + 𝐽𝑧𝑥𝜔̇𝑧 

(2.16) 

Por último se encuentra una quinta fórmula que será la derivada del ángulo de guiñada, 

establecida mediante la siguiente ecuación: 

𝛼̇𝑥 = 𝜔𝑥 

(2.17) 

Analizando esta última ecuación (2.17) se completa el modelo matemático no lineal de cinco 

grados de libertad mostrándose a continuación: 

𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑠ℎ𝑑𝜔𝑧𝜔𝑥

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑦 + 𝑚𝑠ℎ𝑑𝜔̇𝑥

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 + 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧)𝛼𝑥 + 𝐽𝑧𝑥𝜔̇𝑥

𝐽𝑥𝜔̇𝑥 = −𝑏𝑥𝜔𝑥 − 𝑘𝑥𝛼𝑥 + 𝑚𝑠𝑔ℎ𝑑 sin 𝛼𝑥 + 𝑚𝑠ℎ𝑑(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) cos 𝛼𝑥 + 𝐽𝑧𝑥𝜔̇𝑧

𝛼̇𝑥 = 𝜔𝑥

 

(2.18) 

Por lo tanto, a partir de este modelo, la ecuación (2.18) se deduce a tres grados de libertad en 

el siguiente subtema 2.4.  
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2.4. Modelo matemático no lineal del automóvil de tres 

grados de libertad. 

Para el modelo físico del automóvil no lineal de tres grados de libertad, se aplica el análisis  

de fuerzas en un sistema rígido en tres dimensiones analizado por el producto escalar de 

vectores sin considerar las dinámicas de guiñada o roll, obteniendo una ecuación de Euler y 

estableciendo un movimiento rectilíneo de la partícula 𝐿 = 𝑚𝑣, 𝐿 = 𝑚[𝑑𝑣/𝑑𝑡], mostrándose 

el análisis del vector velocidad en la Figura 2.3, donde “o” es el centro de masa de gravedad. 

Para analizar la velocidad angular y aceleración angular en forma de vectores se pueden 

observar en la Figura 2.4. La 𝜔 es la velocidad angular, y 𝛼 = 𝑑𝜔/𝑑𝑡, es la aceleración 

angular. El producto escalar de los vectores que comprenden el movimiento rectilíneo y el 

movimiento angular como la velocidad angular es el siguiente: 

𝐹𝑥 = 𝑚 ∙ 𝑣̇𝑥 + 𝑚 ∙ 𝜔𝑦 ∙ 𝑣𝑧 − 𝑚 ∙ 𝜔𝑧 ∙ 𝑣𝑦

𝐹𝑦 = 𝑚 ∙ 𝑣̇𝑦 + 𝑚 ∙ 𝜔𝑧 ∙ 𝑣𝑦 − 𝑚 ∙ 𝜔𝑦 ∙ 𝑣𝑥

𝐹𝑧 = 𝑚 ∙ 𝑣̇𝑧 + 𝑚 ∙ 𝜔𝑥 ∙ 𝑣𝑦 − 𝑚 ∙ 𝜔𝑦 ∙ 𝑣𝑥

 

(2.19) 

 

Figura 2.3: Movimiento rectilíneo de la partícula. 
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Figura 2.4: Velocidad angular y aceleración angular.  

Además para obtener, 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, de las fórmulas anteriores de la ecuación (2.19), se tiene como 

consideración que el movimiento angular 𝜔𝑧, concuerda con el eje z, así los movimientos 

angulares, 𝜔𝑥 y 𝜔𝑦 son cero, y en el caso de una partícula que se mueve en el plano x, y, se 

tiene 𝑧 = 0, 𝑣𝑧 = 0. También estableciéndose que estas tres ecuaciones de la formula (2.19) 

se pueden mostrar en ecuaciones de Euler: 

𝐹 = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜔𝑥 𝜔𝑦 𝜔𝑧

𝑚𝑣𝑥 𝑚𝑣𝑦 𝑚𝑣𝑧

| 

(2.20)  

 

Figura 2.5: Sumatoria de fuerzas en llantas delantera y trasera 

sobre el eje x y el eje y. 

Para la parte de la fuerza 𝐹𝑥, en un automóvil, se modela matemáticamente a partir de una 

sumatoria de fuerzas en la llanta delantera y trasera sobre el eje x, utilizando el modelo de la 

bicicleta, (ver Figura 2.5). Por lo tanto, para este modelo matemático se tiene como base la 
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primer fórmula de (2.19), la cual se considera como la primera ecuación del modelo no lineal 

de tres grados de libertad: 

𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝜔𝑧𝑣𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 

(2.21) 

Con estas fuerzas longitudinales modeladas matemáticamente en la ecuación (2.21), se 

pueden analizar en este momento otras fuerzas denominadas en la parte lateral, (ver figura 

2.5), y teniéndose como base las leyes de Newton, se utiliza la sumatoria de fuerzas en 𝐹𝑦 de 

la fórmula (2.19), estableciendo una segunda ecuación para el sistema no lineal de tres grados 

de libertad aplicado al automóvil como se muestra a continuación; 

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝜔𝑧𝑣𝑥) = 𝑚𝑎𝑦 

(2.22) 

Por lo tanto, con estas fuerzas laterales, deducidas en la formula (2.22), solamente falta 

analizar al eje z, para obtener la tercera ecuación del modelo no lineal. Refiriéndose 

primeramente a los momentos angulares de Euler [31], determinados a partir de las 

ecuaciones del torque angular mostradas en las siguientes ecuaciones: 

𝑡𝑥 = 𝐽𝑥 ∙ 𝜔̇𝑥 + 𝜔𝑦 ∙ 𝐽𝑧 ∙ 𝜔𝑧 − 𝜔𝑧 ∙ 𝐽𝑦 ∙ 𝜔𝑦

𝑡𝑦 = 𝐽𝑦 ∙ 𝜔̇𝑦 + 𝜔𝑧 ∙ 𝐽𝑥 ∙ 𝜔𝑥 − 𝜔𝑥 ∙ 𝐽𝑧 ∙ 𝜔𝑧

𝑡𝑧 = 𝐽𝑧 ∙ 𝜔̇𝑧 + 𝜔𝑥 ∙ 𝐽𝑦 ∙ 𝜔𝑦 − 𝜔𝑦 ∙ 𝐽𝑥 ∙ 𝜔𝑥

 

(2.23) 

Con el torque en z definido solamente por 𝑡𝑧, sin considerar  las velocidades del movimiento 

de cabeceo o pitch y movimiento de guiñada, las dinámicas resultantes son el momento de 

inercia del vehículo por la aceleración angular de viraje (2.24): 

𝑡𝑧 = 𝐽𝑧𝜔̇𝑧 

(2.24) 

Estableciendo que, para el torque en z (2.24), se puede igualar a los momentos laterales 

frontales y traseros de las llantas, multiplicados por el coeficiente de fricción de cada 

neumático, caracterizando estas dinámicas por medio de esta expresión matemática: 
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𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) 

(2.25)  

Mencionando que el coeficiente de fricción está dado por la relación del coeficiente de 

fricción cinética entre la fuerza normal como se muestra a continuación [32]: 

µ =
𝐹𝑓𝑐

𝐹𝑁
, 

(2.26) 

donde: 

𝐹𝑓𝑐 Es la fuerza de fricción de oposición.  

𝐹𝑁 Es la fuerza normal contraria a la fuerza de gravedad. 

Teniendo como una dinámica faltante el momento 𝑀𝑧, donde este momento se refleja en la 

parte trasera del vehículo y se introduce en la formula (2.25) para obtener una tercera 

ecuación del sistema no lineal de tres grados de libertad de esta forma: 

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 

(2.27) 

Para  finalizar, se muestran las tres fórmulas dinámicas del modelo no lineal del vehículo de 

este subtema 2.4, de la siguiente forma: 

𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑦

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧

 

(2.28) 

Concluyendo con este modelo matemático, A continuación se realizará el estudio de la parte 

lineal del vehículo.  
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2.5. Modelo matemático lineal del automóvil de dos grados 

de libertad. 

En el estudio del automóvil existe en algún momento determinado un funcionamiento de 

linealidad, donde las dinámicas físicas del vehículo se pueden analizar de una manera 

particular considerando un modelo lineal de dos grados de libertad. 

Entonces el concepto para la velocidad longitudinal de tener un valor casi constante en un 

cierto tiempo es válido y, a partir de estas características, se podría establecer que se tiene un 

valor muy pequeño para la aceleración longitudinal. 

Resultando con todas estas propiedades dinámicas de este subtema, que al momento de 

utilizar como base al modelo matemático no lineal de tres grados de libertad de la ecuación 

(2.28) se pueda  reducir a dos grados de libertad para  esta parte lineal del automóvil, porque 

la velocidad longitudinal dependerá prácticamente de la velocidad lateral y velocidad angular 

de viraje determinadas por el análisis de las fuerzas laterales lineales 𝐹𝑦 de las llantas 

delanteras y traseras vistas en el modelo de la bicicleta de la figura 2.5, obteniendo las dos 

primeras y únicas ecuaciones del modelo matemático lineal de dos grados de libertad que a 

continuación se muestran: 

𝑚(𝑣̇𝑦 + 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑦 

(2.29) 

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 

(2.30) 

Realizándose con estas ecuaciones del modelo lineal de este subtema 2.5, con un estudio más 

preciso en el capítulo cuatro. 

Por otra parte, además de estas dinámicas de la ecuación (2.29) y (2.30), se encuentran unas 

de igual importancia que son las variables o perturbaciones del aire sobre el automóvil, que 

se tratan en el siguiente subtema 2.6, además de hacer referencia a dos paquetes de software 

que se utilizan para la demostración matemática y práctica como son el Matlab-Simulink y 
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el software CarSim, donde este último programa de simulación para el vehículo se explica a 

continuación en la subsección 2.6.1, por lo tanto con estas líneas se termina esta parte física 

lineal del vehículo y se comienza un estudio de la aerodinámica del automóvil. 

 

2.6. Aerodinámica para el automóvil. 

En la parte aerodinámica del automóvil se establece que una de las principales perturbaciones 

que se aplican al chasis del vehículo es el aire, existiendo trabajos teóricos sobre este tema 

de las dinámicas del viento [33] e investigaciones actuales sobre la medición de la 

aerodinámica [24].  

En esta tesis se definen tres dinámicas de perturbación generadas por el viento que afectan 

de manera directa al movimiento del vehículo que serán denominadas por la fuerza frontal 

longitudinal 𝐹𝑑𝑥, fuerza lateral 𝐹𝑑𝑦 y el momento en z 𝑀𝑑𝑧 [23], las cuales son perturbaciones 

que se suman a los modelos matemáticos no lineales y lineales del automóvil de diferentes 

grados de libertad y que pueden establecerse a partir de una velocidad de viento (𝑣𝑤), donde 

esta dinámica afecta la estabilidad del vehículo al momento de trasladarse con una velocidad 

longitudinal y afectando también al automóvil en su velocidad lateral, además de generarse 

un ángulo de viraje o yaw (𝜓) que determina la posición angular del vehículo en función del 

viento. 

Con estas características físicas se toma un punto de referencia sobre el automóvil con 

coordenadas (X, Y, Z), paralelo a las coordenadas de la masa en suspensión del vehículo (ver 

Figura 2.6).  

 

Figura 2.6: Punto de referencia aerodinámico en el Automóvil. 
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Utilizando las componentes de la velocidad del viento en este punto de referencia se inicia 

con respecto a la coordenada en X, analizada mediante la ecuación (2.31) sumándole un valor 

de ruido, para enseguida establecer la componente de la velocidad del aire en la coordenada 

Y, con una adición también de ruido en la ecuación (2.32) y por último para la velocidad del 

viento en la coordenada Z se define en cero: 

𝑣𝑤, 𝑋 = 𝑉𝑤0 ∙ cos(𝛽0) + 0,025∙𝑁𝑜𝑖𝑠𝑒 

(2.31) 

𝑣𝑤 , 𝑌 = 𝑉𝑤0 ∙ sin(𝛽0) + 0,025 ∙ 𝑁𝑜𝑖𝑠𝑒 

(2.32) 

𝑣𝑤, 𝑍 = 0, 

(2.33) 

donde: 

𝑉𝑤0
 Velocidad nominal constante del viento.   

𝛽0 Ángulo slip aerodinámico del punto de referencia.  

Noise ruido. 

Al tener dichas condiciones nominales se realiza el estudio de las velocidades del viento para 

la masa en suspensión, con coordenadas (x, y, z), del automóvil, con sus respectivas 

componentes de referencia, multiplicándose por el ángulo yaw del vehículo [9]: 

𝑣𝑤,𝑥 = 𝑣𝑤 , 𝑋 ∙ cos(𝜓) + 𝑣𝑤 , 𝑌 ∙ sin(𝜓) 

(2.34) 

𝑣𝑤,𝑦 = −𝑣𝑤 , 𝑋 ∙ sin(𝜓) + 𝑣𝑤 , 𝑌 ∙ cos(𝜓) 

(2.35) 

𝑣𝑤,𝑧 = 0 

(2.36) 

Conociendo las componentes establecidas de la velocidad del viento en ecuación (2.33), 

(2.34) y (2.35), se propone calcular también la velocidad relativa  (𝑣𝑎𝑤𝑥, 𝑣𝑎𝑤𝑦), donde esta  

dinámica es la diferencia de la velocidad en movimiento directo o longitudinal, con respecto  

a la componente  (𝑣𝑤,𝑥), además de la diferencia de la velocidad lateral del automóvil con la 
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componente (𝑣𝑤,𝑦), obteniéndose con este análisis matemático las ecuaciones mostradas a 

continuación [23]: 

𝑣𝑎𝑤𝑥 = 𝑣𝑥 − 𝑣𝑤,𝑥 

(2.37) 

𝑣𝑎𝑤𝑦 = 𝑦 − 𝑣𝑤,𝑦 

(2.38) 

Una vez establecidas las características de las componentes de la velocidad del viento, es 

importante señalar que la propuesta de este trabajo de tesis para  estos sistemas no lineales y 

lineal es aplicarle perturbaciones, donde la forma de analizarlos para este caso en particular 

tiene como base la fórmula que se muestra; 

𝑑 =
𝐴𝑠(𝑙𝑓 + 𝑙𝑟)𝜌𝑐𝜓𝑣𝜔

2

2
, 

(2.39) 

donde: 

𝐴𝑠 Superficie del vehículo.  

𝜌 Densidad  de masa de aire.  

𝑐𝜓 Coeficiente aerodinámico constante. 

Con la ecuación (2.39), se realiza la propuesta  para  determinar las perturbaciones de fuerzas 

𝐹𝑑𝑥, 𝐹𝑑𝑦, sobre la masa de suspensión del vehículo, así como el momento en la componente 

z, denominado 𝑀𝑑𝑧, teniendo en cuenta que estas perturbaciones se consideran de la siguiente 

forma; 

𝐹𝑑𝑥 = −0,5 ∙ 𝐴𝑠𝑓 ∙ 𝜌 ∙ 𝑐𝑎𝑥 ∙ 𝑣𝑎𝜔𝑥
2  

(2.40) 

𝐹𝑑𝑦 = −0,5 ∙ 𝐴𝑠𝑙 ∙ 𝜌 ∙ 𝑐𝑎𝑦𝑣𝑎𝜔𝑥
2  

(2.41)  

𝑀𝑑𝑧 = −𝑐𝑧 ∙ 𝐹𝑑𝑦, 

(2.42)  
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donde: 

𝐴𝑠𝑓, 𝐴𝑠𝑙 superficie del vehículo frontal y lateral.  

𝑐𝑎𝑥, 𝑐𝑎𝑦 coeficiente aerodinámico longitudinal  y lateral constante.  

𝑐𝑧  Coeficiente de momento yaw o viraje aerodinámico constante positivo. 

Con las perturbaciones obtenidas, solo se debe señalar que los parámetros que se utilizan 

para determinar las simulaciones y comprobaciones con el software Matlab-Simulink, se 

observan en la tabla  2.3.     

Tabla  2.3: Parámetros para las simulaciones de perturbaciones 

Variables de viento 

𝑉𝑤0 = 28𝑚/𝑠 𝛽0 = −22,5 

𝐴𝑠𝑓 = 2,59𝑚2 𝐴𝑠𝑙 = 5,10𝑚2 

𝑐𝑎𝑥 = 0,3 𝑐𝑎𝑦 = 0,6 

𝜌 = 1,206𝑘𝑔/𝑚3 𝑐𝑧 = 0,20 

 

2.6.1. Software CarSim. 

Con las dinámicas entendidas en el subtema 2.6, es momento de mencionar las perturbaciones 

de aire, las cuales se presentan con un nombre y una sugerencia de valores como se muestra 

en la propia figura 2.7 que pertenece al menú de ayuda de este software Carsim y que se 

explican a continuación. 

Con la primera  variable  denominada  viento  (𝑉𝑤𝑖𝑛𝑑 = 𝑉𝑤0 ), que para  las simulaciones es 

de 100 km/h a 45 grados con un ángulo global yaw de viento (𝑌𝑎𝑤𝑤𝑖𝑛𝑑 = 𝜓) de 225 grados 

o de -135 grados, además el vehículo tiene un ángulo yaw de 90 grados, con el ángulo slip 

aerodinámico (𝛽𝐴𝑖𝑟 = 𝛽0), de -22.5° y una velocidad relativa de viento (𝑉𝑎𝑖𝑟) de 185 km/h, 

aproximadamente, donde, con estos parámetros bien definidos en CarSim se pueden  

relacionar con las fórmulas de perturbaciones aerodinámicas de Matlab/Simulink propuestos 

en la Tabla 2.3. 
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Estableciendo que, para las ecuaciones de CarSim, son denominadas por tres fuerzas y tres 

momentos, cumpliendo con las siguientes formulas, además de mostrar también una relación 

con las variables de la fuerza frontal longitudinal, fuerza lateral, y el momento en z, 

estudiadas en el subtema 2.6; 

 

Figura 2.7: Vectores de velocidad de viento al vehículo. 

𝐹𝑥 =  𝐶𝐹𝑥(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗ 𝐴 ∗ 𝑄 

(2.43) 

𝐹𝑦 =  𝐶𝐹𝑦(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗  𝐴 ∗  𝑄 

(2.44) 

𝐹𝑧 =  𝐶𝐹𝑧(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗  𝐴 ∗  𝑄 

(2.45) 

𝑀𝑥 = 𝐶𝑀𝑥(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗ 𝐴 ∗ 𝐿 ∗ 𝑄 

(2.46) 

𝑀𝑦 = 𝐶𝑀𝑦(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗ 𝐴 ∗ 𝐿 ∗ 𝑄 

(2.47) 

𝑀𝑧 =  𝐶 𝑀 𝑧(𝛽𝐴𝑖𝑟) ∗ 𝐴 ∗ 𝐿 ∗ 𝑄, 

 (2.48) 
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donde: 

𝐹𝑥 = 𝐹𝑑𝑥  Fuerza  aerodinámica longitudinal. 

𝐹𝑦 = 𝐹𝑑𝑦  Fuerza  aerodinámica lateral. 

𝐹𝑧   Fuerza  aerodinámica en z. 

𝑀𝑥   Momento aerodinámico Roll. 

𝑀𝑦   Momento aerodinámico Pitch. 

𝑀𝑧 = 𝑀𝑑𝑧  Momento aerodinámica Yaw. 

𝐶𝐹𝑥 = 𝑐𝑎𝑥  Coeficiente aerodinámico longitudinal. 

𝐶𝐹𝑦 = 𝑐𝑎𝑦  Coeficiente aerodinámico lateral.  

𝐶𝐹𝑧   Coeficiente aerodinámico en z. 

𝐶𝑀𝑥   Coeficiente aerodinámico de momento Roll. 

𝐶𝑀𝑦   Coeficiente aerodinámico de momento Pitch. 

𝐶𝑀𝑧 = 𝑐𝑧  Coeficiente aerodinámico de momento Yaw.  

𝐴 =  𝐴𝑠𝑓  Sección de área de cruce frontal.   

𝐿   Longitud  de referencia aerodinámica. 

𝐷 = 𝜌   Densidad del aire.  

𝑉   Velocidad relativa de viento.  

𝑄 = 𝐷 ∗ 𝑉 ∗ 𝑉/2 Promedio entre el coeficiente de la densidad de aire por el cuadrado de 

la velocidad relativa de viento. 

Continuando con las dinámicas de perturbación se muestra enseguida la configuración de 

parámetros en fuerzas y momentos aerodinámicos realizándose como se observa en la Figura  

2.8. A partir de introducir  la información  externa  de las perturbaciones  al software CarSim,  

donde estas entradas de viento son diseñados en Matlab/Simulink, llevando las fórmulas de 

la fuerza longitudinal aerodinámica en la ecuación (2.40), de la fuerza lateral en ecuación 

(2.41) y del momento en z de la ecuación (2.42), a las entradas denominadas IMP FX AERO,  

IMP  FY AERO,  IMP  MZ AERO,  donde  su configuración se muestra en la Figura 2.9. 
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Figura  2.8: Configuración de parámetros para fuerzas y momentos 

aerodinámicos de perturbación. 

Una vez configurado el CarSim para las entradas de las ecuaciones matemáticas de Matlab-

Simulink, se configuran ahora las salidas aerodinámicas de perturbación llamadas, 

𝐹𝑥𝐴𝑖𝑟, 𝐹𝑦𝐴𝑖𝑟,𝑀𝑧𝐴𝑖𝑟, como se observa en la Figura 2.10, obteniendo con esto las señales de 

este software que se pueden comparar con las perturbaciones realizadas en Matlab/Simulink. 

Además se considera que estas aerodinámicas de viento expresadas en este subtema 2.6.1, 

están sobre el vehículo que, para un caso particular, puede ser representado por el software 

llamado CarSim, el cual simula al automóvil y se propone como una planta de vehículo para  

configurarlo en cuanto a su masa, masa sin suspensión (𝑚𝑢𝑛𝑠), longitud del vehículo (𝐿 =

𝑙𝑓 + 𝑙𝑟), momento de inercia en el eje z o ángulo yaw (𝐽𝑧), momento de inercia en el eje de 

guiñada o roll (𝐽𝛼𝑥), momento de inercia en el eje y o ángulo pitch (𝐽𝑦), altura (h) por 

mencionar  algunos parámetros (Observados Figura 2.11), teniendo como base la ayuda del 

software y estableciendo los siguientes valores, por ejemplo para la masa del automóvil esta 

se configura aproximadamente de 1600kg-3000kg, la masa sin suspensión se analiza más 

adelante, las longitudes con respecto al centro de gravedad se dejan a cargo del diseñador en 

CarSim, los momentos de inercias se recomiendan por ejemplo para la inercia de guiñada en 

un vehículo pequeño de 400-600 kgm2, o para una SUV´s pequeña de 250-650 kgm2, aunque  

el cálculo para esta inercia de guiñada, toma en cuenta  a la masa total del vehículo: 

𝐽𝛼𝑥 = 0,25 ∗ 𝑚𝑎𝑠𝑎 ∗ 𝐴𝑛𝑐ℎ𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑒ℎí𝑐𝑢𝑙𝑜 ∗ 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚ó𝑣𝑖𝑙 

(2.49) 
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Figura 2.9: Configuración de entradas de fuerzas y 

momentos aerodinámicos de perturbación. 

Además, la inercia de guiñada también se puede calcular con la masa del automóvil, 

acompañada de los giros de radio de guiñada, los cuales determinan el radio efectivo de la 

masa suspendida distribuida a cerca del eje roll del vehículo, este giro o radio de guiñada 

(𝑅𝑥) es típico de 0.6 m, por lo tanto la inercia roll, se calcula: 

𝐽𝛼𝑥 = 𝑚 ∗ 𝑅𝑥 ∗ 𝑅𝑥 

(2.50) 

  

Figura  2.10: Configuración de salidas para  fuerzas y 

momentos aerodinámicos de perturbación. 
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Figura 2.11: Configuración de parámetros del vehículo. 

Observando  que los momentos  de inercia pitch  y de viraje o yaw, también  se calculan bajo 

sus radios de giro que para esta tesis son de 1.250 m, correspondiente a cada una de estas 

inercias, multiplicadas cada una de ellas por la masa del vehículo, obteniendo las siguientes 

ecuaciones para sus cálculos: 

𝐽𝑦 = 𝑚 ∗ 𝑅𝑦 ∗ 𝑅𝑦 

(2.51)  

𝐽𝑧 = 𝑚 ∗ 𝑅𝑧 ∗ 𝑅𝑧 , 

(2.52) 

donde: 

𝑅𝑦 Radio de giro de cabeceo o pitch.  

𝑅𝑧 Radio de giro de viraje o yaw. 

Configurado el vehículo se puede analizar en este momento otras variables, empezando con 

el ingreso de dinámicas para la configuración de salidas a partir de diferentes maniobras de 

volante por parte del conductor, así como entradas de control o perturbaciones y obtener 

algunas variables para su análisis como pueden ser la aceleración longitudinal, aceleración 
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lateral, aceleración de viraje, las velocidades longitudinal, lateral, angular yaw o de viraje,  

velocidad angular de guiñada, ángulo de guiñada, además de poder obtener las fuerzas de las 

llantas frontales y traseras, mostrando que estas salidas del software CarSim se configuran 

como se observa en la figura 2.12. 

 

Figura 2.12: Configuración de dinámicas de salida del CarSim. 

Configuradas las salidas de este software, se puede continuar con el estudio de programar las 

entradas al sistema, iniciando con alguna entrada del conductor o de control (IMP STEER 

SW) en caso de aplicar algún controlador, un momento en z (IMP MZ EXT) o un coeficiente 

de fricción de las llantas delanteras y traseras del vehículo (IMP MUY), por mencionar 

algunas entradas a esta planta de simulación llamada CarSim, toda esta programación se 

muestra en la siguiente figura 2.13.  

Para poder obtener las salidas explicadas del software CarSim, a partir de las entradas 

mostradas en la figura 2.13, se debe configurar al automóvil de este software con referencia 

a diferentes variables y una de las más importantes son la suspensión utilizada. 

Por lo tanto se puede comenzar a explicar la programación de la suspensión CarSim, así como 

las características de las llantas del vehículo refiriéndose a los ángulos Camber que viene 

siendo cuando las llantas tienen un ángulo de apertura y al toe que significa un ángulo al 

cerrarse los neumáticos con respecto al vehículo, que para el caso de las simulaciones de este 

trabajo de tesis tienen un valor de cero grados de inclinación, importante mencionar que, bajo 

estas circunstancias, la suspensión frontal del vehículo es independiente, refiriéndose con 

esto a que en las llantas delanteras no se transmite ningún movimiento una de otra, siempre 
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y cuando no exista una barra anti-roll conectada entre las dos ruedas frontales izquierda y 

derecha.  

 

Figura 2.13: Configuración de dinámicas de entrada al CarSim. 

Con esto se determina ahora la suspensión trasera que tiene un eje sólido, significándose que 

las dos llantas traseras al momento de tener un movimiento de guiñada o roll cualquiera de 

ellas sea la izquierda trasera o derecha trasera se transmite este movimiento, además sus 

ángulos Camber  y toe también  son cero grados, por lo tanto la configuración de todas estas 

propiedades de la suspensión del vehículo CarSim se muestran en la figura 2.14. 

Entrando más a detalle sobre la suspensión de esta  planta CarSim se debe referir al sistema  

de resorte (springs) y amortiguador (dampers) utilizado para la suspensión frontal y trasera, 

donde prácticamente deber ser rígida, conociendo que la rigidez del resorte es una relación 

de fuerza sobre desplazamiento del resorte (𝐹/∆𝑠), colocando valores para este caso de 

Newton sobre milímetros y también el coeficiente de amortiguación que debe ser una relación 

de fuerza por desplazamiento con respecto al tiempo (𝐹 /∆𝑠/𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜), observando todas 

estas propiedades  en la figura 2.15.  

Teniendo estos conceptos de la suspensión, solo queda señalar a la masa sin suspensión que 

es diferente a la masa total del vehículo, ya que la masa sin suspensión prácticamente son el 

eje frontal, el eje trasero y las llantas, proponiendo para esta masa sin suspensión del software 

CarSim, el peso de 250 kilogramos, como se puede observar en la Figura 2.16. 
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Figura 2.14: Configuración de tipo de suspensión, 

ángulo Camber y toe para llantas. 

Por lo tanto, dejando de lado la configuración de la suspensión, se estudian en este instante 

otras características de las variables del vehículo como son las llantas refiriéndose a sus 

fuerzas laterales tanto frontal como trasera, donde el cálculo que realiza este software con 

respecto a los ángulos slip son desde cero hasta 15 o 20 grados. Teniendo la posibilidad de 

escoger varios modelos para calcular la fuerza lateral, donde el que se realiza para las 

simulaciones de este trabajo de tesis es un modelo interno (internal tire Model), escogiendo 

varias cargas verticales (𝐹𝑧) a las llantas del automóvil. 

Este simulador de CarSim realiza cálculos de las fuerzas longitudinales, de las fuerzas 

laterales y del Momento en z de las llantas bajo ángulos pequeños de deslizamiento slip (α), 

como se observa en la siguiente ecuación (2.53) que es una fórmula abreviada  de los ángulos 

de deslizamiento de las llantas frontal y trasera del vehículo, al considerar una velocidad 

longitudinal de mayor valor con respecto a la velocidad lateral y de establecer que no 

interviene en gran parte la velocidad angular de viraje de la llantas y el ángulo del volante 

del conductor para este caso en particular: 

𝛼 = tan−1 (
𝑣𝑦

𝑣𝑥
) 

(2.53) 

Observando las variables en las llantas del automóvil, se determina también el coeficiente de 

fricción considerado  de 0.8 a 1, siendo estos valores acotados por el fabricante  del software  
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y el valor a escoger dependerá del diseñador,  además  con estas dinámicas de las llantas solo 

falta configurar sus fuerzas laterales que cumplen para esta configuración del modelo interno 

del CarSim con la siguiente ecuación:  

𝐹𝑦 =
µ𝑜

µ
𝐹𝑌 (𝐹𝑧 ,

µ𝑜

µ
𝛼) 

(2.54)  

donde: 

µ𝑜 = µ  Coeficiente inicial de fricción.  

𝐹𝑌  Fuerza lateral de tabulación en CarSim. 

 

Figura 2.15: Valores de suspensión para resorte y amortiguador. 

 

Figura 2.16: Programación de masa sin suspensión. 
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Pero a partir de las fuerzas laterales en las llantas, también existe otra variable relacionada a 

los neumáticos refiriéndose al momento en z de alineación establecida mediante la fórmula 

que a continuación se muestra: 

𝑀𝑧 =
µ

µ𝑜
𝑀𝑍 (𝐹𝑧 ,

µ𝑜

µ
𝛼) , {𝜅 =  0}, 

(2.55)  

donde: 

𝑀𝑍 = 𝑀𝑧 Momento de alineación z en las llantas de Carsim.  

𝑘  Slip longitudinal. 

 

Figura  2.17: Fuerzas laterales a diferentes cargas verticales 

de la llanta y momento en z. 

Mencionando que el momento de alineación de las llantas para este modelo interno del 

software CarSim tiene un ángulo de deslizamiento longitudinal de cero, resultando con esto 

que las fuerzas longitudinales no sean consideradas, por lo tanto solo influyen las fuerzas 

laterales y el momento en z de alineación mostrándose las gráficas en la siguiente figura  2.17. 

A partir de estas dinámicas analizadas que ofrece el software CarSim se realizó un estudio 

solamente de algunas variables del automóvil utilizadas para el trabajo de investigación del 
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Doctor Sergio Sandoval Pérez, enseguida se realiza el estudio de la estabilidad de sistemas 

por medio de la teoría de Lyapunov, la cual forma parte de la base matemática al proponer 

los controladores y observadores para que funcionen correctamente, comenzando con las 

técnicas de estabilidad de Lyapunov. 
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Capítulo  3 

3. Técnicas de estabilidad de Lyapunov. 

3.1. Introducción. 

En la parte que corresponde a un determinado sistema de control se puede utilizar los métodos  

de Lyapunov para demostrar la estabilidad de sistemas no lineales variables en el tiempo y 

también de los sistemas lineales invariantes en el tiempo [34]. Estos sistemas deben ser 

dinámicos y establecidos por ecuaciones diferenciales ordinarias o de ecuaciones de estado, 

sin la necesidad de resolver estas últimas ecuaciones. Aplicando los conceptos anteriores se 

pueden  considerar  los modelos matemáticos no lineales y lineales de diferentes grados  de 

libertad en variables  de estado de esta tesis, que al momento de analizarlos matemáticamente 

se les puede demostrar su estabilidad y por lo tanto es necesario entender las técnicas de 

Lyapunov de este capítulo tres como bases matemáticas para establecer diferentes conceptos 

en esta investigación como a continuación se describen. Iniciando con la teoría de este 

subtema 3.1 se estudia un enfoque en la estabilidad de los puntos de equilibrio  de un  sistema 

en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable, si todas las soluciones que 

inician en la vecindad permanecen en ella; de otra manera  el punto de equilibrio  es inestable.  

Se dice que el punto de equilibrio es asintóticamente estable si todas las soluciones que 

inician en la vecindad, no solo permanecen  en ella, sino que además tienden al punto de 

equilibrio cuando el tiempo tiende a infinito. 

Teorema de estabilidad en el sentido de Lyapunov. Consideremos el sistema: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 

(3.1) 

donde 𝑓: 𝐷 → 𝑹𝑛 es un mapeo localmente Lipschitz desde un dominio 𝐷 ⊂  𝑹𝑛 en 𝑹𝑛. 

Supongamos que 𝑥̅ ∈ 𝐷 y es un punto de equilibrio del sistema (3.1) entonces 𝑓(𝑥̅) = 0.  

El objetivo es caracterizar y estudiar la estabilidad de 𝑥̅. Para el análisis se trabaja en el origen 

con 𝑥̅ = 0. Esto no representa pérdida de generalidad, dado que cualquier punto de equilibrio 
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puede ser trasladado al origen mediante el cambio de variable 𝑦 = 𝑥 − 𝑥̅. Donde la derivada 

de y está dada por: 

𝑦̇ = 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦 + 𝑥̅) ⇒ 𝑔(𝑦), donde:  𝑔(0) = 0 

(3.2) 

El sistema en la variable y, tiene un punto de equilibrio en el origen, por lo que sin pérdida 

asumimos que 𝑓(𝑥) cumple con 𝑓(0) = 0 por lo que podemos analizar la estabilidad en el 

origen sin pérdida de generalidad. 

Definición 3.1.1. El punto de equilibrio 𝑥 = 0 del sistema (3.1) es: 

 Estable, si para cada 𝜀 > 0 existe 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 tal que 

‖𝑥(0)‖ < 𝛿 ⇒ ‖𝑘 𝑥(𝑡)‖ < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 

(3.3) 

 Inestable, si no es estable. 

 Asintóticamente estable (AE) si es estable y 𝛿 puede tomarse tal que 

‖𝑥(0)‖ < 𝛿 ⇒
𝑙𝑖𝑚

𝑡 → ∞
𝑥(𝑡) = 0 

(3.4)  

La definición 3.1.1 tiene como condición implícita la existencia de la solución para todo 𝑡 ≥

0. La existencia de tal solución no necesariamente está garantizada debido a la Lipchitzida  

local de la función 𝑓(𝑥). Sin embargo con ayuda de las condiciones adicionales del teorema 

de Lyapunov se puede garantizar la existencia global de la solución.  

Con la definición de estabilidad y estabilidad asintótica dada previamente, en donde la tarea 

sería encontrar estrategias que ayuden  a determinar la estabilidad del sistema que se analiza. 

En 1802, Lyapunov muestra que no solo las funciones de energía pueden usarse para  

determinar  la estabilidad  de los puntos  de equilibrio  de un  sistema,  por ejemplo la función 

𝑉:𝐷 → 𝑹 continuamente diferenciable en un dominio 𝐷 ⊂ 𝑹𝑛, que contiene al origen. La 

derivada de V a lo largo de las trayectorias de (3.1) denotada por 𝑉̇(𝑥) esta dada por,  
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𝑉(𝑥) = ∑
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑥̇𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

= [
𝜕𝑉

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑉

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑛
] , [

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
⋮

𝑓𝑛(𝑥)

] =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑥)

̇

 

(3.5) 

La derivada de V a lo largo de las trayectorias de un sistema es dependiente de la ecuación 

del sistema. Entonces 𝑉̇(𝑥) que puede o no ser diferente para diferentes sistemas. 

Teorema 3.1.1. Si 𝑥 = 0 es un punto de equilibrio del sistema (3.1), y 𝐷 ⊂ 𝑹𝑛 es un dominio 

que contiene al origen. Sea 𝑉:𝐷 → 𝑹 una función continuamente diferenciable tal que 

𝑉(0) = 0𝑦𝑉(𝑥) > 0 𝑒𝑛 𝐷 − {0} 

(3.6) 

𝑉̇(𝑥) ≤ 0 𝑒𝑛 𝐷 

(3.7) 

Entonces  el origen es estable, además si 

𝑉̇(𝑥) < 0 𝑒𝑛 𝐷 − {0} 

(3.8) 

Entonces 𝑥 = 0 es asintóticamente estable (Ver [22]). 

Una función continuamente diferenciable que satisface las condiciones de (3.6) y (3.7) es 

llamada función de Lyapunov. La superficie 𝑉(𝑥) = 𝑐, se denomina superficie de Lyapunov 

o superficie de nivel. La condición (3.8) implica que cuando la trayectoria cruza la superficie 

de Lyapunov 𝑉̇(𝑥) = 𝑐 entra al conjunto Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝑐} del cual no podra salir. 

Cuando 𝑉̇ < 0, la trayectoria decrece, moviéndose de una superficie de Lyapunov a otra de 

radio menor, es decir con una c menor. A medida que c decrece, la superficie de Lyapunov 

𝑉(𝑥) = 𝑐, se reduce hasta convertirse en un punto situado en el origen cuando 𝑡 → ∞ (ver 

Figura 3.1). Con lo que se puede concluir que el punto de equilibrio, en este caso el origen 

es estable por que la trayectoria puede ser encerrada en cualquier esfera 𝐵𝜖 cumpliendo con 

que el estado inicial 𝑥(0) sea parte de una superficie de Lyapunov contenida en dicha esfera 

𝐵𝜖.  
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Una función 𝑉(𝑥) que satisface la condición (3.6) es llamada función definida positiva. Si 

satisface 𝑉(𝑥) ≥ 0 para 𝑥 = 0, Se dice función semidefinida positiva.  Una función se dice 

definida negativa o semidefinida negativa si −𝑉(𝑥) es definida positiva o semidefinida 

positiva  respectivamente. Si 𝑉(𝑥) no tiene signo definido, se dice que es una función 

indefinida. 

Entonces el teorema de Lyapunov se puede enunciar  de la siguiente manera: el origen de un 

sistema es estable si existe una función definida positiva 𝑉(𝑥) y continuamente diferenciable 

tal que 𝑉̇(𝑥) es semi definida negativa, o bien el origen del sistema será asintóticamente 

estable si 𝑉̇ es definida negativa.  

 

Figura 3.1: Superficie de Lyapunov. 

 

3.1.1. Estabilidad asintótica global. 

Dejando que 𝜑(𝑡, 𝑥) sea una solución del sistema (3.1) que inicia en un tiempo cero, además 

suponemos que el origen 𝑥 = 0 es un punto de equilibrio asintóticamente estable. Se define 

como región de atracción del punto de equilibrio al conjunto de soluciones x tal que  

lim 𝜑(𝑡, 𝑥) = 0. En muchos casos resulta bastante complejo encontrar analíticamente la 

región de atracción. Sin embargo se puede estimar un conjunto contenido en esta región, con 

ayuda  de la función de Lyapunov. El teorema 3.1.1 nos indica que de existir una función de 

Lyapunov que satisfaga las condiciones de estabilidad asintótica en un dominio D y Ω𝑐 =
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{𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝑐}, entonces toda trayectoria que inicia en Ω𝑐 permanece en Ω𝑐 y 

decrementa tendiendo al origen conforme 𝑡 → ∞.  

Buscando  las condiciones para  que la región de atracción sea igual a el espacio 𝑅𝑛. Esto se 

puede probar si para todo estado inicial x, la trayectoria 𝜑(𝑡, 𝑥) tiende al origen cuando  𝑡 →

 ∞, sin importar la magnitud de ‖𝑥‖. Si se presenta esta característica en un punto de 

equilibrio asintóticamente estable, y además se dice que el punto de equilibrio es globalmente 

asintóticamente estable. 

Teorema 3.1.2. Barbashin- Krasovskii. 

Sea el origen un punto de equilibrio del sistema (3.1) y sea 𝑉: 𝑅𝑛 → 𝑅 una función 

continuamente diferenciable tal que 

𝑉(0) = 0 𝑦 𝑉(𝑥) > 0; ∀(𝑥) = 0 

(3.9) 

‖𝑥‖ → ∞ ⇒ 𝑉(𝑥) → ∞ 

(3.10) 

𝑉̇(𝑥) < 0; ∀(𝑥) = 0 

(3.11) 

Entonces  se dice que 𝑥 = 0 es globalmente asintóticamente estable.  

 

3.2. Principio de Invarianza. 

En ciertos sistemas la función de energía no es suficiente confiable para probar  que el origen 

sea asintóticamente estable, para asegurar que un sistema cumpla con las condiciones 

necesarias de estabilidad, haciendo uso del principio de invarianza de Lasalle. 

Teorema 3.2.1. Lasalle 

 Sea 𝑥(𝑡) una solución para el sistema 3.1 
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 Un punto p es un límite positivo de 𝑥(𝑡) si existe una secuencia {𝑡𝑛}, con 𝑡𝑛 → ∞ 

cuando 𝑛 → ∞, tal que 𝑥(𝑡𝑛) → 𝑝 cuando 𝑛 → ∞. 

 El conjunto de todos los puntos límites positivos del conjunto límite positivo de 𝑥(𝑡). 

 Un conjunto M es un conjunto invariante con respecto al sistema de 3.1, si 

𝑥(0) ∈ 𝑀 ⇒ 𝑥(𝑡) ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ 𝑅 

 Un conjunto M es un conjunto invariante positivo con respecto al sistema 3.1, si 

𝑥(0) ǫ 𝑀 ⇒  𝑥(𝑡) ǫ 𝑀 , ∀𝑡 ≥  0 

 Se dice que 𝑥(𝑡) tiende a M conforme 𝑡 tiende a infinito, si para cada 𝜀 > 0 existe 

𝑇 ≥ 0 tal que 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥(𝑡),𝑀) < 𝜀, ∀𝑡 > 𝑇, 

donde 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑝,𝑀) indica la distancia de un punto p a un conjunto M, es decir, 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑝,𝑀) = 𝑖𝑛𝑓𝑥𝜀𝑀‖𝑝 − 𝑥‖ 

Un punto de equilibrio asintóticamente estable es un conjunto límite positivo de toda 

solución que inicie suficientemente cerca del ciclo límite. La solución tiende al ciclo límite 

conforme 𝑡 → ∞  pero no necesariamente en algún punto específico del ciclo límite, en otras 

palabras el 𝑙𝑖𝑚 𝑡 → ∞;  𝑥(𝑡) no necesariamente existe. El punto de equilibrio y el ciclo límite 

son conjuntos invariantes porque toda solución que inicie  sobre ellos se mantiene  para todo 

𝑡 ∈ 𝑅.  El conjunto Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝑐} con 𝑉̇(𝑥) ≤ 0 para todo 𝑥 ∈ Ω𝑐 es un conjunto  

invariante positivo. 

Lema 3.2.2. Si la solución 𝑥(𝑡) del sistema (3.1) es acotada y permanece en la región D para 

todo 𝑡 ≥ 0, entonces su conjunto límite positivo 𝐿+ es un conjunto invariante, no vacío y 

compacto. Más aún si 

𝑥(𝑡) → 𝐿+ 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑡 → ∞ 
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Teorema 3.2.3. De Lasalle. Sea Ω ⊂ 𝐷 un conjunto compacto que es invariante positivo con 

respecto al sistema (3.1). Sea 𝑉:𝐷 → 𝑅 una función continuamente diferenciable tal que 

𝑉̇(𝑥) ≤ 0 en Ω. Sea E el conjunto de todos los puntos de Ω para los cuales 𝑉̇(𝑥) = 0. Sea M 

el mayor conjunto invariante dentro de E. Entonces toda solución que inicia en Ω tiende a 

M cuando 𝑡 → ∞. 

Corolario 3.2.4. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.1). Sea 𝑉:𝐷 → 𝑅 una función 

continuamente diferenciable y definida positiva en un dominio D que contiene al origen 𝑥 =

0, y tal que 𝑉̇(𝑥) ≤ 0 en D. Sea 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐷|𝑉̇(𝑥) = 0} y se supone que ninguna solución, 

excepto la trivial 𝑥(𝑡) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces el origen es 

asintóticamente estable. 

Corolario 3.2.5. Sea 𝑥 = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.1). Sea 𝑉: 𝑅𝑛 → 𝑅 una 

función continuamente diferenciable, radialmente acotada y definida positiva, tal que 

𝑉̇(𝑥) ≤ 0 en 𝑅𝑛. Sea S = {x ǫ Rn | V˙ (x) = 0} y se supone que ninguna solución, excepto la 

trivial 𝑥(𝑡) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces  el origen es globalmente 

asintóticamente estable. 

El teorema  de Lasalle no solo es menos riguroso que el teorema  de Lyapunov  con respecto 

a la condición 𝑉̇(𝑥) ≤ 0, además lo extiende en tres direcciones. 

 Da una estimación de la región de atracción. 

 Se extiende a un conjunto de puntos de equilibrio. 

 La función V (x) no tiene que ser definida positiva. 

Como 𝑉(𝑥) es radialmente no acotada, el conjunto Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅2|𝑉(𝑥) ≤ 𝑐} es un conjunto 

invariante positivo compacto. Por lo tanto, tomando Ω = Ω𝑐 se cumplen todas las 

condiciones. El conjunto E está dado por (3.12) 

𝐸 = {𝑥 ∈ Ω𝑐|𝑥1 = 0} 

(3.12)  
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3.3. Estabilidad de Lyapunov. 

Teorema 3.3.1. Estabilidad de Lyapunov.  

Consideremos el sistema inestacionario  de (3.13). 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 

(3.13) 

donde 𝑓: [0,∞) × 𝐷 → 𝑅𝑛 es continua en t y localmente Lipschitz en x en [0,∞) × 𝐷, y 𝐷 ⊂

 𝑅𝑛 es un dominio que contiene al origen 𝑥 = 0. El origen es un punto de equilibrio del 

sistema (3,14) para 𝑡 = 0 si 

𝑓(𝑡, 0) = 0, ∀𝑡 ≥ 0 

(3.14) 

Un equilibrio en el origen puede ser la traslación de un punto de equilibrio que no está 

precisamente en cero o más generalmente, la translación de una solución no nula del 

sistema. Para ver este último punto, supongamos que 𝑦̅(𝜏) es una solución del sistema (3.15). 

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑔(𝜏, 𝑦) 

(3.15) 

Definida para todo 𝜏 ≥ 𝑎. El cambio de variables 

𝑥 = 𝑦 − 𝑦̅(𝜏);   𝑡 = 𝜏 − 𝑎 

Transformar al sistema (3.15) en la forma de 

𝑥̇ = 𝑔(𝑡 + 𝑎 , 𝑥 + 𝑦̅(𝑡 + 𝑎)) − 𝑦(𝑡 + 𝑎) ≜ 𝑓(𝑡, 𝑥) 

(3.16) 

y como 

𝑦̅(𝑡 + 𝑎) = 𝑔(𝑡 + 𝑎, 𝑦(𝑡 + 𝑎)), ∀𝑡 ≥ 0 

(3.17)  
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El origen es un punto de equilibrio del sistema transformado (3.16)  para 𝑡 = 0 por lo tanto, 

se realiza la prueba de la estabilidad del origen considerándolo como un punto de equilibrio 

del sistema transformado, para determinar la estabilidad de la solución 𝑦(𝜏) del sistema 

original. Es importante tener en cuenta que si 𝑦(𝜏) no es un valor constante, el sistema  

trasformado  es inestacionario aunque el sistema  original sea estacionario. Por lo que el 

análisis  de estabilidad de soluciones en sentido de Lyapunov solo puede ser aplicado a 

puntos de equilibrio de sistemas estacionarios. 

Definición 3.3.1. El punto de equilibrio x = 0 del sistema (3.13)  es: 

 Estable, si para cada 𝜀 > 0 existe 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0 tal que 

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 0 

(3.18)  

 Uniformemente estable, si para cada 𝜀 > 0 existe 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, independientemente 

de 𝑡0, tal que la ecuación (3.18) se satisface. 

 Inestable, si no es estable. 

 Asintóticamente estable, si es estable y existe 𝑐 = 𝑐(𝑡0) tal que 𝑥(𝑡) → 0 cuando 𝑡 →

∞, para todo ‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐. 

 Uniformemente asintóticamente estable, si es uniformemente estable y además existe 

𝑐 > 0 independiente de 𝑡0 tal que para todo ‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐, 𝑥(𝑡) → 0 mientras 𝑡 → ∞ 

uniformemente en 𝑡0; es decir, para cada 𝜀 > 0 existe 𝑇 = 𝑇(𝜀) tal que 

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇(𝜀), ∀‖𝑥(𝑡0 )‖ < 𝑐 

(3.19) 

 Globalmente uniformemente asintóticamente estable, si es uniformemente estable y 

para cada par de números positivos 𝜀 y c, existe 𝑇 = 𝑇(𝜀, 𝑐) tal que 

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇(𝜀, 𝑐), ∀‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐 

(3.20) 
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3.4. Teoremas conversos. 

Los teoremas conversos ayudan  a determinar, si existe una función de que cumpla con las 

condiciones del teorema de estabilidad de Lyapunov. 

Teorema 3.4.1. Sea el origen un punto de equilibrio del sistema no lineal 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 

(3.21) 

donde 𝑓: [0,∞) × 𝐷 y 𝐷 → 𝑅𝑛 es continuamente diferenciable, 𝐷 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|‖𝑥‖ < 𝑟} y la 

matriz jacobiana 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 es acotada en D, uniformemente en 𝑡. Sean 𝑘, 𝛾, y 𝑟0 constantes  positivas 

con 𝑟0 <
𝑟

𝑘
 . Sean 𝐷0 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛|‖𝑥‖ < 𝑟0}. Supongamos que las trayectorias del sistema 

satisfacen 

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑘‖𝑥(𝑡0)‖𝑒 −𝛾(𝑡−𝑡0), ∀𝑥(𝑡0) ∈ 𝐷0, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0 

(3.22)  

Entonces  existe la función 𝑉: [0,∞) × 𝐷0 → 𝑅 que satisfacen las desigualdades 

𝛼1‖𝑥‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝛼2‖𝑥‖2 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ −𝛼0‖𝑥‖2 

(3.23)  

‖
𝜕𝑉

𝜕𝑡
‖ ≤ 𝛼4‖𝑥‖, 

donde 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, son funciones definidas en [0, 𝑟0]. Si el sistema es estacionario, V puede 

elegirse independiente de t.  
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3.5. Estabilidad en sistemas perturbados. 

Consideremos el sistema dado por (3.24) 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑔(𝑡, 𝑥), 

(3.24) 

donde 𝑓: [0,∞) × 𝐷 y 𝐷 → 𝑅𝑛 son seccionalmente continuas en 𝑡 y localmente Lipschitz en 

x en [0,∞) × 𝐷 y 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 es un dominio que contiene al origen. 

Consideremos a 𝑔(𝑡, 𝑥) como una perturbación del sistema 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥) 

(3.25) 

La perturbación 𝑔(𝑡, 𝑥) puede ser causa de errores de modelado, envejecimiento de los 

componentes del sistema, incertidumbre, etc. 

Suponiendo que el sistema 3.25 tiene un punto de equilibrio asintóticamente estable en el 

origen. Vamos analizar el caso donde la perturbación se anula en el origen, es decir 𝑔(𝑡, 0) =

0, de tal forma que el origen sigue siendo un punto de equilibrio del sistema perturbado. 

3.5.1. Perturbación de un punto de equilibrio  

exponencialmente  estable. 

Supongamos que la perturbación 𝑔(𝑡, 𝑥) = 0 y que el origen es un punto de equilibrio 

exponencialmente estable del sistema 3.25. Sea 𝑉(𝑡, 𝑥) una función de Lyapunov que 

satisface a 3.26, 3.27 y 3.28. 

𝑐1‖𝑥‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑐2‖𝑥‖2 

(3.26) 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ −𝑐0‖𝑥‖2 

 (3.27)  
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‖
𝜕𝑉

𝜕𝑡
‖ ≤ 𝑐4‖𝑥‖ 

(3.28) 

Para todo (𝑡, 𝑥) ∈ [0,∞) × 𝐷 y para ciertas constantes positivas 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 y 𝑐4. La existencia 

de una función de Lyapunov que satisface 3.26, 3.27 y 3.28, es garantizada por el teorema 

3.4.1. Suponiendo que la perturbación 𝑔(𝑡, 𝑥) satisface la cota de crecimiento lineal. 

‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛾‖𝑥‖, ∀𝑡 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷, 

(3.29)  

donde 𝛾 es una constante negativa. De acuerdo a la consideración acerca de 𝑔(𝑡, 𝑥) es igual 

a cero en el origen y es localmente Lipschitz cerca al origen, entonces se puede probar que 

se cumple 3.29, para esta región. Utilizando a V como función de energía para el sistema 

perturbado 3.24. Planteando entonces a 

𝑉̇(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) +

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑔(𝑡, 𝑥) 

(3.30) 

De acuerdo a 3.26, 3.27 y 3.28, se puede acotar 𝑉̇ a la expresión 3.31.  

𝑉̇(𝑡, 𝑥) ≤ −𝑐3‖𝑥‖2 + ‖
𝜕𝑉

𝜕𝑥
‖‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ −𝑐3‖𝑥‖2 + 𝑐4𝛾‖𝑥‖2 

(3.31)  

Se busca que γ sea lo suficiente pequeña para satisfacer 3.32. 

𝛾 <
𝑐3

𝑐4
 

(3.32)  

Entonces se tiene 

𝑉̇(𝑡, 𝑥) ≤ −(𝑐3 − 𝑐4𝛾)‖𝑥‖2 < 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷 − {0} 

(3.33)  
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Lo que permite probar el lema 3.5.1, que dice: Sea 𝑥 = 0 un punto de equilibrio 

exponencialmente estable, del sistema 3.25. Sea 𝑉(𝑡, 𝑥) una función de Lyapunov del sistema 

nominal que satisface 3.26, 3.27 y 3.28 en [0,∞) × 𝐷. Supongamos que la perturbación 

𝑔(𝑡, 𝑥) satisface 3.30 y 3.33. Entonces el origen es un punto de equilibrio exponencialmente  

estable del sistema perturbado 3.24. Si las hipótesis pueden ser aplicadas globalmente, 

entonces el origen es global y exponencialmente estable. 

Sin la necesidad de conocer 𝑉(𝑡, 𝑥) explícitamente, solo queda por conocer que si el origen 

es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal, para garantizar la 

existencia de una función 𝑉(𝑡, 𝑥) que cumple con 3.26, 3.27 y 3.28. De no conocer la función 

𝑉(𝑡, 𝑥) explícitamente entonces no es posible determinar la cota 3.32 y en este caso solo 

podríamos afirmar que el origen es exponencialmente estable para toda perturbación que 

cumpla con 3.29 para una γ suficientemente pequeña. 

 

3.6. Perturbación de un punto de equilibrio uniforme y  

 asintóticamente estable. 

Si el origen del sistema 3.25 no es exponencial sino uniformemente estable, el análisis se 

complica. Suponiendo un sistema con función de Lyapunov definida positiva y decreciente 

𝑉(𝑡, 𝑥) que satisface a 3.34: 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ −𝑊3(𝑥) 

(3.34)  

Para todo (𝑡, 𝑥) [0,∞) × 𝐷, donde 𝑊3(𝑥) es definida positiva y continua. La derivada de 

𝑉(𝑡, 𝑥) sobre las trayectorias del sistema 3.24 satisface 3.35. 

𝑉̇(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) +

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑔(𝑡, 𝑥) ≤ −𝑊3(𝑥) + ‖

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑔(𝑡, 𝑥)‖ 

(3.35)  
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Para  asegurar  que 𝑉̇(𝑡, 𝑥) sea definida negativa se necesita que 

‖
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑔(𝑡, 𝑥)‖ < 𝑊3(𝑥) 

(3.36) 

Para  todo (𝑡, 𝑥) ∈ [0,∞) × 𝐷. Es evidente la necesidad de una cota para ‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ que va a 

depender de la naturaleza de la función de energía del sistema. Una clase de funciones de 

Lyapunov para las cuales el análisis es tan simple como para el caso de la estabilidad 

exponencial en el caso en que 𝑉(𝑡, 𝑥) es definida positiva, decreciente y satisface 3.37 y 3.38. 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ −c3φ

2(x) 

(3.37)  

‖
𝜕𝑉

𝜕𝑥
‖ < c3φ(x) 

(3.38) 

Para todo (𝑡, 𝑥)𝜖 × 𝐷, para ciertas constantes positivas 𝑐3 y 𝑐4, donde 𝜑:𝑅𝑛 → 𝑅 es definida 

positiva y continua. Una función de Lyapunov que satisface 3.37 y 3.38 es cuadrática.  

El sistema nominal 3.25 tiene una función de Lyapunov tipo cuadrática, entonces su derivada 

sobre las trayectorias del sistema 3.24 satisface 

𝑉̇(𝑡, 𝑥)  ≤  −𝑐3𝜑
2 + 𝑐4𝜑(𝑥)‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ 

(3.39) 

Supongamos que la perturbación ‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ está acotada por 

‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛾𝜙(𝑥), 𝛾 <
𝑐3

𝑐4
 

(3.40)  

Entonces 

𝑉̇(𝑡, 𝑥)  ≤  −(𝑐3 − 𝛾𝑐4)𝜙
2(𝑥) 

(3.41) 
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Lo que muestra que 𝑉̇(𝑡, 𝑥) es definida negativa. Teniendo en cuenta  toda esta  información 

se establece las bases matemáticas de estabilización para los sistemas que servirán para 

diseñar los observadores y controladores en la parte no lineal y lineal del automóvil, 

comenzando el siguiente capítulo cuatro con el observador no lineal de cinco grados de 

libertad que a continuación se explica.  
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Capítulo  4 

4. Observadores y controladores no lineal y lineal para el 

automóvil. 

4.1. Planta de dos grados de libertad. 

Para  la planta de dos grados de libertad se utiliza la ecuación (2.29) presentada en el capítulo  

dos como se recuerda a continuación en ecuación (4.1), considerando a la velocidad 

longitudinal (𝑣𝑥) como dinámica, ya que se utilizará en la parte del observador para estimarla: 

𝑚(𝑣̇𝑥 − 𝑣𝑦𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 

(4.1) 

Esta ecuación (4.1) será establecida conjuntamente con la velocidad lateral, donde esta fue 

presentada en el capítulo dos como la ecuación (2.29), y se muestra a continuación;  

𝑚(𝑣̇𝑦 − 𝑣𝑥𝜔𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 

(4.2) 

Estas dos ecuaciones dinámicas (4.1) y (4.2), son la base para poder realizar un observador  

lineal que se propone en el subtema 4.2, pero es importante introducirles una perturbación de 

viento conocida como las estudiadas en esta tesis, por el momento se puede establecer a las 

dos dinámicas de velocidad lateral y velocidad longitudinal con perturbaciones de la 

siguiente forma: 

𝑣̇𝑥 = 𝑣𝑦𝜔𝑧 + 𝑎𝑥 +
𝐹𝑑𝑥

𝑚
 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 + 𝑎𝑦 +
𝐹𝑑𝑦

𝑚
 

(4.3) 

Además con respecto a la velocidad angular de viraje, la cual se propone para el observador 

lineal de dos grados de libertad como conocida y medible. Aunque para  el caso del cálculo 
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matemático y simulación de esta planta lineal de dos grados de libertad se establece con la 

siguiente fórmula: 

𝐽𝑧𝜔̇𝑧 = µ(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 + 𝑀𝑑𝑧 

(4.4) 

por lo tanto el sistema para el observador lineal de dos grados de libertad esta completado, 

realizando  solamente el comentario sobre las aceleraciones longitudinal y lateral establecidas 

para  la planta de dos grados de libertad en ecuación (4.3) que tienen la misma forma que las 

empleadas para los controladores y observadores no lineales, donde se pueden ver: 

𝑎𝑥 = µ
𝐹𝑓,𝑥 + 𝐹𝑟,𝑥

𝑚
 

 (4.5) 

𝑎𝑦 = µ
𝐹𝑓,𝑦 + 𝐹𝑟,𝑦

𝑚
 

(4.6) 

Pero sus fuerzas son lineales, por estar el sistema del automóvil modelándose en su parte 

lineal. 

Es importante señalar que, además de un observador no lineal de dos grados, también se 

propone un controlador con dos dinámicas: velocidad lateral y velocidad angular de viraje, 

siendo una planta de dos grados de libertad [7], pues la velocidad longitudinal  se considera  

constante obteniendo el modelo matemático como se observó para ecuación (4.2) 

refiriéndose a la velocidad lateral  y para  la ecuación  (4.4) que representa a la velocidad 

angular de viraje,  solamente que para  la planta de dos grados  de libertad en el controlador 

propuesto en el subtema 4.3. modelo matemático sin perturbaciones: 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 + 𝑎𝑦 +
𝐹𝑑𝑦

𝑚
 

𝜔̇𝑧 =
𝜇

𝐽𝑥
(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 − 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) +

𝑀𝑧

𝐽𝑧
+

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
 

 (4.7)  
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Con estos modelos de planta de dos grados de libertad en ecuación (4.4)  para el observador 

lineal, como en la ecuación (4.7) para el controlador lineal, funcionan correctamente en el 

estudio de la parte lineal del automóvil y por lo tanto se continua con el subtema 4.2, donde 

se realiza el diseño de un observador lineal. 

 

4.2. Observador lineal de dos grados de libertad Aplicado 

al Automóvil. 

Los modelos dinámicos estudiados y diseñados hasta este momento son de cinco grados de 

libertad para un controlador y observador no lineal, a la vez se redujeron los grados de 

libertad para proponer un observador no lineal de tres grados de libertad y un controlador no 

lineal también con estos  últimos grados, pero que sucede cuando el automóvil el cual es una 

planta y que puede ser observada o controlada con respecto a sus dinámicas y variables en su 

parte lineal, entonces existe otra manera de poder abordar a los observadores y controladores 

como fuente de investigación de esta tesis, ofreciendo la propuesta de poder realizar un 

observador lineal al utilizar el modelo de dos grados de libertad, para considerar a la 

aceleración longitudinal y a la aceleración lateral como dinámicas estimadas, proponiendo 

que la ecuación (4.3) sea el modelo de sistema de planta para  este subtema 4.2, además de 

utilizarlo como base para diseñar un observador lineal de dos grados de libertad con sus 

ganancias, el cual aparece en la siguiente fórmula: 

𝑣̇𝑥 = 𝑣𝑦𝜔𝑧 + 𝑎𝑥 + 𝑘1(𝑣𝑥 − 𝑣𝑥) +
𝐹𝑑𝑥

𝑚
 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 + 𝑎𝑦 + (𝑘2 − 𝜔𝑧)(𝑣𝑥 − 𝑣𝑥) +
𝐹𝑑𝑦

𝑚
 

(4.8) 

Tomando en cuenta la aceleración longitudinal definida por la fórmula (4.5), y la aceleración 

lateral por ecuación (4.6), donde incluyen a la fuerza longitudinal  y lateral, que pueden  ser 

definidas por la ecuación  (4.9) llamada  fórmula  de Pacejka,  pero en este caso es linealizada, 

lo cual consiste en que las funciones de seno y Arco tangente no implican mayor impacto en 
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la fórmula mágica, siempre y cuando se utilicen ángulos de deslizamiento slip no mayores a 

10 grados: 

𝐹𝑖,𝑗 = 𝐷𝑖,𝑗 • 𝐶𝑖,𝑗 • 𝐵𝑖,𝑗 • 𝛼𝑗  

(4.9) 

con 𝑖 = 𝑥, 𝑦;  𝑗 = 𝑓, 𝑟. Las constantes 𝐵𝑖,𝑗, 𝐶𝑖,𝑗 , 𝐷𝑖,𝑗 en (4.9) son experimentalmente 

determinadas (ver Tabla 5.2). Los ángulos slip de las llantas 𝛼̂𝑓, definido en ecuación (4.10) 

y 𝛼̂𝑟 en fórmula (4.11), del capítulo 4.2, de la tesis del Dr. Sergio Sandoval Pérez son escritos 

en esta parte de nuevo para observarlos: 

𝛼̂𝑓 = 𝛿𝑑 −
𝑣𝑦 + 𝑙𝑓𝜔𝑧

𝑣𝑥
 

(4.10)  

𝛼̂𝑟 = −
𝑣𝑦 + 𝑙𝑟𝜔𝑧

𝑣𝑥
 

(4.11) 

Una vez explicado el cómo se modelan las fuerzas y ángulos de deslizamiento de la parte 

lineal del vehículo, sin olvidar que también influye el coeficiente de fricción para las llantas 

del automóvil, que se considera con un valor de 0.9 en cierto instante, para fines prácticos de 

simulación.Una vez con estas características de la planta en ecuación (4.3) es momento de 

compararla con el modelo del observador lineal de dos grados de libertad mostrado en la 

ecuación (4.8), para analizar cómo trabaja este último y observar que tanto error existe, por 

lo que se obtiene las dinámicas de la estimación de errores mediante la siguiente fórmula: 

𝑒𝑥 = 𝑣𝑥 − 𝑣𝑥 

(4.12) 

𝑒𝑦 = 𝑣𝑦 − 𝑣𝑦 

La derivada de la ecuación (4.12): 

𝑒̇𝑥 = 𝑣̇𝑥 − 𝑣̇𝑥 

(4.13) 
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𝑒̇𝑦 = 𝑣̇𝑦 − 𝑣̇𝑦 

Implementando el sistema real (4.3) y el sistema del observador (4.8), las próximas dinámicas 

de estimación de errores son;  

𝑒̇𝑥 = −𝑘1𝑒𝑥 + 𝜔𝑧𝑒𝑦 

(4.14) 

𝑒̇𝑦 = −𝑘2𝑒𝑥 

para este modelo matemático del observador lineal en (4.98) la velocidad longitudinal, se 

puede considerar casi constante y por este concepto la aceleración longitudinal tiende a cero 

[35], pero la aceleración lateral existe, teniendo un valor considerable y utilizando la ecuación 

(4.96) se puede calcular, donde la fuerza lateral trasera y frontal aplicadas a las llantas del 

automóvil y que son utilizadas para  el modelo del observador  lineal, también se pueden 

considerar de esta otra manera simplificando su estructura algebraica mediante las siguientes 

ecuaciones; 

𝐹𝑦𝑓 = 𝐶𝑓𝛼𝑓  

(4.15) 

𝐹𝑦𝑟 = 𝐶𝑟𝛼𝑟 , 

(4.16) 

donde: 

𝐶𝑓 = 𝐷𝑦𝑓 • 𝐶𝑦𝑓 • 𝐵𝑦𝑓 

(4.17) 

𝐶𝑟 = 𝐷𝑦𝑟 • 𝐶𝑦𝑟 • 𝐵𝑦𝑟 

(4.18) 

Cambiando con esta nueva propuesta el observador en ecuación (4.8), porque la aceleración 

lateral tiene estas últimas consideraciones. 

𝑣̇𝑥 = 𝑣𝑦𝜔𝑧 + 𝑘1(𝑣𝑥 − 𝑣𝑥) +
𝐹𝑑𝑥

𝑚
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𝑣̇𝑦 = (
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
) 𝑣𝑦 + (

𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟 − 𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)𝜔𝑧 + (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑑 + 𝑘2(𝑣𝑥 − 𝑣𝑥) +

𝐹𝑑𝑦

𝑚
 

(4.19) 

Con este modelo del sistema en (4.19), se propone un observador lineal para estimar la 

velocidad longitudinal y la velocidad lateral en Matlab-Simulink, pero existe la necesidad de 

saber los valores de las ganancias del observador refiriéndose a 𝑘1 y 𝑘2, donde estas son 

diseñadas mediante una función candidata de Lyapunov por medio de los errores dinámicos, 

pero se tendrá que proponer una linealización de esta función para que sea mayor a cero, 

entendiéndose como semidefinida positiva y la derivada de la función de Lyapunov  tiene 

que ser negativa implicando con esto que sea asintóticamente estable. Con esta  secuencia de 

diseño se propone manejar a los errores mediante una matriz, utilizando a la ecuación (4.14), 

obteniendo con esta fórmula una ecuación de matrices de este tipo: 

(
𝑒̇𝑥

𝑒̇𝑦
) = (

−𝑘1 𝜔𝑧

−𝑘2 0
) (

𝑒𝑥

𝑒𝑦
) 

(4.20) 

Que se puede reducir matemáticamente, considerando las siguientes propuestas: 

𝑒̇ = (
𝑒̇𝑥

𝑒̇𝑦
) ;  𝐴 = (

−𝑘1 𝜔𝑧

−𝑘2 0
) ;    𝑒 = (

𝑒𝑥

𝑒𝑦
) 

Permitiendo establecer estas últimas matrices una ecuación en forma reducida para el sistema 

de errores de la forma: 

𝑒̇ = 𝐴𝑒 

(4.21) 

Teniendo en cuenta que la matriz A es la matriz del sistema de errores y que al momento de 

analizar su determinante (|𝐴|), este tiene un resultado diferente de cero, proponiendo con esto 

que el sistema tiene solución y se puede apreciar en la siguiente fórmula; 

|𝐴| = 𝑘2𝜔𝑧 

 (4.22) 
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Considerando  a 𝜔𝑧 = 0, con 𝜔𝑧𝑚𝑖𝑛 ≤ |𝜔𝑧|, y para |𝜔𝑧| > 0.  

Con todas estas cuestiones se puede establecer la función candidata de Lyapunov; 

𝑉 = 𝑒𝑇𝑃𝑒 

(4.23) 

 Donde se deben tener en cuenta estas particularidades: 

𝑃 = 𝑃𝑇 > 0 = (
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
) 

(4.24) 

Con la condición de la determinante de la matriz de linealización |𝑃|:  

𝑝11𝑝22 − 𝑝12
2 > 0 

(4.25)  

Derivando  la función candidata de Lyapunov en ecuación (4.113); 

𝑉̇ = 𝑒̇𝑇𝑃𝑒 + 𝑒𝑇𝑃𝑒̇ 

(4.26)  

Considerando  las derivadas  de los errores siguientes para la ecuación (4.26): 

𝑒̇ = 𝐴𝑒;   ∴ 𝑒̇𝑇 = 𝑒𝑇𝐴𝑇 

Realizando una factorización de la ecuación (4.26) con respecto a las derivadas de errores se 

obtiene el resultado: 

𝑉̇ = 𝑒𝑇(𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴)𝑒 

(4.27)  

Y no olvidando que 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄, puede ser una acotación e introduciéndola a la 

derivada de función de Lyapunov de la fórmula (4.27), se tiene como resultado la ecuación: 

𝑉̇ = −𝑒𝑇𝑄𝑒 

(4.28) 
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Linealizando los errores mediante la función candidata de Lyapunov propuesta en (4.23), 

esta ecuación se puede traducir a una matriz; 

𝑉 = (𝑒𝑥 𝑒𝑦) (
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
) (

𝑒𝑥

𝑒𝑦
) 

(4.29) 

Para con esta última ecuación (4.119) la función candidata de Lyapunov linealizada es; 

𝑉 = 𝑒𝑥
2𝑝11 + 𝑒𝑦

2𝑝22 + 2𝑒𝑥𝑒𝑦𝑝12 

(4.30) 

Proponiendo valores de acotación para esta función candidata de Lyapunov (4.30), se puede 

establecer de esta forma; 

𝑉 = 𝑟1𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2 − 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)𝑒𝑥𝑒𝑦 

(4.31) 

Con 𝛾1 > 𝜅2 > 0,   𝜅1 = 0, y 𝑠𝑖𝑔𝑛(•)  la función signum: 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) = {
1 𝑠𝑖 𝜔𝑧 > 0
0 𝑠𝑖 𝜔𝑧 = 0

−1 𝑠𝑖 𝜔𝑧 < 0
 

Derivando la función de Lyapunov en (4.31) se obtiene: 

𝑉̇ = 2𝑟1𝑒𝑥𝑒̇𝑥 − 22𝑒𝑦𝑒̇𝑦 − 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)(𝑒𝑥𝑒̇𝑦 + 𝑒𝑦𝑒̇𝑥) − 2𝜅1𝛿𝐷(𝜔𝑧)𝜔̇𝑧𝑒𝑣𝑥
𝑒𝑣𝑦

 

(4.32) 

Para después sustituir las estimaciones dinámicas de errores de la ecuación (4.14), en esta 

derivada  de la función de Lyapunov (4.32), para obtener la fórmula: 

𝑉̇ = (2𝑟1𝑘1 + 2𝜅1𝑘2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧))𝑒𝑥
2 − (2𝜅1|𝜔𝑧|)𝑒𝑦

2 

+(2𝑟1𝜔𝑧 − 2𝑘2 + 2𝜅1𝑘1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧))𝑒𝑥𝑒𝑦 

(4.33)  
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Entendiendo que la derivada de la función de Lyapunov (4.33) se puede establecer como un 

sistema algebraico de la siguiente forma: 

−2𝑟1𝑘1 + 2𝜅1𝑘2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) = 2𝜅1|𝜔𝑧| 

2𝑟1𝜔𝑧 − 2𝑘2 + 2𝜅1𝑘1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) = 0 

 (4.34) 

Continuando con el sistema de la ecuación (4.34) se convierte a una matriz; 

(
−2𝑟1 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)

2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) −2
) (

𝑘1

𝑘2
) = (

2𝜅1|𝜔𝑧|
−2𝑟1𝜔𝑧

) 

Usando el método de Cramer se puede solucionar y encontrar las ganancias (𝑘1, 𝑘2), del 

sistema en matriz de ecuación (4.34): 

∆= |
−2𝑟1 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)

2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) −2
| = 4𝑟1 − 4𝜅1

2 

Para encontrar la ∆1 de cramer: 

∆1= |
−2𝑟1 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)

2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) −2
| = 4𝜅1|𝜔𝑧| + 4𝜅1𝑟1|𝜔𝑧| 

𝑘1 =
∆1

∆
=

4𝜅1|𝜔𝑧|(𝑟1 + 1)

4𝑟1 − 4𝜅1
2  

Para encontrar la ∆2 de cramer: 

∆2= |
−2𝑟1 2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧)

2𝜅1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑧) −2𝑟1𝜔𝑧
| = 4𝑟1

2𝜔𝑧 + 4𝜅1
2𝜔𝑧 

𝑘2 =
∆2

∆
=

4𝑟1
2𝜔𝑧 + 4𝜅1

2𝜔𝑧

4𝑟1 − 4𝜅1
2  

Encontrando 𝑘1, 𝑘2, el modelo matemático en (4.19) es completado, esto es el observador 

lineal propuesto y ahora se tiene que calcular la estabilidad de la derivada de función de 

Lyapunov. Utilizando las ganancias 𝑘1 y 𝑘2 se colocan dentro de la ecuación (4.33), para 

obtener el siguiente resultado: 
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𝑉̇ = −(2𝜅1|𝜔𝑧|)𝑒𝑥
2 − (2𝜅1|𝜔𝑧|)𝑒𝑦

2 

(4.35)  

Pero se tendrán las características siguientes para esta última ecuación (4.35); 

𝜅1 =
𝜆𝑠

2
|𝜔𝑧|;  𝜆𝑠 > 0 

Resultando con esto que la derivada de función de Lyapunov, mostrada a continuación será 

estable y la estimación de errores en (4.12) tiende exponencialmente a cero.  

𝑉 = −𝜆𝑠(𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2) 

(4.36) 

Ahora con respecto a los parámetros de linealización de la función de Lyapunov (4.30), se 

comienza por encontrar a 𝑝11, 𝑝12, 𝑝22, pero recordando que se tiene la ecuación 𝐴𝑇𝑃 +

𝑃𝐴 = −𝑄, y las matrices de esta fórmula se pueden considerar de la siguiente forma: 

𝐴 = (
−𝑘1 𝜔𝑧

−𝑘2 0
) ;  𝐴𝑇 = (

−𝑘1 −𝑘2

𝜔𝑧 0
) ; 𝑃 = (

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
) ; 𝑄 = (

−𝑞1 0
0 −𝑞2

), 

donde, al introducir la ecuación 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄, en realidad se están multiplicando las 

matrices de esta manera: 

(
−𝑘1 −𝑘2

𝜔𝑧 0
) (

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
) + (

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
) (

−𝑘1 𝜔𝑧

−𝑘2 0
) = −(

−𝑞1 0
0 −𝑞2

) 

Resultando la matriz de linealización igualada a la matriz Q, de acotación:  

(
−2𝑘1𝑝11 − 2𝑘2𝑝12 −𝑘1𝑝12 − 𝑘2𝑝22 + 𝜔𝑧𝑝11

−𝑘1𝑝12 − 𝑘2𝑝22 + 𝜔𝑧𝑝11 2𝑝12𝜔𝑧
) = −(

−𝑞1 0
0 −𝑞2

) 

Proponiendo que esta última matriz, se pueda escribir como un  sistema  lineal de la siguiente 

manera, para poder encontrar las incógnitas, 𝑝11 , 𝑝12, y 𝑝22: 

−2𝑘1𝑝11 − 2𝑘2𝑝12 = −𝑞1 

−𝑘1𝑝12 − 𝑘2𝑝22 + 𝜔𝑧𝑝11 = 0 
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2𝑝12𝜔𝑧 = −𝑞2 

(4.37) 

Los valores de 𝑝11, 𝑝12, 𝑝22, se solucionan mediante el método de Cramer, donde las variables 

que se buscan obtener son: 

𝑝11 =
∆1

∆
, 𝑝12 =

∆2

∆
, 𝑝22 =

∆3

∆
  

Para calcular la delta (∆): 

∆= (

−2𝑘1 −2𝑘2 0
𝜔𝑧 −𝑘1 −𝑘2

0 2𝜔𝑧 0
)(

𝑝11

𝑝12

𝑝22

) = (

−𝑞1

0
−𝑞2

) 

∆= |
−2𝑘1 −2𝑘2 0
𝜔𝑧 −𝑘1 −𝑘2

0 2𝜔𝑧 0
| = −4𝑘1𝑘2𝜔𝑧 

∆1, mediante la siguiente determinante: 

∆1= |

−𝑞1 −2𝑘2 0
0 −𝑘1 −𝑘2

−𝑞2 2𝜔𝑧 0
| = −2𝑞1𝑘2𝜔𝑧 − 2𝑘2

2𝑞2 

𝑝11 =
∆1

∆
=

−2𝑞1𝑘2𝜔𝑧 − 2𝑘2
2𝑞2

−4𝑘1𝑘2𝜔𝑧
=

𝑞1𝜔𝑧 + 𝑘2𝑞2

2𝑘1𝜔𝑧
 

La determinante ∆2: 

∆2= |
−2𝑘1 −𝑞1 0
𝜔𝑧 0 −𝑘2

0 −𝑞2 0
| = 2𝑘1𝑘2𝑞2 

𝑝12 =
∆2

∆
=

2𝑘1𝑘2𝑞2

−4𝑘1𝑘2𝜔𝑧
= −

𝑞2

2𝜔𝑧
 

Y por último se resuelve para la ∆3: 

∆3= |
−2𝑘1 −2𝑘2 −𝑞1

𝜔𝑧 −𝑘1 0
0 2𝜔𝑧 −𝑞2

| = −2𝑘1
2𝑞2 − 2𝑞1𝜔𝑧

2 − 2𝑘2𝜔𝑧𝑞2 
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𝑝22 =
∆3

∆
=

−2𝑘1
2𝑞2 − 2𝑞1𝜔𝑧

2 − 2𝑘2𝜔𝑧𝑞2

−4𝑘1𝑘2𝜔𝑧
=

𝑘1
2𝑞2 + 𝑞1𝜔𝑧

2 + 𝑘2𝜔𝑧𝑞2

2𝑘1𝑘2𝜔𝑧
 

Con estos valores encontrados (∆1, ∆2, ∆3), esta pendiente establecer los valores para 𝑞1 y 𝑞2, 

que deben ser mayores a cero, y con los parámetros encontrados 𝑝11, 𝑝12, 𝑝22, la función de 

Lyapunov  es completada en (4.30), teniendo como resultado que esta función sea positiva,  

por lo tanto la parte de estabilidad está finalizada, solamente se argumenta que este modelo 

el cual se puede simular en Matlab-Simulink para estimar la velocidad longitudinal y la 

velocidad lateral para el vehículo se muestran sus resultados en el capítulo  cinco, además se 

comparan con las señales de salida de CarSim de estas mismas dinámicas, para comprobar 

que este modelo de observador lineal de dos grados de libertad es un diseño adecuado para 

la aplicación al automóvil. Por lo tanto, se comienza con una nueva propuesta para la tesis 

del Doctor Sergio Sandoval Pérez de trabajo la cual ofrece un diseño de un controlador lineal 

el cual se explica y se comprueba  matemáticamente en el siguiente subtema. 

 

4.3. Controlador lineal de dos grados de libertad aplicado 

al automóvil. 

En el estudio del controlador y observador diseñados en los subtemas anteriores de este  

capítulo cuatro, se utilizan para la parte no lineal del sistema del vehículo, ahora en este  

subtema 4.3 se diseña un controlador para la parte lineal del sistema del automóvil teniendo 

algunas características dinámicas para este controlador como se pueden mencionar, con la 

fuerza lateral frontal y la fuerza trasera lateral de la llanta, como inicio, que pueden ser 

definidas mediante la fórmula de Pacejka (4.9), utilizando el modelo matemático lineal del 

automóvil que se presenta a continuación, conjuntamente con los ángulos de deslizamiento  

(slip) de los neumáticos (𝛼𝑓) y (𝛼𝑟) que son definidos por las ecuaciones (4a) y (4b), 

respectivamente con sus variables dinámicas lineales [35] y donde este modelo matemático  

se muestra  a partir de la ecuación  (4.7) para la velocidad lateral, sumándole una fuerza de 

perturbación  (𝐹𝑑𝑦) y para  la velocidad angular de viraje, que se le agrega un momento en el 

eje z (𝑀𝑧) [38] [39] y una perturbación en el momento z (𝑀𝑑𝑧), con estas dinámicas se realiza 
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el siguiente análisis para la obtención del modelo matemático de dos grados de libertad con 

entradas al sistema como a continuación se muestra: 

𝛼𝑓 = 𝛿 −
𝑣𝑦 + 𝑙𝑓𝜔𝑧

𝑣𝑥
 

(4a) 

𝛼𝑟 = −
𝑣𝑦 + 𝑙𝑟𝜔𝑧

𝑣𝑥
 

(4b) 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 +
𝜇(𝐹𝑓,𝑦 + 𝐹𝑟,𝑦)

𝑚
+ 𝐹𝑑𝑦 

(4.38) 

𝜔̇𝑧 =
1

𝐽𝑧
[𝜇(𝑙𝑓𝐹𝑟,𝑦 − 𝑙𝑟𝐹𝑟,𝑦) + 𝑀𝑧 + 𝑀𝑑𝑧] 

(4.39)  

Teniendo en cuenta las características de las fuerzas frontales y traseras laterales de las llantas 

en su parte lineal, las dos ecuaciones anteriores (4.38) y (4.39) se modifican, tanto para la 

velocidad lateral, como para la velocidad angular de viraje, observándose los siguientes 

cambios con entradas al sistema esto debido a los ángulos de deslizamiento frontal y trasero 

de las llantas como a continuación se demuestra [40]: 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 +
𝜇(𝐶𝑓𝛼𝑓 + 𝐶𝑟𝛼𝑟)

𝑚
+ 𝐹𝑑𝑦 

𝜔̇𝑧 =
1

𝐽𝑧
[𝜇(𝐶𝑓𝛼𝑓𝑙𝑓 − 𝐶𝑟𝛼𝑟𝑙𝑟) + 𝑀𝑧 + 𝑀𝑑𝑧] 

𝑣̇𝑦 = −𝑣𝑥𝜔𝑧 +
𝜇𝐶𝑓

𝑚
(𝛿 −

𝑣𝑦 + 𝑙𝑓𝜔𝑧

𝑣𝑥
) +

𝜇𝐶𝑟

𝑚
(−

𝑣𝑦 − 𝑙𝑟𝜔𝑧

𝑣𝑥
) + 𝐹𝑑𝑦 

𝜔̇𝑧 =
𝜇𝐶𝑓𝛼𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
(𝛿 −

𝑣𝑦 + 𝑙𝑓𝜔𝑧

𝑣𝑥
) −

𝜇𝐶𝑟𝛼𝑟𝑙𝑟
𝐽𝑧

(−
𝑣𝑦 − 𝑙𝑟𝜔𝑧

𝑣𝑥
) +

𝑀𝑧

𝐽𝑧
+

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
 

Además se debe tomar en cuenta que el ángulo que transmite el conductor al neumático puede  

ser  visto  en  realidad  como la  suma  de dos ángulos 𝛿 = 𝛿𝑑 + 𝛿𝑐, el ángulo  del conductor  

𝛿𝑑 y el ángulo del controlador 𝛿𝑐. Este último ángulo, será diseñado para apoyar al conductor  
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en caso de un subviraje, ya sea agregando o restando ángulo a las ruedas para  una conducción 

segura. Por lo tanto teniendo en cuenta estas últimas características, el sistema matemático 

del automóvil de dos grados de libertad se obtiene de esta forma: 

𝑣̇𝑦 =
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
𝑣𝑦 + (

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)𝜔𝑧 +

𝜇𝐶𝑓

𝑚
𝛿𝑑 +

𝜇𝐶𝑓

𝑚
𝛿𝑐 + 𝐹𝑑𝑦 

(4.40) 

𝜔̇𝑧 =
𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
(𝛿 −

𝑣𝑦 + 𝑙𝑓𝜔𝑧

𝑣𝑥
) −

𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟
𝐽𝑧

(−
𝑣𝑦 − 𝑙𝑟𝜔𝑧

𝑣𝑥
) +

𝑀𝑧

𝐽𝑧
+

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
 

(4.41)  

Con este modelo matemático anterior se tomará un sistema lineal de la forma: 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑥, 

donde los estados son 

𝑥 = [
𝑣𝑦

𝜔𝑧
] 

La matriz de los estados 𝐴 = [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
], la matriz de entrada de control 𝐵 = [

𝑏1

𝑏2
] y los 

parámetros del sistema son: 

𝑎11 =
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
 

𝑎12 =
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥 

𝑎21 =
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝐽𝑥𝑣𝑥
 

𝑎22 =
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

2 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟
2

𝐽𝑥𝑣𝑥
 

𝑏1 = (𝜇𝐶𝑓 0) 

𝑏2 = (
𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑥

1

𝐽𝑧
) 
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Estos parámetros (𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22, 𝑏1, 𝑏2) son conocidos por que se pueden medir y con esta 

información el objetivo del controlador es realizar que el automóvil sea estable para todo tipo 

de manejo por parte del conductor a la hora de conducir el vehículo. 

Con esta idea se tiene que la matriz de este sistema A, es Hurwitz refiriéndose a que todos  

sus eingenvalores tienen parte real negativa, considerando con esto que se encuentra dentro 

de la estabilidad, para ciertos parámetros, donde se puede establecer que con una ley de 

control de la forma (𝐴 + 𝐵𝑘)𝑥, con una u de control, (𝑢 = 𝑘𝑥), se podría realizar un  

controlador pero al momento de cambiar parámetros del sistema demasiado alejados, esta 

última ley no funciona correctamente, porque la ganancia k, debe de ser siempre de valor 

grande, para mantener los eingenvalores negativos y al momento de cambiar bruscamente  

las variables del automóvil, esta ley de control ya no funciona correctamente. 

Por lo que se debe proponer una u de control diferente, recordando que el sistema puede 

trabajar en lazo abierto donde en un momento dado al cambiar sus parámetros demasiado a 

los mencionados anteriormente se desestabiliza y por lo tanto se está proponiendo un lazo 

cerrado donde se aplican dos entradas de control 𝛿𝑐, 𝑀𝑧 , diseñadas para que el sistema bajo 

ciertas condiciones sea estable, ademas de sumarle perturbaciónes a este sistema  (𝐹𝑑𝑦 , 𝑀𝑑𝑧),  

obteniendo de esta forma el modelo matemático del sistema del automóvil de dos grados de 

libertad con entradas de control como a continuación se muestra: 

𝑣̇𝑦 =
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
𝑣𝑦 + (

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)𝜔𝑧 + (𝜇𝐶𝑓 0) (

𝛿
𝑀𝑧

) + 𝐹𝑑𝑦 

𝜔̇𝑧 =
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝑣𝑦 +

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓
2 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

2

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝜔𝑧 + (

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧

1

𝐽𝑧
) (

𝛿
𝑀𝑧

) +
𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
 

(4.42)  

Con este modelo implementado con dinámicas de control de entrada (4.42) se asegura que 

funcione correctamente al momento de seguir alguna guía la cual puede ser un modelo 

matemático de referencia como a continuación se analiza: 

𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓 = −𝑣𝑥𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓 +
𝜇𝑟𝑒𝑓(𝐹𝑓,𝑦𝑟𝑒𝑓 + 𝐹𝑟,𝑦𝑟𝑒𝑓)

𝑚
 

(4.43) 
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𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓 =
1

𝐽𝑧,𝑟𝑒𝑓
𝜇𝑟𝑒𝑓(𝐹𝑓,𝑦𝑟𝑒𝑓𝑙𝑓 + 𝐹𝑟,𝑦𝑟𝑒𝑓𝑙𝑟), 

donde 𝐽𝑧,𝑟𝑒𝑓 = 𝐽𝑧 , µ𝑟𝑒𝑓 = µ, son parámetros apropiados y 𝐹𝑓,𝑦𝑟𝑒𝑓, 𝐹𝑟,𝑦𝑟𝑒𝑓, son curvas ideales, 

dependiendo de: 

𝛼𝑓,𝑟𝑒𝑓 = 𝛿𝑑 −
𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓 + 𝑙𝑓𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓

𝑣𝑥
 

𝛼𝑟,𝑟𝑒𝑓 = −
𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓 + 𝑙𝑟𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓

𝑣𝑥
 

Agregando que las fuerzas frontales y traseras de las llantas del automóvil para el modelo de 

referencia  deben  cumplir  con las siguientes  ecuaciones  basadas  en la fórmula  de Pacejka: 

𝐹𝑓,𝑦𝑟𝑒𝑓 = 𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓𝛼𝑓,𝑟𝑒𝑓 

𝐹𝑟,𝑦𝑟𝑒𝑓 = 𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓𝛼𝑟,𝑟𝑒𝑓 

Donde: 𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓 ≠ 𝐶𝑓 ,y 𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓 ≠ 𝐶𝑟. (Ver Tabla  5.2 [1]) 

Por lo que se obtiene el siguiente sistema de referencia: 

[
𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓

𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓
] =

[
 
 
 
 

−𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓 − 𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓

𝑚𝑣𝑥
(
−𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)

−𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑟

𝐽𝑧,𝑟𝑒𝑓𝑣𝑥

−𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑓
2 − 𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑟,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑟

2

𝐽𝑧,𝑟𝑒𝑓𝑣𝑥 ]
 
 
 
 

(
𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓

𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓
) 

+

(

 
 

𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓

𝑚
𝜇𝑟𝑒𝑓𝐶𝑓,𝑟𝑒𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧,𝑟𝑒𝑓 )

 
 

𝛿𝑑 

(4.44) 

Estableciendo que los parámetros de la aceleración lateral de referencia, así como la 

aceleración angular de viraje de referencia, además de las velocidades laterales y angular de 

viraje del sistema de referencia son conocidos y acotados. 
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Por lo tanto una vez teniendo el sistema real y el sistema de referencia, se pueden realizar las 

siguientes consideraciones para obtener el error de la velocidad lateral y el error de la 

velocidad angular de viraje y comprobar que el sistema real (4.42)  sigue a la referencia (4.44) 

con un error de casi cero, con estas consideraciones anteriores las dinámicas de la estimación 

de errores son [36]; 

𝑒𝑣𝑦
= 𝑣𝑦 − 𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓 

𝑒𝜔𝑧
= 𝜔𝑧 − 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓 

(4.45) 

La derivada de la ecuación (4.45) es; 

𝑒̇𝑣𝑦
= 𝑣̇𝑦 − 𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓 

𝑒̇𝜔𝑧
= 𝜔̇𝑧 − 𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓 

(4.46) 

Con los resultados de los errores de la velocidad lateral (𝑒𝑣𝑦
) y velocidad angular (𝑒𝜔𝑧

), se 

propone una función de estabilidad de Lyapunov para comprobar que el sistema es 

asintóticamente estable, además aportará la ley de control necesaria para implementarla a 

nuestro vehículo. La función candidata que se propone es: 

𝑉 =
1

2
𝑒𝑣𝑦

2 +
1

2
𝑒𝜔𝑧

2   

(4.47)  

Donde la función candidata de Lyapunov (4.47) debe ser definida positiva para mostrar que 

es continuamente decreciente a lo largo de cualquier trayectoria y la derivada  de la función 

de Lyapunov es definida negativa asegurando que el sistema tenga estabilidad asintótica, 

como se demuestra a continuación: 

𝑉̇ = 𝑒𝑣𝑦
𝑒̇𝑣𝑦

+ 𝑒𝜔𝑧
𝑒̇𝜔𝑧

 

(4.48) 
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Utilizando los errores de la ecuación (4.46) en la ecuación anterior (4.48) se obtiene la 

derivada  de la función de Lyapunov con los siguientes parámetros; 

𝑉̇ = 𝑒𝑣𝑦
[
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
𝑣𝑦 + (

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)𝜔𝑧 + (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑑 + (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑐 + 𝐹𝑑𝑦

− 𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓] 

+𝑒𝜔𝑧
[
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝑣𝑦 +

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓
2 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

2

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝜔𝑧 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑑 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑐 +

𝑀𝑧

𝐽𝑧
+

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧

− 𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓] 

(4.49) 

Ahora de los términos de la última derivada de la función de Lyapunov (4.49) se establecen 

dos expresiones matemáticas de menor a cero como se observa: 

[
−𝜇𝐶𝑓 − 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
𝑣𝑦 + (

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
− 𝑣𝑥)𝜔𝑧 + (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑑 + (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑐 + 𝐹𝑑𝑦 − 𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓]

< 0 

(4.50) 

[
−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝑣𝑦 +

−𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓
2 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

2

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝜔𝑧 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑑 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑐 +

𝑀𝑧

𝐽𝑧
+

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
− 𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓]

< 0 

(4.51)  

Y con estas expresiones matemáticas menor a cero (4.50) y (4.51), se puede obtener dos 

igualaciones en función de las entradas de control 𝛿𝑐 y 𝑀𝑧, las cuales se establecen de la 

siguiente forma; 

𝛿𝑐 < (
𝑚

𝜇𝐶𝑓
) [

𝜇𝐶𝑓 + 𝜇𝐶𝑟

𝑚𝑣𝑥
𝑣𝑦 + (

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑚𝑣𝑥
+ 𝑣𝑥)𝜔𝑧 − (

𝜇𝐶𝑓

𝑚
)𝛿𝑑 − 𝐹𝑑𝑦 + 𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓] 

(4.52) 

𝑀𝑧 < 𝐽𝑧 [
𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝑣𝑦 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓
2 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

2

𝐽𝑧𝑣𝑥
𝜔𝑧 −

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑑 −

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓

𝐽𝑧
𝛿𝑐 −

𝑀𝑑𝑧

𝐽𝑧
+ 𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓] 
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(4.53)  

Además para estas expresiones matemáticas 𝛿𝑐, (4.52) y 𝑀𝑧, (4.53), se diseña una ley de 

control  por medio de la teoría  de retroalimentación de estados,  y se propone como entradas 

dinámicas de control, las cuales se determinan a continuación: 

𝛿𝑐 = (
1

𝑣𝑥
+

𝐶𝑟

𝐶𝑓𝑣𝑥
) 𝑣𝑦 + (

𝑙𝑓

𝑣𝑥
−

𝐶𝑟𝑙𝑟
𝐶𝑓𝑣𝑥

+
𝑚𝑣𝑥

𝜇𝐶𝑓
)𝜔𝑧 − 𝛿𝑑 − (

𝑚

𝜇𝐶𝑓
)𝐹𝑑𝑦 + (

𝑚

𝜇𝐶𝑓
) 𝑣̇𝑦,𝑟𝑒𝑓

− 𝑘1𝑒𝑣𝑦
 

(4.54)  

𝑀𝑧 =
𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓 − 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝑣𝑦 +

𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓
2 + 𝜇𝐶𝑟𝑙𝑟

2

𝑣𝑥
𝜔𝑧 − (𝜇𝐶𝑓𝑙𝑓)(𝛿𝑑 + 𝛿𝑐) − 𝑀𝑑𝑧 + 𝐽𝑧𝜔̇𝑧,𝑟𝑒𝑓

− 𝑘2𝑒𝜔𝑧
 

(4.55) 

con estas entradas dinámicas de control aplicadas al automóvil, se puede ver que los 

parámetros de 𝛿𝑐 y 𝑀𝑧 son medibles, aun las perturbaciones de 𝐹𝑑𝑦 y 𝑀𝑑𝑧 también son 

conocidos, por lo tanto se puede obtener la comprobación de estabilidad del sistema 

aplicando  estas  dinámicas  de entrada proponiéndolas  que sean menores a cero como se 

establece en la ecuación (4.50) y (4.51) y sustituyendo las ecuaciones (4.54) y (4.55) en la 

derivada de la función de Lyapunov (4.49), se obtiene el siguiente resultado, comprobando 

que la derivada de Lyapunov es menor a cero como se determina a continuación: 

 

𝑉̇ = −𝑘1𝑒𝑣𝑦
2 − 𝑘2𝑒𝜔𝑧

2  

(4.56) 

A la vez se diseñan las ganancias, 𝑘1, 𝑘2, para la derivada de la función de Lyapunov, y con 

esto se puede establecer la función en forma de matriz, de la ecuación (4.56), mediante la 

siguiente forma: 

𝑉̇ = (
−𝑘1 0
0 −𝑘2

) (
𝑒𝑣𝑦

2

𝑒𝜔𝑧
2

), 
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donde la matriz de errores se estableció anteriormente de la siguiente manera: 

𝑒 = (
𝑒𝑣𝑦

2

𝑒𝜔𝑧
2

) 

por último, se establece la función de Lyapunov para comprobar que es asintóticamente 

estable: 

𝑉̇ ≤ −𝜆𝑚𝑖𝑛𝑘‖𝑒‖2 

Con este controlador lineal se diseña primeramente en un software como el Matlab-Simulink,  

donde este se aplica a una planta la cual es el automóvil y que viene representada por el 

software CarSim, esta planta genera señales como son la velocidad lateral, velocidad angular, 

la fuerza lateral frontal y fuerza lateral trasera, por mencionar algunas dinámicas que tienen 

control y las cuales son comparadas con el modelo de referencia realizado en Matlab-

Simulink, además como se describe el controlador también genera las entradas de control al 

software CarSim, obteniendo que las señales de la planta sigan a las señales de referencia 

como se observa en el capítulo cinco llamado resultados  y por último se establece que este 

controlador es una idea original como una propuesta para la parte lineal del sistema del 

automóvil, por lo tanto en este momento se termina el capítulo cuatro y continua la parte de 

resultados  de esta tesis.  
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Capítulo 5 

5. Resultados 

5.1. Resultados obtenidos por los observadores CarSim-

Matlab-Simulink. 

5.1.1. Maniobra doble volanteo. 

Para  iniciar el estudio de la parte de resultados  de CarSim-Matlab-Simulink que se obtienen 

con los modelos matemáticos propuestos en el capítulo cuatro, una idea principal es de 

separar las simulaciones por maniobra  de entrada al automóvil, teniendo en cuenta que estas 

señales cumplen con normas standard de pruebas al vehículo a nivel internacional. 

En la primera parte de este subtema están las simulaciones de los observadores y para el 

subtema 5.2 los controladores, obteniendo gráficas importantes en el software Carsim-Matlab 

Simulink.  

Con esta pequeña introducción se puede empezar con el análisis de la demostración en la 

figura 5.1a de la maniobra de entrada denominada por la norma ISO 3888-1, para los 

observadores no lineales de cinco y tres grados, considerando también al observador lineal 

para  esta  maniobra  desarrollada  por el conductor (𝛿𝑑), donde  tiene  un  primer valor  pico 

de 0.22 𝑟𝑎𝑑/𝑠 a los dos segundos y un  segundo  pico de 0.24 rad/s  a los cuatro segundos, 

teniendo que ser multiplicados estos valores por el coeficiente de giro de rueda (16) y después 

por la conversión de 180/𝜋 para obtener los valores adecuados, equivalentes a 200 y 220 

grados respectivamente a los dos y cuatro segundos. Recordando que al software CarSim se 

le introducen valores en grados y es un concepto que funciona para todos estos observadores 

y controladores diseñados en esta tesis. 

Por lo tanto continuando con las simulaciones se tiene la aplicación de un coeficiente de 

fricción variable a las llantas del vehículo como se muestra en la gráfica 5.1b, realizando con 

esto una prueba a las dinámicas del automóvil y ver cómo responden los observadores no 

lineales y lineales.  
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Además se puede destacar que aparte del coeficiente de fricción cambiante, se aplica otras 

entradas variables como son una fuerza de perturbación longitudinal que se observa en la 

figura 5.2a, otra fuerza establecida de viento es lateral como se analiza en la figura 5.2b y un 

momento de perturbación en el eje z, visto en la figura 5.2c, donde estas perturbaciones se 

reflejan en cada una de las dinámicas del vehículo y ofrecen una mejor validez a este trabajo 

de investigación. 

Con estas partes dinámicas se pueden ahora retomar algunas importantes como puede ser la 

aceleración longitudinal, que viene siendo una señal de valor cercano a 0.13 𝑚/𝑠2, por 

considerar fuerzas longitudinales del software CarSim dentro del modelo interno (internal 

Tire Model), aplicándose para el observador lineal.  

Con estos observadores dinámicos no lineales y lineal, también se propone la estimación de 

errores de la velocidad longitudinal para el observador no lineal de cinco grados en figura 

5.4b, que tiene un valor fluctuante de casi cero, alrededor de 0.06, como también se puede 

ver para el observador lineal de dos grados con el valor de 0.1. 

En este momento se analiza a la velocidad de viraje lineal aplicada al observador de dos 

grados de la figura 5.5, es mayor que las aplicadas para los observadores no lineales, 

puntualizando que este observador está comparado con parámetros de diseño iguales, 

teniendo con esto resultados adecuados.  

Con estos resultados solamente queda informar el comportamiento para el observador de dos 

grados, que prácticamente es mayor al ángulo slip frontal de la planta no lineal, dejando una 

importante propuesta. 

Llegando al punto de mencionar  que todo este  trabajo de tesis de los observadores se realiza 

con exactitud o muy cercano a las variables de la planta con los valores de simulación que se 

pueden observar en la tabla 5.1 y tabla 5.2, al final de este capítulo de resultados. 

Considerando estos parámetros se termina de explicar este subtema y esperando realizar otra 

propuesta importante para el aprendizaje de las dinámicas del automóvil en forma profesional 

con el software CarSim, se simula en el siguiente subtema 5.1.2, la aplicación de la maniobra  

de entrada steering input para estos observadores, no lineales y lineal.  
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Figura 5.1: a) Señal del conductor 𝛿𝑑 [rad vs s]; b) Coeficiente de fricción µ. 

 

Figura  5.2: a) Fuerza de perturbación 𝐹𝑑𝑥 [N vs s]; b) Fuerza de perturbación 𝐹𝑑𝑦 [N vs s]; 

c) Momento de perturbación 𝑀𝑑𝑧 [Nm vs s]. 
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Figura 5.3: a) 𝑣𝑥𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 𝑣𝑠 𝑣𝑥 [𝑚/𝑠 𝑣𝑠 𝑠]; b) Error 𝑣𝑥𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 − 𝑣𝑥 [𝑚/𝑠 𝑣𝑠 𝑠]. 

 

 

Figura 5.4: 𝜔𝑧𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 [𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠]. 
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5.1.2. Maniobra escalón 

Con el subtema anterior 5.1.1 se introduce una maniobra  profesional y es momento en este 

subtema 5.1.2 de introducir otra reconocida como entrada de maniobra escalón o se describe 

en inglés como step-steering-input denominada por la norma ISO 7400/2011, mencionando 

que esta entrada tiene particularidades muy importantes por iniciar en un tiempo de 0.6 

segundos como se puede ver en 5.5a, con una amplitud  de 40 grados y, con esta maniobra  

de entrada, se observarán el comportamiento dinámico del vehículo, así como el coeficiente 

de fricción cambiante visto en figura 5.5b, y las perturbaciones de viento de la fuerza 

longitudinal en 5.6a, además de la fuerza lateral en 5.6b, así como el momento de 

perturbación 𝑀𝑑𝑧 en figura 5.6c. 

Por lo tanto la variable del automóvil de comienzo de estudio es la aceleración longitudinal, 

la cual tiene un valor de inclinación por tener las fuerzas longitudinales configuradas en 

CarSim con una pendiente, además esto mismo se toma en cuenta también para la aceleración 

del observador no lineal de tres grados, así como para el observador lineal, entendiéndose 

que esta aceleración longitudinal se introduce de la planta CarSim o automóvil al observador  

que se está diseñando.  

Otra aceleración que se necesita en los observadores es la aceleración lateral con un margen 

de 3.8 𝑚/𝑠2 para el observador de dos grados de libertad. 

Enseguida se toma a la velocidad longitudinal para describir su valor, empezando con la 

Figura 5.7a en el modelo de la planta no lineal de cinco grados, la cual es observada en forma  

adecuada y para el observador lineal de dos grados que estima a esta velocidad longitudinal  

correctamente.  

Toda esta comprobación de funcionamiento correcto de los observadores se refleja cuando 

se abordan los errores. Analizando al error de la velocidad longitudinal en la Figura 5.7b, el 

que resultado del observador lineal de dos grados de libertad tiene error igual al de los 

observadores no lineales, que es cero. 
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Teniendo en cuenta este concepto se sigue con otra variable denominada velocidad lateral 

que tiene un valor cercano a −1.5 𝑚/𝑠, y después de entrar un coeficiente de fricción 

aumenta cercano a −1.8 𝑚/𝑠, estas características se reflejan para el observador de dos 

grados. 

Ahora se analiza el caso de la velocidad angular de viraje, vista en la figura 5.8 con un valor 

promedio de 0.12 rad, con un poco de menos amortiguación.  

 

Figura 5.5: a) Señal del conductor 𝛿𝑑  [𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠]; b) Coeficiente de fricción µ. 

 

Figura 5.6: a) Fuerza  de perturbación 𝐹𝑑𝑥  [𝑁 𝑣𝑠 𝑠]; b) Fuerza  de perturbación 

𝐹𝑑𝑦 [𝑁 𝑣𝑠 𝑠]; c) Momento de perturbaci´on 𝑀𝑑𝑧 [𝑁𝑚 𝑣𝑠 𝑠]. 
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Figura 5.7: a) 𝑣𝑥𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 𝑣𝑠 𝑣𝑥 [𝑚/𝑠 𝑣𝑠 𝑠]; b) Error 𝑣𝑥𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 − 𝑣𝑥 [𝑚/𝑠 𝑣𝑠 𝑠]. 

 

 

Figura 5.8. 𝜔𝑧𝐶𝑎𝑟𝑠𝑖𝑚 [𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠]. 
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5.2. Controladores CarSim-Matlab-Simulink 

5.2.1. Maniobra doble volanteo 

En el control de plantas, en especial para el vehículo, se tiene representado por este software 

Carsim, considerando esta propuesta de controladores en Carsim-Matlab-Simulink se 

extiende para cualquier universidad o centro de investigación donde se necesita conocer 

señales dinámicas del automóvil, ya que precisamente existen software automotrices en la 

actualidad que cuentan con sistemas de traficación de algunas variables y el investigador, 

ingeniero o estudiante técnico no sabe muchas veces como entenderlas y para esta 

problemática y muchas más se puede acceder a esta información para empezar a relacionar 

variables y entenderlas en forma particular o general, de antemano la propuesta de estos 

controladores son para los modelos descritos en este trabajo de investigación con un máximo 

nivel de complejidad de cinco grados de libertad en cuanto a los modelos matemáticos. 

Es importante señalar que hoy en día existe una gran necesidad en la parte automotriz de 

capacitación científica y por esto se realiza la investigación de estos controladores, no 

lineales y lineal, los cuales se utilizarán en futuro para trabajos de investigaciones más 

complejas. 

Por lo tanto se inicia con aplicaciones de entrada al sistema del vehículo ya conocidas al 

mostrarse en diseños de observador lineal en CarSim-Matlab-Simulink. Continuando con los 

controladores también existe la respuesta de la señal que ofrece el controlador lineal a partir 

de la señal de entrada vista en la figura 5.9a, aplicada por el conductor al software CarSim, 

donde el controlador lineal muestra  una gráfica como en la figura 5.9b, además se observa 

la suma del control activo y del conductor en la figura 5.9c. 

En este momento se analiza a la velocidad angular de viraje vista en la figura 5.10a, para el 

controlador lineal, que presenta un cambio, porque la velocidad angular de viraje controlada 

no sigue a la velocidad angular de referencia sobre todo en el tiempo de 2.5 segundos a 4 

segundos, por ser un controlador lineal con dinámicas faltantes en comparación con el 

software CarSim, ofreciendo para esta dinámica en particular de la velocidad angular  de 

viraje un correcto desempeño. 
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A la par se puede observar los errores de la velocidad angular de viraje, visto en la figura 

5.10b, existe un valor de error con respecto a la velocidad angular, para el controlador lineal 

de dos grados. Con estos errores se evalúa el funcionamiento de los controladores, pero es 

necesario establecer otras características prácticas al momento de realizar control, siendo el 

caso de las dinámicas en las llantas del vehículo. 

En este momento se toma en cuenta el comportamiento de las fuerzas traseras del automóvil 

con respecto a los controladores, no lineales y lineal. Comenzando con la fuerza trasera del 

controlador no lineal de cinco grados, teniendo un  valor cercano a los 5000 N  mientras  que 

la fuerza trasera de referencia es de 6000 N , con un  seguimiento  de la fuerza controlada  a 

la de referencia  de forma adecuada,  y con estos  conceptos  se puede  observar  al controlador  

no lineal de tres  grados,  que ofrece una  fuerza de control  y de referencia igual a la de cinco 

grados, por lo tanto en este instante se analizaron  los dos controladores no lineales, siendo 

ahora  el momento de estudiar al controlador lineal respecto a su fuerza trasera controlada y 

su fuerza trasera de referencia, teniendo un seguimiento correcto. 

Además una vez entendidas las fuerzas traseras llega ahora  el tiempo de analizar  el momento 

de alineación en z de las llantas para el controlador no lineal de cinco grados en Figura 5.11, 

donde este momento en z tiene valores pico de 10000 N • m. 

Para  el controlador no lineal de tres grados en cuanto a su amplitud  tiene un valor de 5500 

N • m, en la parte positiva  y de -10000 N • m, para  la parte negativa. En forma diferente 

esta la gráfica del controlador lineal, con valores cercanos positivos a los 22000 N • m, y de 

-33000N • m. 

Todos estos momentos están presentados para la parte de control activo no lineal y lineal, 

quedando  pendiente presentar a la otra entrada de control para el controlador no lineal de 

cinco grados refiriéndose a la ∆𝐹𝑦,𝑓, donde esta entrada de fuerza de control al sistema no 

está saturada, así como para el controlador no lineal de tres grados con respecto a la fuerza 

de control de entrada con una amplitud no saturada y menos dinámica que la fuerza de control 

de los cinco grados de libertad. Con estas características se termina el análisis de estas 

dinámicas controladas estableciendo que estas variables  tienen los valores de simulación de 

la Tabla 5.1 para los controladores no lineales y lineal, además de utilizar los parámetros del 
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sistema de referencia de la tabla 5.2 y con esta información se continua ahora con la entrada 

escalón diseñada en Matlab-Simulink en el siguiente subtema 5.2.2, como se observa 

enseguida al terminar las gráficas de este subtema 5.2.1.  

 

Figura 5.9: a) Señal delta del conductor 𝛿𝑑 [rad vs s]; b) Señal delta del controlador 𝛿𝑐 [rad 

vs s]; c) Señal delta 𝛿 = 𝛿𝑑 + 𝛿𝑐 [rad vs s]. 

 

Figura 5.10: a) 𝜔𝑧 𝑣𝑠 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓 [𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠];b) Error (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓)[𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠]. 
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Figura 5.11: 𝑀𝑧 [Nm vs s]. 

 

5.2.2. Maniobra escalón 

Para concluir este trabajo de tesis de investigación se realiza ahora la entrada escalón al 

sistema CarSim, una entrada de 40 grados, donde esta maniobra de entrada del conductor es 

modificada al sumarle la entrada del control activo, que corresponde o resulta a la maniobra  

controlada de entrada, todo esto para  el controlador de cinco grados no lineal. 

Para la parte de maniobra de entrada se tiene el resultado de un controlador lineal de dos 

grados con la misma entrada que se utilizó para  los controladores no lineales y que se puede 

observar en la figura 5.12a, con su entrada de control en figura 5.12b mostrándose no muy 

linealizada a comparación de la ofrecida por los controles activos de cinco y tres grados. 

Concluyendo con la maniobra de entrada controlada en figura 5.12c de este control activo 

lineal. 



 
 

Resultados obtenidos por los observadores Carsim-Matlab-Simulink y la plataforma 

 

78 

Ahora se estudia a la velocidad angular de viraje, donde se puede ver en la figura 5.13a 

representando al controlador  lineal con una velocidad angular de viraje muy parecida a 0.07 

rad/s con una conversión de grados a 4.01. 

Y con esta dinámica angular de viraje, se define la comparación para el controlador con 

respecto a sus errores, como se ve en la figura 5.13b, que por algunos momentos tiene valores 

muy cercanos a cero y en otros prácticamente es cero, reflejándose este resultado  también 

para el controlador no lineal de tres grados y de la misma forma para el controlador lineal. 

Se analiza  ahora  a la fuerza  trasera de la llanta del vehículo,  como primer  término se puede 

mostrar al controlador no lineal de cinco grados con esta variable, teniendo la cantidad de 

3500 N  y su fuerza de referencia de alrededor de 4500 N, con resultados muy similares para  

el controlador no lineal de tres grados y para el controlador de dos grados referente a su 

fuerza trasera controlada de inicio que está en 3500 N , para terminar con un valor igual a la 

fuerza de referencia de 2000 N. 

Con estas deducciones se puede estudiar ahora el momento angular de z observado para el 

controlador lineal en figura 5.14, que tiene una menor de 3500 N. 

Concluyendo con esta dinámica en forma correcta, y para finalizar este estudio de los 

controladores en Carsim-Matlab-Simulink, solamente se estudia a la fuerza lateral de control 

∆𝐹𝑦,𝑓. 

Faltando señalar las tablas de valores de simulación de estos controladores no lineales y lineal 

que son definidos al final de estos resultados en la tabla 5.1 y para el sistema de referencia  

en tabla 5.2. Por lo tanto como final se puede deducir que existirán en futuro investigaciones 

de otros parámetros del vehículo, pero lo que se realizó hasta este momento es el principio 

de una línea de investigación de algoritmos de control para el automóvil y que el término de 

este trabajo para estos controladores y observadores deja un precedente  importante, siendo 

la primera investigación a nivel tesis de doctorado del Centro universitario  de la Ciénega del 

Módulo Ocotlán de la Universidad  de Guadalajara.  
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Figura 5.12: a) Señal delta del conductor 𝛿𝑑 [rad vs s]; b) Señal delta del controlador 𝛿𝑐 

[rad vs s]; c) Señal delta 𝛿 = 𝛿𝑑 + 𝛿𝑐 [rad vs s]. 

 

Figura 5.13: a) 𝜔𝑧 𝑣𝑠 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓 [𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠];b) Error (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓)[𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑠 𝑠]. 
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Figura 5.14: 𝑀𝑧 [𝑁𝑚 𝑣𝑠 𝑠]. 

Tabla 5.1: Parámetros para Carsim, controladores no lineales, lineal, 

observadores de tres y dos grados. 

Variables de Simulación 

𝑣𝑥 = 28𝑚/𝑠 𝐵𝑦𝑓 = 6.9 

𝑚 = 1800𝑘𝑔 𝐶𝑦𝑓 = 1.78 

𝐽𝑧 = 2552𝑘𝑔𝑚2 𝐷𝑦𝑓 = 7240𝑁 

𝑙𝑟 = 1.5416𝑚 𝐵𝑦𝑟 = 10 

𝑙𝑓 = 1.3674𝑚 𝐶𝑦𝑟 = 1.32 

𝑙 = 2.909𝑚 𝐷𝑦𝑟 = 7834𝑁 

𝜇 = 0.9 − 0.4 𝑚𝑠 = 1550𝑘𝑔 

𝐽𝑥 = 600𝑘𝑔𝑚2 𝜇𝑟𝑒𝑓 = 0.9 
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Tabla 5.2: Parámetros del sistema de referencia 

para controladores no lineal y lineal. 

Variables de Referencia 

𝐵𝑦𝑓𝑟𝑒𝑓 = 6.2 𝐵𝑦𝑟𝑟𝑒𝑓 = 7.0 

𝐶𝑦𝑓𝑟𝑒𝑓 = 1.21 𝐶𝑦𝑟𝑟𝑒𝑓 = 1.38 

𝐷𝑦𝑓𝑟𝑒𝑓 = 10,000𝑁 𝐷𝑦𝑟𝑟𝑒𝑓 = 10,000𝑁 

 

5.2.3. Resultados de la plataforma. 

A. Maniobra en una dirección. 

En esta sección el comportamiento del modelo matemático del automóvil se simula bajo una 

maniobra en una dirección ISO 7401, de manera repentina, con un ángulo 𝛿𝑑, enseguida se 

observa la delta del controlador 𝛿𝑐 y por último la delta del conductor sumándose a la delta 

del controlador, dando como resultado la delta 𝛿, como se muestra en la Figura 5.15. 

 

Figura 5.15: a) Señal 𝛿𝑑 [rad/s]; b) Señal 𝛿𝑐 [rad/s]; c) Señal 𝛿 [rad/s]. 

Para la figura 5.16, se muestra la velocidad lateral del sistema de referencia (𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓) y la 

salida de la velocidad lateral del sistema real (𝑣𝑦).  
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Figura 5.16: Velocidad lateral 𝑣𝑦 (solida) 

y 𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓 (interlínea) [m/s vs s]. 

Considerando la figura 5.17, se muestra la velocidad angular de viraje del sistema de 

referencia (𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓) y la salida de la velocidad angular de viraje del sistema real (𝜔𝑧), la cual  

tiene un seguimiento adecuado a la velocidad de viraje de referencia en un trayecto de 0s a 

los 6s. 

 

Figura 5.17: Velocidad angular de viraje 𝜔𝑧 (solida) 

y 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓 (interlínea) [rad/s vs s]. 
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B. Aplicación de la plataforma de Hardware propia a una dirección asistida. 

La dirección asistida que se utiliza para las pruebas del controlador activo de este trabajo de 

investigación, es una dirección electrónica de un Volkswagen (Bora), la cual se muestra a 

continuación (ver figura 5.18): 

 

 

Figura 5.18: Dirección Asistida Electrónica. 

La plataforma para velocidades longitudinal, lateral y de viraje para manipular la dirección 

asistida; La aplicación se realiza en una estación de pruebas del Instituto Tecnológico de Cd. 

Guzmán, en el estado de Jalisco en México, simulando un automóvil Bora Volkswagen. Esto 

se puede observar en la figura 5.19 

 

Figura 5.19: Estación de simulación del Automóvil. 
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Las pruebas finales se establecen con la obtención de las dinámicas del vehículo por medio 

de la plataforma de la figura 5.19, donde se diseña el algoritmo del controlador 𝛿𝑐, para la 

dirección asistida automotriz. Por último se muestran los resultados de las velocidades lateral 

y angular de viraje de la plataforma diseñada en hardware (ver figura 5.20 y 5.21), la cual 

ofrece el control lineal de la velocidad de viraje y velocidad lateral para conectarse a la 

dirección asistida, donde ayudará al conductor a no tener un subviraje al momento de ir 

conduciendo. 

 

Figura 5.20: Velocidad lateral 𝑣𝑦  [volts vs s]. 

 

Figura 5.21: Velocidad angular de viraje 𝜔𝑧 [rad/s vs s]. 
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5.2.4. Discusión. 

Este trabajo se realiza con la finalidad de proponer un controlador para el automóvil con 

velocidad lateral, partiendo del modelo matemático de la bicicleta. El objetivo del 

controlador será buscar el control para todo tipo de manejo por parte del conductor, 

imponiendo un ángulo en las llantas con el afán de no caer en sub viraje o en sobre viraje, ya 

que son los errores comunes a la hora de conducir un vehículo. El diseño de los algoritmos 

que contienen las ganancias 𝑘1, 𝑘2, las cuales se proponen para la ley de control por 

retroalimentación de estados, se utilizan para ampliar o disminuir a la 𝑀𝑧 y al control activo 

𝛿𝑐, además de cambiar estos últimos parámetros para establecer valores diferentes tanto para 

la velocidad lateral y velocidad angular de viraje aplicadas a las ruedas del automóvil. Esta 

investigación también genera una plataforma de hardware la cual puede utilizarse para 

entender de forma fácil las dinámicas controladas, el sistema de dinámicas de referencia y el 

control por retroalimentación de estados aplicado al vehículo, todo esto como una idea 

original, sin embargo se deja como discusión el análisis de las gráficas para que se observen 

las tres plataformas que se utilizaron, empezando con Matlab-Simulink para el sistema de 

referencia (𝑣𝑦,𝑟𝑒𝑓 , 𝜔𝑧,𝑟𝑒𝑓), CarSim (𝑣𝑦, 𝜔𝑧) y las velocidades lateral y viraje en la figura 20 

y 21 respectivamente, pertenecientes a la plataforma de diseño propio, como una propuesta 

para esta tesis. Por último en trabajo a futuro se debe comparar los resultados obtenidos de 

simulación de esta investigación y plataforma de hardware propia con otros como por 

ejemplo con la plataforma Hil de National Instruments
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Capítulo  6 

6. Conclusiones. 

Se obtiene con este trabajo de investigación, las bases fundamentales para el diseño de un 

controlador lineal de dos grados de libertad, con tentativa a aplicar un observador de esta 

misma índole, o mismas características, mediante los modelos matemáticos previstos por el 

Doctor Sergio Sandoval Pérez, logrando así la posibilidad de introducir herramientas de 

apoyo, para el estudio del funcionamiento de las direcciones asistidas, ya sea de manera local 

o nacional, en México. 

Haciendo uso de información obtenida de trabajos realizados por investigadores distinguidos, 

además del apoyo de software especializados en el ámbito automotriz, se otorga la 

experiencia de aplicar parámetros a la dirección del automóvil de manera real para, así poder 

generar y/o visualizar el comportamiento de dicho sistema; lo que ayudará a tener una vista 

más clara del trabajo que desempeñan las direcciones asistidas.  
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