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Resumen

El objetivo de este proyecto es crear un controlador lineal analogico de dos grados de libertad,
para probar la direccidn asistida de los vehiculos que se constituyen por este tipo de mecanismo.
El trabajo de investigacion de observadores y controladores aplicados al automovil es uno de
los proyectos anteriores a este modelo Unico, tomando en cuenta las dindmicas y variables del
vehiculo. Iniciando con un modelo matematico no lineal de cinco grados de libertad y haciendo
algunas suposiciones se puede reducir a otro modelo matematico no lineal de tres grados de
libertad y terminar con la deduccién de un modelo sencillo que comprende dos grados de

libertad en la parte lineal del vehiculo.

Todos estos modelos matematicos, no lineales y lineales, presentados en la investigacion del
Doctor Sergio Sandoval, se estudian para compararlos entre si, obteniendo un conocimiento

significativo en cuanto a sus dindmicas.

Ademas de la deduccidn de los diferentes modelos matematicos, se deben de tomar en cuenta
las perturbaciones ocasionadas por el viento que afectan la parte longitudinal, lateral y
transversal del vehiculo, pero no se consideraran en esta tesis, al ser un controlador lineal de dos

grados de libertad, es decir, que solo se movera en torno a los ejes “X” y “y”.

También se propone una serie de controladores para cada uno de los diferentes modelos
matematicos. Demostrandose la estabilidad de cada controlador a través de la teoria de

Lyapunov.

Sin embargo debido a que los controladores necesitan la mayor informacion posible y en algunos
casos los sensores de los vehiculos son costosos o por el tamafio de los mismos es imposible
colocarlos, se propone para esta tesis diferentes observadores que ayudaran a estimar algunas
dindmicas del automdvil, ademas de establecer la estabilidad de cada observador por medio de

la funcion de Lyapunov.



Para dar certeza a esta tesis, se ha estudiado la tesis del Doctor Sergio Sandoval, con un gran
énfasis en el estudio de la utilizacion del software Matlab-Simulink-CarSim, en el cual se simula
una entrada del conductor demostrando que el vehiculo se encuentra realizando pruebas de
manejo conocidas como doble volanteo y entrada escalon establecidas por normas
internacionales 1SO-3880 e 1SO-7401 respectivamente, con ello se pretende mostrar la
formalizacion matemaética y la simulacion para los controladores y observadores no lineales y

lineales disefiados en esta investigacion.



Abstract

This project aims to create an analogic two freedom degrees linear controller, to prove the
assisted direction of the type of vehicles made with this mechanism. The Dr. Sergio Sandoval’s
research work dedicated to observers and controllers applied to the car, taking into account the
dynamics and variables of the vehicle. Starting with a nonlinear mathematical model of five
degrees of freedom and making some assumptions, it can be reduced to another non-linear
mathematical model with three degrees of freedom and ending with the deduction of a simple
model that includes two degrees of freedom in the linear part of the vehicle.

All these mathematical models, nonlinear and linear, presented in this investigation are studied
to compare them among themselves, obtaining a significant knowledge regarding their

dynamics.

In addition to the deduction of the different mathematical models, the disturbances caused by
the wind that affect the longitudinal, lateral and transversal part of the vehicle are taken into

account.

A series of controllers is also proposed for each of the different mathematical models.
Demonstrating the stability of each controller through Lyapunov’s theory.

However, because the controllers need as much information as possible and in some cases the
sensors of the vehicles are expensive or because of their size it is impossible to place them, this
thesis proposes different observers to help estimate some dynamics of the car, besides

establishing the stability of each observer by means of the function of Lyapunov.

To give certainty to this thesis, the Matlab-Simulink-CarSim software was used, in which a
driver input is simulated, demonstrating that the vehicle is performing steering tests known as

double steering and step entry established by 1SO 3880 and ISO international standards. 7401



respectively, this is intended to show the mathematical formalization and simulation for

nonlinear and linear controllers and observers designed in this research.
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INTRODUCCION

Capitulo 1

1. Introduccion

En este nuevo siglo de desarrollos tecnoldgicos, los investigadores en el area de disefio de
dispositivos aplicados al control del automavil tienen que realizar propuestas diferentes para
optimizar recursos asi como realizar el analisis de modelos matematicos que contengan las
dinamicas del vehiculo como son las aceleraciones longitudinal, lateral y angular de viraje
[1], [2], [3], [4] donde, en estas dindmicas, se pueden imponer fuerzas y momentos que se

reflejan en el automovil de diferentes maneras [5], [6], [7].

Sin embargo también se debe de tomar en cuenta las aerodinamicas que influyen en el
vehiculo [8], [9], [10], asi como el movimiento de guifiada o nombrado por sus siglas en
inglés roll, que usualmente no es considerado en los modelos matematicos del vehiculo que
utilizan suspension no activa [11], [12], [13], pero que se deberia incluir en el disefio del
control. Ademas para los controladores de estas aceleraciones descritas en el primer parrafo
de esta introduccién se encuentran trabajos de investigacion sobre estrategias de control
disefiadas para tomar en cuenta la interaccion entre el vehiculo, el conductor y el medio

ambiente en el que se conduce [14].

En algunos trabajos previos se ha buscado el control para la velocidad lateral y velocidad
angular de viraje del vehiculo en [1]; la aplicacion de un control por retroalimentacion de
estados se ha realizado en [15]; asi como en [16], [17], y [18], han trabajado sobre la
aplicacion de control no lineal en el volante para apoyar al conductor a realizar maniobras
peligrosas y de alta velocidad, realizdndolo por medio de un control activo que necesita
obtener algunas variables que en forma practica necesitan medicion pero, al no tener los
sensores para estas dinamicas se pueden estimar a partir de observadores [19], [20], [21] vy
[22].

Esta trabajo, al basarse en la Tesis del Doctor Sergio Sandoval Pérez, estara dedicada a la
construccion de un controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentacion de

estados, el cual se establece en una de las distintas propuestas mediante modelos matematicos
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dindmicos de diferentes grados de libertad, que se utilizan para disefiar observadores no
lineales y lineales que tienen implicados perturbaciones de viento [23], [24]; y que estan
enfocados a desarrollar a dichos observadores usando la informacion valida de la velocidad
angular de viraje o nombrada por sus siglas en ingles yaw, para estimar la velocidad

longitudinal, velocidad lateral y velocidad angular de guifiada.

Como lo menciona el Doctor Sergio Sandoval Pérez en su tesis “Los observadores no lineales
y lineales obtienen un error de convergencia exponencial de la estimacion de las variables a
las reales, ademas son robustos con respecto a variaciones de varios parametros”. Uno de los
parametros que se mencionan es el coeficiente de friccion de la llanta con respecto al suelo,
es de los mas importantes porque su estimacion puede ser dificil en el caso de sufrir
variaciones en condiciones de cambio de rodado, es decir, al variar el tipo de suelo y la
nomenclatura de la llanta (segun sea la manufactura generada por la marca que la vende), el

coeficiente de friccion no puede unificarse y/o pensarse como un valor estandar.

Por otra parte, para obtener un control satisfactorio, las perturbaciones de viento deben ser
consideradas para los controladores activos no lineal y lineal, ademas de existir las variables
que tienen que ser derivadas de otras mediciones tal como la aceleracion longitudinal,

aceleracion lateral, velocidad longitudinal y angulo de volanteo del conductor.

Para esta investigacion se proponen controladores lineales de diferentes grados de libertad,
que calculen el &ngulo correcto para que el vehiculo no caiga en situaciones de sobreviraje
por medio de una ley de control que se aplicard a un desplazamiento angular impuesto a la
Ilanta, y también se demuestra matematicamente la estabilidad de estos controles activos en

el sentido de Lyapunov.

Con la comprobacion previa, generada en la tesis del autor ya nombrado, para el control de
las variables analizadas del automoévil en dicha investigacion, se simuld el sistema del
vehiculo, asi como la estimacion de las dinamicas y variables en dos software Ilamados
Matlab-Simulink y Carsim. Una vez entendido el trabajo del Doctor Sergio Sandoval Pérez,
es muy sencillo fabricar el controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentacion

de estados.
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Finalmente, se hace mencion de la manera en que se divide esta tesis: En el primer capitulo
se tiene esta breve introduccion, que continua con el segundo capitulo, en el que podremos
apreciar el modelo fisico del automovil y se explican las dindmicas y variables del vehiculo;
el tercer capitulo estd dedicado a las técnicas de la parte tedrica de Lyapunov, que sirven
como base para establecer la estabilidad de los observadores y controladores realizados, asi
como la parte fundamental de este trabajo de investigacion, ya que hace referencia al disefio
de los observadores y controladores no lineales y lineales, las simulaciones que muestran la
sefial de entrada del conductor (Doble volanteo y sefial de entrada escalon), basadas en
normas internacionales 1ISO de manejo, y los resultados obtenidos en de las diferentes
dinamicas de los observadores y controladores en la parte no lineal y lineal del vehiculo con
sus diferentes grados de libertad; el cuarto capitulo contiene los resultados de la construccion
del controlador lineal de dos grados de libertad con retroalimentacion de estados; para

finalizar, conclusiones y trabajos a futuro, ademas de las referencias bibliogréaficas utilizadas.
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Capitulo 2

2. Modelo fisico de un automovil.

2.1. Analisis matematico.

Un automotor es un vehiculo con propulsion mecénica, el cual se mueve libremente por la
superficie terrestre sin restricciones mecanicas o fisicas para seguir una determinada

trayectoria [25]; y se caracteriza por:

o Conduccidn: Es la accion y efecto de guiar el automovil.
o Maniobrabilidad: Confianza al conducir debido a la estabilidad en las dinamicas.
o Calidad de sonido y vibracién: Ruido, tren motriz, potencia y camino.

o Suavidad en el manejo: Aceleracion, desaceleracion y confiabilidad.

Teniendo en cuenta que las caracteristicas anteriores resultan de las dinamicas y variables
del vehiculo, éstas pueden ser establecidas con respecto a sus angulos, velocidades, fuerzas,
aceleraciones, momentos de inercia, etc. Sin embargo, el automovil también puede ser
representado como un modelo matematico, debido a sus dinamicas y variables, como se

muestran en la figura 2.1, ademas de su nombre en la tabla 2.1.

Figura 2.1: Dindmicas y variables del automovil.




Modelo Fisico de un automovil

Para analizar la parte fisica del automovil se tomara en cuenta el nombre de las dinamicas y
variables del vehiculo [26], [27], ofreciendo informacion que servird para obtener el modelo
matematico del automovil, conocido como modelo de la bicicleta [6]. en este se implementan

algunas caracteristicas fisicas del vehiculo.
donde:

Tabla 2.1: Nombre de las dindmicas y variables del vehiculo.

m Masa del automavil (kg)
I, Momento de inercia del vehiculo (kgm?)
Uy Velocidad longitudinal (m/s)
vy, Velocidad lateral (m/s)
W, Velocidad angular de viraje (rad/s)
Ay Aceleracion longitudinal en x (m/s?)
a, Aceleracion lateral eny (m/s?)
Wy Aceleracion angular de guifiada (rad/s?)
W, Aceleracion angular de cabeceo o pitch (rad/s?)
W, Aceleracion angular de viraje (rad/s?)
a Angulo de guifiada en x (rad)
0 Angulo de cabeceo o pitch en y (rad)
Y Angulo de viraje en z (rad)
Wy Velocidad angular de guifiada (rad/s)
wy Velocidad angular de cabeceo o pitch (rad/s)
g, L, Longitud desde el centro del vehiculo a la llanta frontal y trasera (m)

5§ =6, + 8. | Angulo de llanta-neumatico (rad)

Frx,Frx Fuerza frontal y trasera longitudinal de la Ilanta (N)
Fuerza frontal y trasera lateral de la Ilanta (N)
E, Fuerza en el eje Z (N)
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2.2. Modelo de la bicicleta.

El modelo de la bicicleta sirve para modelar matematicamente las dindmicas del vehiculo, el
cual consiste en unir las dos llantas delanteras del automdvil y representarlas por una sola,

de igual manera para las dos llantas traseras obteniendo la figura 2.2a, [28], [29], [30].

En este modelo se puede ver una barra longitudinal que emula el chasis del vehiculo, donde
se encuentra el centro de masa o centro de gravedad como C.G, obteniéndose de este punto
una velocidad lineal considerada como la velocidad longitudinal del automovil sobre el eje
X, de igual manera sobre el eje y se obtiene la velocidad lateral del vehiculo, ademas existira

un &ngulo de deslizamiento lateral del chasis (B), el cual relaciona la siguiente formula [9]:

Uy
tan(B) = —
vx
(2.1)
o ’ 1 X
.f 6dﬁ|
3 "7‘?\'- ] Fyf
'-;C\.‘,.: g
D,
L N
Fxr 1N
!
1V I'
\‘\B, 'z 7
X I cco
\] C.G |
S . - T l‘d
y Vy ] 4 1/
\,%,:) l—'l i
Fx - b. .
o | ¢ h
Fyr |'—;4’ L Ry
R S— 1
a) b)

Figura 2.2: Modelo de la bicicleta.

Este angulo indica una variacion de deslizamiento del vehiculo que se refleja en el estudio
de la estabilidad.

Continuando con los deslizamientos, es importante mencionar la velocidad angular de viraje

del chasis del automavil, donde esta dinamica se presenta en la orientacion del vehiculo con
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respecto al eje x, y también con los angulos de deslizamiento que intervienen tanto para la
Ilanta frontal, como para la llanta trasera [5]. Por lo tanto, realizando una investigacion de
las dindmicas fisicas en las llantas y en el automovil, se pueden disefiar modelos matematicos

del vehiculo con diferentes grados de libertad, como los explicados a continuacion.

2.3. Modelo matematico no lineal del automovil de cinco

grados de libertad.

Iniciando con el modelado matematico del automovil, y teniendo como fundamento las leyes

fisicas de Newton y los conceptos descritos en el subtema 2.2:

Tabla 2.2: Definiciones de variables para modelo masa suspendida del vehiculo.

mg Masa en suspension (kg)
h Altura desde el centro de gravedad al suelo (m)
d Altura central de guifiada o roll (m)

hg Diferencia entre alturas del centro de gravedad y central de guifiada (m)
M Coeficiente de friccion llanta-neumatico

M, Momento en el eje Z (kg m)

Jox Producto de inercia acerca de los ejes “2” y “x” (kgm?)

Jx Momento de inercia vehicular al eje x (kgm?)

Inercia respecto al eje x mas el momento de inercia de la placa (1),
alrededor del eje centroidal perpendicular a la misma (kgm?)

b, Coef. de amortiguamiento de la suspension de guifiada (Nm - rad/s)
k. Rigidez de suspension de guifiada (Nm/rad)

Constante de aceleracion gravitacional (m/s?)

Ix = ]g + msh¢21

Ahora se obtendran las ecuaciones matematicas del modelo no lineal del automévil de cinco
grados de libertad propuesto con una masa, donde se toma en cuenta el modelo de la bicicleta

y la suspensidn pasiva como se observa en la figura 2.2, y sus parametros en la tabla 2.2.

La primera ecuacion para este modelo, la velocidad longitudinal, inicia con la deduccion de
las fuerzas que influyen en el eje X, aplicando la segunda ley de Newton y el analisis de

fuerzas se obtiene la siguiente ecuacion:
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m(v, — vyw,) = ma,

(2.2)

La dinamica de la velocidad longitudinal considerando la suspension, toma en cuenta la
sumatoria de fuerzas longitudinales, estableciendo la multiplicacion de la masa por la
aceleracion longitudinal (2.2). Restando la fuerza normal, resulta la primera ecuacién del

modelo matematico no lineal de cinco grados de libertad:

m(lbx — vya)z) = ma, — mshw,w,

(2.3)

Con el estudio de las fuerzas longitudinales, que se aplican al automovil, se llegan a diferentes
cuestiones y una de las mas importantes es como analizar otras variables. Siendo el caso de
la velocidad lateral, definida en gran parte por las fuerzas en el eje Y del vehiculo, ésta se

iguala a una fuerza lateral sumada a una fuerza normal (demostracién matematica en 2.4):

m(vy, + vew,) = ma,

(2.4)

Deduciendo que al producto de la aceleracién lateral por la masa (2.4) le falta sumar la fuerza
tangencial de guifiada, para obtener la segunda formula del modelo matematico no lineal del

automovil de cinco grados de libertad:

m(vy + vxwz) =ma, + mghgw,

(2.5)

Después se aborda el eje z, donde existe una tercera dinamica importante, denominada
aceleracion angular de viraje, que puede estar multiplicada por una inercia principal del
vehiculo, que es igual al producto del coeficiente de friccion de las llantas por la diferencia

del momento de la llanta frontal menos el momento de la llanta trasera:

]zd)z = IJ-(Ff,ylf - E’,ylr)
(2.6)
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Considerando para la ecuacion (2.6) a las componentes de los momentos que intervienen, se
comienza a describir lo referente al eje X, denominado H,, y al eje Y, sefialado como H,,.
Estos componentes se reducen a cero por considerarse el analisis sobre el eje z y solamente

se obtiene la componente de momento H,, mediante:

Hy = Liwy — Lywy, — L,w,
H, = —{yxa)x + {ya)y - Izzwz
H, = —L,ywy — I;yw, + [,w,,

(2.7)

donde el momento de inercia H, en la ecuacién (2.7), tiene una relacion con la velocidad
angular de guifiada, ademas la velocidad angular de cabeceo o pitch no se toma en cuenta 'y
la componente de inercia en z, es considerada en la ecuacion (2.6), obteniéndose por lo tanto

el momento de inercia H,, de la siguiente manera:

H, = —I,ywy,

(2.8)

donde la raz6n de cambio del momento resultante de las fuerzas externas y la cantidad del

movimiento angular, es:

(2.9)

Por lo tanto, para la ecuacion (2.9), solamente falta la determinacion del signo, lo cual se
decide a partir del giro de la aceleracion angular (w), si gira en el sentido de las manecillas
del reloj es negativa y, en forma contraria a las manecillas del reloj, es positiva; reflejandose
con esto el signo del momento H,, ademas de tener como base que la razon de cambio del

momento centroidal, viene dado por la formula:

(2.10)
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Para sumar el momento de inercia H, a la ecuacion (2.6) y dos dinamicas mas compuestas
por un momento angular de guifiada, mshd(vx — vywz)ax, y un momento en z (M,), se
obtiene la tercera ecuacion del modelo matematico no lineal del vehiculo de cinco grados de
libertad:

Jo0, = W(Fryls — By l) + My + mghy (0 — vyw,)ay + Ly
(2.11)

considerando que la nomenclatura de I, puede ser cambiada a J refiriéndose a la inercia.

Para determinar la cuarta formula del presente subtema, se realiza un analisis con respecto a
la aceleracion angular de guifiada considerando la Figura 2.2b. Primero se puede observar

que existe un torque 0 momento en x, (t,), representado por:

ty = Jxwy

(2.12)

Igualdndose la ecuacion (2.12) a un movimiento resorte-amortiguador con un desplazamiento

angular de guifiada, obteniéndose lo siguiente:

JxWx = —bywy — kyay

(2.13)

Para después sumarle a la ecuacion (2.13), un momento en el eje X por un desplazamiento

angular senoidal de guifiada, como si fuera un péndulo:

]x(bx = _bxwx - kxax + msghd sin a,

(2.14)

Ademas para la ecuacion (2.14) se debe tomar en cuenta el angulo de guifiada con respecto
al eje Y, lo cual inicia analizando la suma del momento rectilineo lateral y la aceleracion
angular normal por el desplazamiento angular de guifiada (cos a,), estableciéndose una

nueva ecuacion de la siguiente manera;

Jxwy = —bywy — kya, + mggh, sina, + mghy (1'73, + vxwz) COS Qy

10
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(2.15)

Y solamente falta considerar el eje Z, donde existe una razén de cambio del momento angular
en z (H,) con respecto al angulo de guifiada mostrado en la ecuacion (2.9), resultando la

cuarta ecuacion del modelo matematico no lineal de este subtema:

Jx@x = —bywy — kyay + msghy sinay + mshy (v + vew,) €0S @y + J 2@,

(2.16)

Por ultimo se encuentra una quinta formula que sera la derivada del angulo de guifiada,

establecida mediante la siguiente ecuacion:

Ay = Wy

(2.17)

Analizando esta ultima ecuacion (2.17) se completa el modelo matematico no lineal de cinco

grados de libertad mostrandose a continuacion:

m(vVy — Vyw,) = may — mghyw,wy
m(vy, + v,w,) = ma, + mghgw,
]zd)z = H(Ff,ylf - P;",ylr) + Mz + mshd(i)x - vywz)ax +]zxd)x

Jxwy = —bywy — kya, + mggh, sina, + mshd(i)y + vxwz) CoS y + J,,w,

ayy = Wy

(2.18)

Por lo tanto, a partir de este modelo, la ecuacién (2.18) se deduce a tres grados de libertad en

el siguiente subtema 2.4.

11
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2.4. Modelo matematico no lineal del automoévil de tres

grados de libertad.

Para el modelo fisico del automovil no lineal de tres grados de libertad, se aplica el analisis
de fuerzas en un sistema rigido en tres dimensiones analizado por el producto escalar de
vectores sin considerar las dindmicas de guifiada o roll, obteniendo una ecuacion de Euler y
estableciendo un movimiento rectilineo de la particula L = mv, L = m[dv/dt], mostrandose

el anélisis del vector velocidad en la Figura 2.3, donde “0” es el centro de masa de gravedad.

Para analizar la velocidad angular y aceleracion angular en forma de vectores se pueden
observar en la Figura 2.4. La w es la velocidad angular, y a = dw/dt, es la aceleracion
angular. EIl producto escalar de los vectores que comprenden el movimiento rectilineo y el

movimiento angular como la velocidad angular es el siguiente:

E=m-0y+m-w, v,—m-w, v,

E=m-v,+m-w, v, —m-wy- vy
E=m-U, + M- Wy V) —M- Wy Uy
(2.19)
¥
'."ITN
*p
r
0
/ )
z

Figura 2.3: Movimiento rectilineo de la particula.

12
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Figura 2.4: Velocidad angular y aceleracion angular.

Ademas para obtener, F, F,, de las formulas anteriores de la ecuacion (2.19), se tiene como
consideracién que el movimiento angular w,, concuerda con el eje z, asi los movimientos
angulares, w, Yy w, son cero, y en el caso de una particula que se mueve en el plano x, y, se
tiene z = 0, v, = 0. También estableciéndose que estas tres ecuaciones de la formula (2.19)
se pueden mostrar en ecuaciones de Euler:
i j k
F =] w, Wy w,
mv, mv, mv,

(2.20)

FJ:'

+— Fy

Figura 2.5: Sumatoria de fuerzas en llantas delantera y trasera

sobre el eje x y el gje y.

Para la parte de la fuerza F,, en un automovil, se modela matematicamente a partir de una
sumatoria de fuerzas en la llanta delantera y trasera sobre el eje x, utilizando el modelo de la

bicicleta, (ver Figura 2.5). Por lo tanto, para este modelo matematico se tiene como base la

13
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primer férmula de (2.19), la cual se considera como la primera ecuacién del modelo no lineal

de tres grados de libertad:

m(vV, — w,Vy,) = May

(2.21)

Con estas fuerzas longitudinales modeladas matematicamente en la ecuacion (2.21), se
pueden analizar en este momento otras fuerzas denominadas en la parte lateral, (ver figura
2.5), y teniéndose como base las leyes de Newton, se utiliza la sumatoria de fuerzas en F, de
la formula (2.19), estableciendo una segunda ecuacion para el sistema no lineal de tres grados

de libertad aplicado al automovil como se muestra a continuacion;

m(v, + w,vy) = ma,

(2.22)

Por lo tanto, con estas fuerzas laterales, deducidas en la formula (2.22), solamente falta
analizar al eje z, para obtener la tercera ecuacion del modelo no lineal. Refiriéndose
primeramente a los momentos angulares de Euler [31], determinados a partir de las

ecuaciones del torque angular mostradas en las siguientes ecuaciones:

tx=]x'(bx+wy']z'wz_wz']y'wy
ty:]y'd)y‘l'wz']x'wx_wx']z'wz
tz:]Z'd)z'i'wx']y'wy_wy']x'wx

(2.23)

Con el torque en z definido solamente por t,, sin considerar las velocidades del movimiento
de cabeceo o pitch y movimiento de guifiada, las dinamicas resultantes son el momento de

inercia del vehiculo por la aceleracion angular de viraje (2.24):

tZ = ]ZO:)Z

(2.24)

Estableciendo que, para el torque en z (2.24), se puede igualar a los momentos laterales
frontales y traseros de las llantas, multiplicados por el coeficiente de friccion de cada

neumatico, caracterizando estas dinamicas por medio de esta expresion matematica:

14
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Jrw, = U(Ff,ylf - E’,ylr)
(2.25)

Mencionando que el coeficiente de friccion esta dado por la relacion del coeficiente de

friccidn cinética entre la fuerza normal como se muestra a continuacion [32]:

N
(2.26)

donde:
Fr.  Eslafuerza de friccion de oposicion.

Fy Es la fuerza normal contraria a la fuerza de gravedad.

Teniendo como una dinamica faltante el momento M,, donde este momento se refleja en la
parte trasera del vehiculo y se introduce en la formula (2.25) para obtener una tercera

ecuacion del sistema no lineal de tres grados de libertad de esta forma:

]z(bz = H(Ff,ylf - F;",ylr) + Mz
(2.27)

Para finalizar, se muestran las tres formulas dinamicas del modelo no lineal del vehiculo de

este subtema 2.4, de la siguiente forma:

m(vVy — Vyw,) = may
m(v, + v,w,) = ma,
J2w, = W(Fryly — B yL) + M,
(2.28)

Concluyendo con este modelo matematico, A continuacion se realizara el estudio de la parte

lineal del vehiculo.

15
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2.5. Modelo matematico lineal del automovil de dos grados
de libertad.

En el estudio del automovil existe en algin momento determinado un funcionamiento de
linealidad, donde las dindmicas fisicas del vehiculo se pueden analizar de una manera

particular considerando un modelo lineal de dos grados de libertad.

Entonces el concepto para la velocidad longitudinal de tener un valor casi constante en un
cierto tiempo es valido y, a partir de estas caracteristicas, se podria establecer que se tiene un

valor muy pequefio para la aceleracion longitudinal.

Resultando con todas estas propiedades dindmicas de este subtema, que al momento de
utilizar como base al modelo matematico no lineal de tres grados de libertad de la ecuacion
(2.28) se pueda reducir a dos grados de libertad para esta parte lineal del automdvil, porque
la velocidad longitudinal dependera practicamente de la velocidad lateral y velocidad angular
de viraje determinadas por el analisis de las fuerzas laterales lineales F, de las llantas
delanteras y traseras vistas en el modelo de la bicicleta de la figura 2.5, obteniendo las dos
primeras y Unicas ecuaciones del modelo matematico lineal de dos grados de libertad que a

continuacion se muestran:

m(vy, + vew,) = ma,
(2.29)
Jw, = H(Ff,ylf - P;‘,ylr) + M,
(2.30)

Realizandose con estas ecuaciones del modelo lineal de este subtema 2.5, con un estudio méas

preciso en el capitulo cuatro.

Por otra parte, ademas de estas dindmicas de la ecuacién (2.29) y (2.30), se encuentran unas
de igual importancia que son las variables o perturbaciones del aire sobre el automavil, que
se tratan en el siguiente subtema 2.6, ademas de hacer referencia a dos paquetes de software

que se utilizan para la demostracion matematica y practica como son el Matlab-Simulink y

16
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el software CarSim, donde este Gltimo programa de simulacion para el vehiculo se explica a
continuacion en la subseccion 2.6.1, por lo tanto con estas lineas se termina esta parte fisica

lineal del vehiculo y se comienza un estudio de la aerodinamica del automaovil.

2.6. Aerodinamica para el automovil.

En la parte aerodindmica del automavil se establece que una de las principales perturbaciones
que se aplican al chasis del vehiculo es el aire, existiendo trabajos tedricos sobre este tema
de las dinamicas del viento [33] e investigaciones actuales sobre la medicién de la

aerodinamica [24].

En esta tesis se definen tres dindmicas de perturbacion generadas por el viento que afectan
de manera directa al movimiento del vehiculo que seran denominadas por la fuerza frontal
longitudinal Fy,, fuerza lateral F;, y el momento en z M, [23], las cuales son perturbaciones
gue se suman a los modelos matematicos no lineales y lineales del automaévil de diferentes
grados de libertad y que pueden establecerse a partir de una velocidad de viento (v,,), donde
esta dinamica afecta la estabilidad del vehiculo al momento de trasladarse con una velocidad
longitudinal y afectando también al automovil en su velocidad lateral, ademas de generarse
un angulo de viraje o yaw (y) que determina la posicion angular del vehiculo en funcién del

viento.

Con estas caracteristicas fisicas se toma un punto de referencia sobre el automovil con
coordenadas (X, Y, Z), paralelo a las coordenadas de la masa en suspension del vehiculo (ver
Figura 2.6).

Punto de referencia i Coordenadas de la masa en
suspension del vehiculo

aerodinamico .

Angulo slip aerodindmico

Velocidad de aire relativa

\
Figura 2.6: Punto de referencia aerodinamico en el Automovil.
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Utilizando las componentes de la velocidad del viento en este punto de referencia se inicia
con respecto a la coordenada en X, analizada mediante la ecuacion (2.31) sumandole un valor
de ruido, para enseguida establecer la componente de la velocidad del aire en la coordenada
Y, con una adicién también de ruido en la ecuacion (2.32) y por altimo para la velocidad del

viento en la coordenada Z se define en cero:

Vy, X = Vo - cos(By) + 0,025:-Noise

(2.31)
vy, Y = V0 - sin(By) + 0,025 - Noise
(2.32)
v, Z =0,
(2.33)

donde:
Vw,  Velocidad nominal constante del viento.
Bo Angulo slip aerodinamico del punto de referencia.

Noise ruido.

Al tener dichas condiciones nominales se realiza el estudio de las velocidades del viento para
la masa en suspensién, con coordenadas (X, y, z), del automdvil, con sus respectivas

componentes de referencia, multiplicAndose por el angulo yaw del vehiculo [9]:

Vwx = Uy, X - cos(yp) + v, Y - sin(yp)

(2.34)
Vwy = —Vy, X - sin(¥) + v, Y - cos(y))
(2.35)
V=0
(2.36)

Conociendo las componentes establecidas de la velocidad del viento en ecuacion (2.33),

(2.34) y (2.35), se propone calcular también la velocidad relativa (v, Vawy), donde esta
dindmica es la diferencia de la velocidad en movimiento directo o longitudinal, con respecto

a la componente (v, ,), ademas de la diferencia de la velocidad lateral del automovil con la
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componente (v, ), obteniéndose con este analisis matematico las ecuaciones mostradas a

continuacion [23]:

Vawx = Ux — Vwx

(2.37)
Vawy =Y — Vwy

(2.38)

Una vez establecidas las caracteristicas de las componentes de la velocidad del viento, es
importante sefialar que la propuesta de este trabajo de tesis para estos sistemas no lineales y
lineal es aplicarle perturbaciones, donde la forma de analizarlos para este caso en particular

tiene como base la formula que se muestra;

g As(ls + 1) peyvd
= ; ,

(2.39)
donde:

A, Superficie del vehiculo.
Densidad de masa de aire.

Cy Coeficiente aerodindmico constante.

Con la ecuacion (2.39), se realiza la propuesta para determinar las perturbaciones de fuerzas
Fx, F4y, sobre la masa de suspension del vehiculo, asi como el momento en la componente

z, denominado M, teniendo en cuenta que estas perturbaciones se consideran de la siguiente

forma;

Fge = —0,5 'Asf P Cax vc%wx

(2.40)
Fay = —0,5Ag " p " CayViux
(2.41)
My, = —c;* Fgy,
(2.42)
[ =)
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donde:

Agpy Agy superficie del vehiculo frontal y lateral.

Cax: Cay coeficiente aerodinamico longitudinal y lateral constante.

c, Coeficiente de momento yaw o viraje aerodinamico constante positivo.

Con las perturbaciones obtenidas, solo se debe sefialar que los pardmetros que se utilizan
para determinar las simulaciones y comprobaciones con el software Matlab-Simulink, se

observan en la tabla 2.3.

Tabla 2.3: Parametros para las simulaciones de perturbaciones

Variables de viento
VWO = 28m/S ﬁo = —22,5
Agr =2,59m2 | Ay =5,10m2

Cax = 0,3 Cay = 0,6

p = 1,206kg/m3 c, = 0,20

2.6.1.Software CarSim.

Con las dindmicas entendidas en el subtema 2.6, es momento de mencionar las perturbaciones
de aire, las cuales se presentan con un nombre y una sugerencia de valores como se muestra
en la propia figura 2.7 que pertenece al mend de ayuda de este software Carsim y que se

explican a continuacion.

Con la primera variable denominada viento (Vi,ina = Vo ), Que para las simulaciones es
de 100 km/h a 45 grados con un angulo global yaw de viento (Yaw,,;,q = ) de 225 grados
o0 de -135 grados, ademas el vehiculo tiene un angulo yaw de 90 grados, con el angulo slip
aerodinamico (B4, = Bo), de -22.5° y una velocidad relativa de viento (V,;,) de 185 km/h,
aproximadamente, donde, con estos parametros bien definidos en CarSim se pueden
relacionar con las formulas de perturbaciones aerodindmicas de Matlab/Simulink propuestos
en la Tabla 2.3.
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Estableciendo que, para las ecuaciones de CarSim, son denominadas por tres fuerzas y tres
momentos, cumpliendo con las siguientes formulas, ademés de mostrar también una relacion
con las variables de la fuerza frontal longitudinal, fuerza lateral, y el momento en z,

estudiadas en el subtema 2.6;

Vehicle Heading (Yaw) __

Y
g —_— Beta_Air - 22.5

Yaw_wind = 135 (0r225)

Vx = 100 i - \

' Vwind =100

Vair due Vair = 185
1o Vx

wind at 100

» x

Figura 2.7: Vectores de velocidad de viento al vehiculo.

E = CFx(.BAir) * A *Q

(2.43)
Fy = CEy(Baw) * A * Q
(2.44)
F, = CE,(Bair) * A * Q
(2.45)
My = CMy(Bair) * Ax L *Q
(2.46)
M, = CMy(Bair) * A* L *Q
(2.47)
M, = CMz(Baiy) xAxL*Q,
(2.48)
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Fe = Fay

By = Fay

E,

M,

M,

M, = Mg,
CF = Cax
CE, = cqy
CF,

CM,

CM,

CM, =c,
A = Ay

L

D=p

%

Q=D*V=*V/2

Modelo Fisico de un automovil

Fuerza aerodindmica longitudinal.

Fuerza aerodindmica lateral.

Fuerza aerodindmica en z.

Momento aerodinamico Roll.

Momento aerodindmico Pitch.

Momento aerodinamica Yaw.

Coeficiente aerodindmico longitudinal.
Coeficiente aerodinamico lateral.
Coeficiente aerodinamico en z.

Coeficiente aerodinamico de momento Roll.
Coeficiente aerodindmico de momento Pitch.
Coeficiente aerodindmico de momento Yaw.
Seccidn de area de cruce frontal.

Longitud de referencia aerodinamica.
Densidad del aire.

Velocidad relativa de viento.

Promedio entre el coeficiente de la densidad de aire por el cuadrado de

la velocidad relativa de viento.

Continuando con las dinamicas de perturbacidén se muestra enseguida la configuracién de

parametros en fuerzas y momentos aerodindmicos realizandose como se observa en la Figura

2.8. A partir de introducir la informacion externa de las perturbaciones al software CarSim,

donde estas entradas de viento son disefiados en Matlab/Simulink, llevando las férmulas de

la fuerza longitudinal aerodinamica en la ecuacién (2.40), de la fuerza lateral en ecuacion

(2.41) y del momento en z de la ecuacion (2.42), a las entradas denominadas IMP FX AERO,
IMP FY AERO, IMP MZ AERO, donde su configuracion se muestra en la Figura 2.9.
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Configuracion de fuerzas y momentos Coordenadas de Referencia
aerodinamicos de disturbio CarSim.

Superficie de area frontal

M it . s Rt

Coeficiente de fuerza Jongitudinal aerodindsmico — L

" .V‘ g ‘_—‘ - Y /’ = v
~ A AT . / A LA
- y,
e - vd e e
/ - st ant e
(’ e . 7 - M bt Longitud
. - .

Coeficiente de fuersa lateral aerodinimaco -

Coeficiente de fuerza en z aerodinamico - — Sy 0= pe o
Densidad de masa de aire

Coeficiente de Momento Roll asrodinamico

Coeficrente de Momento Pitch aerodmamaco

I
|
—
=
L

Coeficiente de Momento vaw aerodmamsco

Figura 2.8: Configuracion de parametros para fuerzas y momentos

aerodindmicos de perturbacion.

Una vez configurado el CarSim para las entradas de las ecuaciones matematicas de Matlab-
Simulink, se configuran ahora las salidas aerodindmicas de perturbacién llamadas,

F Air, F, Air, M, Air, como se observa en la Figura 2.10, obteniendo con esto las sefiales de

este software que se pueden comparar con las perturbaciones realizadas en Matlab/Simulink.

Ademas se considera que estas aerodinamicas de viento expresadas en este subtema 2.6.1,
estan sobre el vehiculo que, para un caso particular, puede ser representado por el software
Ilamado CarSim, el cual simula al automdvil y se propone como una planta de vehiculo para
configurarlo en cuanto a su masa, masa sin suspension (my,), longitud del vehiculo (L =
lf + 1), momento de inercia en el eje z 0 angulo yaw (J,), momento de inercia en el eje de
guifiada o roll (J.), momento de inercia en el eje y o angulo pitch (/,), altura (h) por
mencionar algunos parametros (Observados Figura 2.11), teniendo como base la ayuda del
software y estableciendo los siguientes valores, por ejemplo para la masa del automovil esta
se configura aproximadamente de 1600kg-3000kg, la masa sin suspensién se analiza mas
adelante, las longitudes con respecto al centro de gravedad se dejan a cargo del disefiador en
CarSim, los momentos de inercias se recomiendan por ejemplo para la inercia de guifiada en
un vehiculo pequefio de 400-600 kgm2, o para una SUV’s pequefia de 250-650 kgm2, aunque

el célculo para esta inercia de guifiada, toma en cuenta a la masa total del vehiculo:

Jax = 0,25 * masa * Ancho del vehiculo * Altura del automévil

(2.49)
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Figura 2.9: Configuracion de entradas de fuerzas y

momentos aerodinamicos de perturbacion.

Ademas, la inercia de guifiada también se puede calcular con la masa del automovil,
acompariada de los giros de radio de guifiada, los cuales determinan el radio efectivo de la
masa suspendida distribuida a cerca del eje roll del vehiculo, este giro o radio de guifiada

(R,) es tipico de 0.6 m, por lo tanto la inercia roll, se calcula:

Jax = M * Ry * Ry
(2.50)
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Figura 2.10: Configuracion de salidas para fuerzasy

momentos aerodinamicos de perturbacion.
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Propriedades de inercia para la masa en suspensidn en ¢l disefio con carga no adicional
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inercia Rol 6140 kerm? Fix 0621 m
Ineccia Pitch 2408 kerm?2 Ry 1.250 m

Inercia de Viraje 2488 kerm?2 Rz 1.250 m

Figura 2.11: Configuracion de parametros del vehiculo.

Observando que los momentos de inercia pitch y de viraje o yaw, también se calculan bajo
sus radios de giro que para esta tesis son de 1.250 m, correspondiente a cada una de estas
inercias, multiplicadas cada una de ellas por la masa del vehiculo, obteniendo las siguientes

ecuaciones para sus calculos:

Jy=mxRy, xR,

(2.51)
J, =m=*R, R,

(2.52)

donde:

R Radio de giro de cabeceo o pitch.

y
R, Radio de giro de viraje o yaw.

Configurado el vehiculo se puede analizar en este momento otras variables, empezando con
el ingreso de dindmicas para la configuracion de salidas a partir de diferentes maniobras de
volante por parte del conductor, asi como entradas de control o perturbaciones y obtener

algunas variables para su analisis como pueden ser la aceleracion longitudinal, aceleracion
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lateral, aceleracion de viraje, las velocidades longitudinal, lateral, angular yaw o de viraje,
velocidad angular de guifiada, angulo de guifiada, ademas de poder obtener las fuerzas de las
Ilantas frontales y traseras, mostrando que estas salidas del software CarSim se configuran

como se observa en la figura 2.12.

o L7 &R = ™ o_caio7 R & ?
N ‘Q A Rty i X :;.], Rekven Hep Loca Velocidad longitudinal
Pl 0 o ciss | TR Ensa] (CmwSomedsient —
or s /
Categories Available Variables ShowLong Names Active Variables for £ - = :
T v vow [t Velocidad sgrlardevinje

Velocidad lateral

T Aceleracién longitudinal

:" S~ T T T Acelencion lateral
@ e \\\‘\\ Angulo roll t

Y . Fuerza lateral frontal
de la llanta

T~ Fuerza lateral trasera
de lallanta

Figura 2.12: Configuracion de dinamicas de salida del CarSim.

Configuradas las salidas de este software, se puede continuar con el estudio de programar las
entradas al sistema, iniciando con alguna entrada del conductor o de control (IMP STEER
SW) en caso de aplicar algin controlador, un momento en z (IMP MZ EXT) o un coeficiente
de friccién de las llantas delanteras y traseras del vehiculo (IMP MUY), por mencionar
algunas entradas a esta planta de simulacion llamada CarSim, toda esta programacion se

muestra en la siguiente figura 2.13.

Para poder obtener las salidas explicadas del software CarSim, a partir de las entradas
mostradas en la figura 2.13, se debe configurar al automdvil de este software con referencia

a diferentes variables y una de las mas importantes son la suspension utilizada.

Por lo tanto se puede comenzar a explicar la programacion de la suspension CarSim, asi como
las caracteristicas de las llantas del vehiculo refiriéndose a los angulos Camber que viene
siendo cuando las llantas tienen un angulo de apertura y al toe que significa un angulo al
cerrarse los neumaticos con respecto al vehiculo, que para el caso de las simulaciones de este
trabajo de tesis tienen un valor de cero grados de inclinacion, importante mencionar que, bajo
estas circunstancias, la suspension frontal del vehiculo es independiente, refiriéndose con

esto a que en las llantas delanteras no se transmite ningln movimiento una de otra, siempre
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y cuando no exista una barra anti-roll conectada entre las dos ruedas frontales izquierda y

derecha.

Entrada de control a
direccion asistida del
vehiculo.

Varabies Avminbie hos tmport Actve Impen Venables

Entrada de control

e ‘\ de momentoenz.

Coeficiente de friccion
de las llantas.

G il

Figura 2.13: Configuracion de dindmicas de entrada al CarSim.

Con esto se determina ahora la suspension trasera que tiene un eje solido, significandose que
las dos llantas traseras al momento de tener un movimiento de guifiada o roll cualquiera de
ellas sea la izquierda trasera o derecha trasera se transmite este movimiento, ademas sus
angulos Camber y toe también son cero grados, por lo tanto la configuracion de todas estas
propiedades de la suspensién del vehiculo CarSim se muestran en la figura 2.14.

Entrando mas a detalle sobre la suspensién de esta planta CarSim se debe referir al sistema
de resorte (springs) y amortiguador (dampers) utilizado para la suspensién frontal y trasera,
donde practicamente deber ser rigida, conociendo que la rigidez del resorte es una relacién
de fuerza sobre desplazamiento del resorte (F/As), colocando valores para este caso de
Newton sobre milimetros y también el coeficiente de amortiguacidn que debe ser unarelacion
de fuerza por desplazamiento con respecto al tiempo (F /As/tiempo), observando todas

estas propiedades en la figura 2.15.

Teniendo estos conceptos de la suspension, solo queda sefialar a la masa sin suspension que
es diferente a la masa total del vehiculo, ya que la masa sin suspension practicamente son el
eje frontal, el eje trasero y las llantas, proponiendo para esta masa sin suspension del software

CarSim, el peso de 250 kilogramos, como se puede observar en la Figura 2.16.

27

——
| —



Modelo Fisico de un automovil

Angulo camber de eje trasero sélide
W
e
P

Wheel Toe and Camier
. // —
// - . p—— = —— - Angulo delantero camber

Angulo toe de eje trasero sélido. ¢ o 12 e I ——— " _—— (suspension independicnte
eommciimm— e

Angulo delantero toe
(suspension independiente)

Figura 2.14: Configuracién de tipo de suspension,

angulo Camber y toe para llantas.

Por lo tanto, dejando de lado la configuracion de la suspensidn, se estudian en este instante
otras caracteristicas de las variables del vehiculo como son las llantas refiriéndose a sus
fuerzas laterales tanto frontal como trasera, donde el calculo que realiza este software con
respecto a los angulos slip son desde cero hasta 15 o 20 grados. Teniendo la posibilidad de
escoger varios modelos para calcular la fuerza lateral, donde el que se realiza para las
simulaciones de este trabajo de tesis es un modelo interno (internal tire Model), escogiendo

varias cargas verticales (E,) a las llantas del automovil.

Este simulador de CarSim realiza calculos de las fuerzas longitudinales, de las fuerzas
laterales y del Momento en z de las llantas bajo &ngulos pequefios de deslizamiento slip (o),
como se observa en la siguiente ecuacion (2.53) que es una férmula abreviada de los angulos
de deslizamiento de las llantas frontal y trasera del vehiculo, al considerar una velocidad
longitudinal de mayor valor con respecto a la velocidad lateral y de establecer que no
interviene en gran parte la velocidad angular de viraje de la llantas y el &ngulo del volante

del conductor para este caso en particular:

(2.53)

Observando las variables en las llantas del automévil, se determina también el coeficiente de

friccion considerado de 0.8 a 1, siendo estos valores acotados por el fabricante del software
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y el valor a escoger dependeréa del disefiador, ademas con estas dinamicas de las llantas solo
falta configurar sus fuerzas laterales que cumplen para esta configuracion del modelo interno

del CarSim con la siguiente ecuacion:

-t (s 2

y
1
(2.54)
donde:
Ly = M1 Coeficiente inicial de friccion.
Fy Fuerza lateral de tabulacion en CarSim.
i S —
g1 T
e
C sortes de susp frontal - =
independiente v suspension sélida trasera. e =i s |
. . . B | == o P
¥ ion solida trasera. { l
Figura 2.15: Valores de suspensién para resorte y amortiguador.
Masa sin suspension.
fde ot Detasets Lbcanes Took Yiew Help
€ LTBEST § = X LR
o ks O Mass and Inertia Ki tics Based on J
Genenc Front SLA suspension + X
kinematcs generated by Unsprung mass (both sides) 125 12} Let
SuspensonSim Frackon steered (0-1) 08 : Spealy punce ot design load hd L 0 il
Spén inersa for each side.
Let Right Wheel Dive Movement Due to Jounce

1" 11 kgm2 Left wheel drve (caster Deve table v wheel dve (caster Oive table
No Caster Change I' No Caster Change

1575
Lo whoo! X Longudinal Movement v Fught whoe! X Longaudnal Movement
Wheel centers | No movement (R = 0) lv I No movement (R = 0)

n
Sprung mdss ongn T

Figura 2.16: Programacion de masa sin suspension.
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Pero a partir de las fuerzas laterales en las llantas, también existe otra variable relacionada a
los neumaticos refiriéndose al momento en z de alineacion establecida mediante la formula

que a continuacion se muestra:

(2.55)

donde:
M, =M, Momento de alineacion z en las llantas de Carsim.

k Slip longitudinal.
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Figura 2.17: Fuerzas laterales a diferentes cargas verticales

de la Ilanta y momento en z.

Mencionando que el momento de alineacion de las llantas para este modelo interno del
software CarSim tiene un angulo de deslizamiento longitudinal de cero, resultando con esto
que las fuerzas longitudinales no sean consideradas, por lo tanto solo influyen las fuerzas
laterales y el momento en z de alineacién mostrandose las graficas en la siguiente figura 2.17.
A partir de estas dinamicas analizadas que ofrece el software CarSim se realizd un estudio

solamente de algunas variables del automavil utilizadas para el trabajo de investigacion del
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Doctor Sergio Sandoval Pérez, enseguida se realiza el estudio de la estabilidad de sistemas
por medio de la teoria de Lyapunov, la cual forma parte de la base matematica al proponer
los controladores y observadores para que funcionen correctamente, comenzando con las

técnicas de estabilidad de Lyapunov.
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Capitulo 3

3. Técnicas de estabilidad de Lyapunov.

3.1. Introduccion.

En la parte que corresponde a un determinado sistema de control se puede utilizar los métodos
de Lyapunov para demostrar la estabilidad de sistemas no lineales variables en el tiempo y
también de los sistemas lineales invariantes en el tiempo [34]. Estos sistemas deben ser
dindmicos y establecidos por ecuaciones diferenciales ordinarias o de ecuaciones de estado,
sin la necesidad de resolver estas Ultimas ecuaciones. Aplicando los conceptos anteriores se
pueden considerar los modelos matematicos no lineales y lineales de diferentes grados de
libertad en variables de estado de esta tesis, que al momento de analizarlos matematicamente
se les puede demostrar su estabilidad y por lo tanto es necesario entender las técnicas de
Lyapunov de este capitulo tres como bases matematicas para establecer diferentes conceptos
en esta investigacion como a continuacion se describen. Iniciando con la teoria de este
subtema 3.1 se estudia un enfoque en la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema
en el sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable, si todas las soluciones que
inician en la vecindad permanecen en ella; de otra manera el punto de equilibrio es inestable.
Se dice que el punto de equilibrio es asintéticamente estable si todas las soluciones que
inician en la vecindad, no solo permanecen en ella, sino que ademas tienden al punto de

equilibrio cuando el tiempo tiende a infinito.

Teorema de estabilidad en el sentido de Lyapunov. Consideremos el sistema:

x = f(x),
(3.1)

donde f:D — R™ es un mapeo localmente Lipschitz desde un dominio D c R™ en R™.

Supongamos que x € D y es un punto de equilibrio del sistema (3.1) entonces f(x) = 0.

El objetivo es caracterizar y estudiar la estabilidad de x. Para el andlisis se trabaja en el origen

con X = 0. Esto no representa pérdida de generalidad, dado que cualquier punto de equilibrio
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puede ser trasladado al origen mediante el cambio de variable y = x — x. Donde la derivada

de y esta dada por:

y=x=f(x)=f(y+x)=>g(y),  donde: g(0) =0
(3.2)

El sistema en la variable y, tiene un punto de equilibrio en el origen, por lo que sin pérdida
asumimos que f(x) cumple con f(0) = 0 por lo que podemos analizar la estabilidad en el

origen sin pérdida de generalidad.
Definicién 3.1.1. El punto de equilibrio x = 0 del sistema (3.1) es:
e Estable, si para cada € > 0 existe § = §(e) > 0 tal que

[x(0)[| <6 = lkx(D)| <&Vt =t

(3.3)
e Inestable, si no es estable.
e Asintéticamente estable (AE) si es estable y 6 puede tomarse tal que
) 5 lim _ 0
(Ol <8 = ——=x(t) =
(3.4)

La definicién 3.1.1 tiene como condicion implicita la existencia de la solucién para todo t >
0. La existencia de tal solucion no necesariamente esta garantizada debido a la Lipchitzida
local de la funcion f(x). Sin embargo con ayuda de las condiciones adicionales del teorema

de Lyapunov se puede garantizar la existencia global de la solucion.

Con la definicién de estabilidad y estabilidad asintética dada previamente, en donde la tarea
seria encontrar estrategias que ayuden a determinar la estabilidad del sistema que se analiza.
En 1802, Lyapunov muestra que no solo las funciones de energia pueden usarse para
determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema, por ejemplo la funcion

V:D — R continuamente diferenciable en un dominio D < R™, que contiene al origen. La

derivada de V a lo largo de las trayectorias de (3.1) denotada por V (x) esta dada por,
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(3.5)

La derivada de V a lo largo de las trayectorias de un sistema es dependiente de la ecuacion

del sistema. Entonces V (x) que puede o no ser diferente para diferentes sistemas.

Teorema 3.1.1. Si x = 0 es un punto de equilibrio del sistema (3.1), y D < R™ es un dominio

que contiene al origen. Sea V: D — R una funcién continuamente diferenciable tal que

V(0) =0yV(x) >0enD — {0}

(3.6)
V(x)<0enD
3.7)
Entonces el origen es estable, ademas si
V(x) <0enD — {0}
(3.8)

Entonces x = 0 es asintoticamente estable (Ver [22]).

Una funcién continuamente diferenciable que satisface las condiciones de (3.6) y (3.7) es
Ilamada funcién de Lyapunov. La superficie V(x) = c, se denomina superficie de Lyapunov
o superficie de nivel. La condicion (3.8) implica que cuando la trayectoria cruza la superficie
de Lyapunov V(x) = c entra al conjunto Q, = {x € R*|V(x) < ¢} del cual no podra salir.
Cuando V < 0, la trayectoria decrece, moviéndose de una superficie de Lyapunov a otra de
radio menor, es decir con una ¢ menor. A medida que c decrece, la superficie de Lyapunov
V(x) = c, se reduce hasta convertirse en un punto situado en el origen cuando t — oo (ver
Figura 3.1). Con lo que se puede concluir que el punto de equilibrio, en este caso el origen
es estable por que la trayectoria puede ser encerrada en cualquier esfera B, cumpliendo con
que el estado inicial x(0) sea parte de una superficie de Lyapunov contenida en dicha esfera
B..
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Una funcién V(x) que satisface la condicion (3.6) es Ilamada funcién definida positiva. Si
satisface VV(x) = 0 para x = 0, Se dice funcion semidefinida positiva. Una funcion se dice
definida negativa o semidefinida negativa si —V(x) es definida positiva o semidefinida
positiva respectivamente. Si V(x) no tiene signo definido, se dice que es una funcion

indefinida.

Entonces el teorema de Lyapunov se puede enunciar de la siguiente manera: el origen de un
sistema es estable si existe una funcion definida positiva V (x) y continuamente diferenciable
tal que V(x) es semi definida negativa, o bien el origen del sistema sera asintoticamente

estable si V es definida negativa.

\ = 7 C<C1<C2

Figura 3.1: Superficie de Lyapunov.

3.1.1.Estabilidad asintotica global.

Dejando que ¢(t, x) sea una solucion del sistema (3.1) que inicia en un tiempo cero, ademas
suponemos que el origen x = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable. Se define
como region de atraccion del punto de equilibrio al conjunto de soluciones x tal que
lim ¢ (t,x) = 0. En muchos casos resulta bastante complejo encontrar analiticamente la
region de atraccion. Sin embargo se puede estimar un conjunto contenido en esta region, con
ayuda de la funcion de Lyapunov. El teorema 3.1.1 nos indica que de existir una funcién de

Lyapunov que satisfaga las condiciones de estabilidad asintética en un dominioD y Q. =
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{x € Rn|V(x) < c}, entonces toda trayectoria que inicia en (. permanece en Q. Yy

decrementa tendiendo al origen conforme t — oo.

Buscando las condiciones para que la region de atraccion sea igual a el espacio R™. Esto se
puede probar si para todo estado inicial x, la trayectoria ¢ (¢, x) tiende al origen cuando t —
oo, sin importar la magnitud de ||x||. Si se presenta esta caracteristica en un punto de
equilibrio asintoticamente estable, y ademas se dice que el punto de equilibrio es globalmente

asintéticamente estable.
Teorema 3.1.2. Barbashin- Krasovskii.

Sea el origen un punto de equilibrio del sistema (3.1) y sea V: R™ — R una funcion

continuamente diferenciable tal que

V(0)=0yV(x)>0; V(x) =0

(3.9)
x|l - 00 = V(x) - o
(3.10)
V(x) <0; V(x) =0
(3.11)

Entonces se dice que x = 0 es globalmente asintticamente estable.

3.2. Principio de Invarianza.

En ciertos sistemas la funcion de energia no es suficiente confiable para probar que el origen
sea asintGticamente estable, para asegurar que un sistema cumpla con las condiciones

necesarias de estabilidad, haciendo uso del principio de invarianza de Lasalle.
Teorema 3.2.1. Lasalle

» Sea x(t) una solucién para el sistema 3.1
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» Un punto p es un limite positivo de x(t) si existe una secuencia {t,}, con t, = o
cuando n — oo, tal que x(t,) = p cuando n — oo.
» El conjunto de todos los puntos limites positivos del conjunto limite positivo de x(t).

» Un conjunto M es un conjunto invariante con respecto al sistema de 3.1, si
x(0) EM = x(t) e M,Vt €ER

» Un conjunto M es un conjunto invariante positivo con respecto al sistema 3.1, si
x(0)oM = x(t)oM,vt = 0

» Se dice que x(t) tiende a M conforme t tiende a infinito, si para cada € > 0 existe

T = 0 tal que
dist(x(t),M) < ,Vt > T,
donde dist(p, M) indica la distancia de un punto p a un conjunto M, es decir,

dist(p, M) = infyenllp — x|

Un punto de equilibrio asintéticamente estable es un conjunto limite positivo de toda
solucion que inicie suficientemente cerca del ciclo limite. La solucién tiende al ciclo limite
conforme t — co pero no necesariamente en algun punto especifico del ciclo limite, en otras
palabrasel limt — oo; x(t) no necesariamente existe. El punto de equilibrioy el ciclo limite
son conjuntos invariantes porque toda solucion que inicie sobre ellos se mantiene para todo
t € R. Elconjunto Q. = {x € Rn|V(x) < c}conV(x) < 0 paratodo x € Q. es un conjunto

invariante positivo.

Lema 3.2.2. Si la solucion x(t) del sistema (3.1) es acotada y permanece en la region D para
todo ¢t = 0, entonces su conjunto limite positivo L* es un conjunto invariante, no vacio y

compacto. Mas aln si

x(t) » Lt cuando t - o
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Teorema 3.2.3. De Lasalle. Sea Q) © D un conjunto compacto que es invariante positivo con
respecto al sistema (3.1). Sea V: D — R una funcion continuamente diferenciable tal que
V(x) < 0en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos de Q para los cuales V(x) = 0. Sea M
el mayor conjunto invariante dentro de E. Entonces toda solucion que inicia en ( tiende a

M cuando t — oo,

Corolario 3.2.4. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.1). Sea V: D — R unafuncién
continuamente diferenciable y definida positiva en un dominio D que contiene al origen x =
0,y tal que V(x) < 0 enD. Sea S = {x € D|V(x) = 0} y se supone que ninguna solucion,
excepto la trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces el origen es

asintoticamente estable.

Corolario 3.2.5. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.1). Sea V:R™ - R una
funcién continuamente diferenciable, radialmente acotada y definida positiva, tal que
V(x) <0enR™ SeaS={xoRn|V (x) =0}y sesupone que ninguna solucion, excepto la
trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces el origen es globalmente
asintoticamente estable.

El teorema de Lasalle no solo es menos riguroso que el teorema de Lyapunov con respecto

a la condicion V (x) < 0, ademas lo extiende en tres direcciones.

» Da una estimacion de la region de atraccion.
» Se extiende a un conjunto de puntos de equilibrio.

» Lafuncidn V (x) no tiene que ser definida positiva.

Como V (x) es radialmente no acotada, el conjunto . = {x € R?|V(x) < c} es un conjunto
invariante positivo compacto. Por lo tanto, tomando Q = Q. se cumplen todas las

condiciones. El conjunto E esta dado por (3.12)

E ={x € Q.|x; = 0}
(3.12)
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3.3. Estabilidad de Lyapunov.

Teorema 3.3.1. Estabilidad de Lyapunov.

Consideremos el sistema inestacionario de (3.13).

x = f(t,x),
(3.13)

donde f: [0, ) X D — R™es continua enty localmente Lipschitzen xen [0,) X D,yD c
R™ es un dominio que contiene al origen x = 0. El origen es un punto de equilibrio del

sistema (3,14) parat = 0 si

£(t,0)=0,vt >0
(3.14)

Un equilibrio en el origen puede ser la traslacion de un punto de equilibrio que no estéa
precisamente en cero 0 mas generalmente, la translacion de una soluciéon no nula del

sistema. Para ver este Gltimo punto, supongamos que y(t) es una solucion del sistema (3.15).

dy
2= 9@Y)
(3.15)
Definida para todo t > a. EI cambio de variables
x=y—-y@); t=1—a
Transformar al sistema (3.15) en la forma de
x=gt+a,x+y(t+a)—y(t+a)=f(tx)
(3.16)
y como
yt+a)=g(t+ayt+a)Vt=0
(3.17)
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El origen es un punto de equilibrio del sistema transformado (3.16) para t = 0 por lo tanto,
se realiza la prueba de la estabilidad del origen considerandolo como un punto de equilibrio
del sistema transformado, para determinar la estabilidad de la solucion y(7) del sistema
original. Es importante tener en cuenta que si y(t) no es un valor constante, el sistema
trasformado es inestacionario aunque el sistema original sea estacionario. Por lo que el
andlisis de estabilidad de soluciones en sentido de Lyapunov solo puede ser aplicado a

puntos de equilibrio de sistemas estacionarios.
Definicion 3.3.1. El punto de equilibrio x = 0 del sistema (3.13) es:
» Estable, si para cada € > 0 existe § = §(¢,t,) > 0 tal que

Ix(to)ll < 8 = IIx()ll < & vt = 0
(3.18)

» Uniformemente estable, si para cada e > 0 existe § = §(&) > 0, independientemente
de t,, tal que la ecuacion (3.18) se satisface.

> Inestable, si no es estable.

» Asintdticamente estable, si es estable y existe ¢ = c(t,) tal que x(t) — 0 cuando t —
oo, para todo |[|x(ty)|l < c.

» Uniformemente asintéticamente estable, si es uniformemente estable y ademas existe
¢ > 0 independiente de t, tal que para todo ||x(ty)||l < ¢, x(t) = 0 mientras t - o

uniformemente en t,; es decir, para cada € > 0 existe T = T(¢) tal que

llx(E)l < &Vt =to + T(e), Vilx(to)Il < ¢
(3.19)

» Globalmente uniformemente asintéticamente estable, si es uniformemente estable y

para cada par de numeros positivos € y ¢, existe T = T'(¢, ¢) tal que

llx (o)l < &Vt =ty + T(e 0), VIx(t)l < ¢
(3.20)
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3.4. Teoremas conversos.

Los teoremas conversos ayudan a determinar, si existe una funcion de que cumpla con las

condiciones del teorema de estabilidad de Lyapunov.

Teorema 3.4.1. Sea el origen un punto de equilibrio del sistema no lineal

x = f(t,x),
(3.21)

donde f:[0,00) X Dy D — R™ es continuamente diferenciable, D = {x € R"|||x|| <r}yla

.. . 0 . .-
matriz jacobiana é es acotada en D, uniformemente en t. Sean k, y, y , constantes positivas

con ry < £ . Sean D, = {x € R"|||x|| < rp}. Supongamos que las trayectorias del sistema

satisfacen

()l < kllx(to)lle 775, vx(to) € Do, Vt =ty = 0

(3.22)
Entonces existe la funcién V: [0, ) x D, = R que satisfacen las desigualdades
arllxlI> SV (¢t x) < aylx]|l?
ov. av 5
=t o f(6x) < —allxll
(3.23)
av
[5¢] = st

donde a4, a,, a3, ay, Son funciones definidas en [0, r,]. Si el sistema es estacionario, V puede

elegirse independiente de t.
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3.5. Estabilidad en sistemas perturbados.

Consideremos el sistema dado por (3.24)

x = f(tx)+ g x),
(3.24)

donde f:[0,00) x D'y D = R™ son seccionalmente continuas en t y localmente Lipschitz en

xen [0,00) X Dy D c R™es un dominio que contiene al origen.

Consideremos a g(t, x) como una perturbacion del sistema

%= f(t,x)
(3.25)

La perturbacion g(t,x) puede ser causa de errores de modelado, envejecimiento de los

componentes del sistema, incertidumbre, etc.

Suponiendo que el sistema 3.25 tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable en el
origen. Vamos analizar el caso donde la perturbacion se anula en el origen, es decir g(t,0) =

0, de tal forma que el origen sigue siendo un punto de equilibrio del sistema perturbado.

3.5.1.Perturbacion de un punto de equilibrio

exponencialmente estable.

Supongamos que la perturbacion g(t,x) = 0 y que el origen es un punto de equilibrio
exponencialmente estable del sistema 3.25. Sea V(t,x) una funcion de Lyapunov que
satisface a 3.26, 3.27 y 3.28.

cillxl> S V(t,x) < cpllx||?

(3.26)
av oV
Fr Ef(t,x) < —collx|I?

(3.27)
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av
HEH < c,llxl

(3.28)

Para todo (t,x) € [0,00) X D y para ciertas constantes positivas c;, c,, c3 Y c,. La existencia
de una funcion de Lyapunov que satisface 3.26, 3.27 y 3.28, es garantizada por el teorema

3.4.1. Suponiendo que la perturbacion g(t, x) satisface la cota de crecimiento lineal.

llg(t, )l < ylix|l, vt = 0,vx € D,
(3.29)

donde y es una constante negativa. De acuerdo a la consideracion acerca de g(t, x) es igual
a cero en el origen y es localmente Lipschitz cerca al origen, entonces se puede probar que
se cumple 3.29, para esta region. Utilizando a V como funcidn de energia para el sistema

perturbado 3.24. Planteando entonces a

V(t )—6V+6V (t )+6V t
X) = gp g /X + 59 x)

(3.30)
De acuerdo a 3.26, 3.27 y 3.28, se puede acotar V a la expresion 3.31.
y 2 av 2 2
V(t,x) < —csllxll? + |5 g6 01l < —csllxl” + caylix
(3.31)
Se busca que vy sea lo suficiente pequefia para satisfacer 3.32.
C3
Yy < Py
(3.32)
Entonces se tiene
V(t,x) < —(c3 — cap)llx|l?> < 0,vx € D — {0}
(3.33)
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Lo que permite probar el lema 3.5.1, que dice: Sea x =0 un punto de equilibrio
exponencialmente estable, del sistema 3.25. Sea V (¢, x) una funcién de Lyapunov del sistema
nominal que satisface 3.26, 3.27 y 3.28 en [0, ) X D. Supongamos que la perturbacion
g(t, x) satisface 3.30 y 3.33. Entonces el origen es un punto de equilibrio exponencialmente
estable del sistema perturbado 3.24. Si las hipotesis pueden ser aplicadas globalmente,

entonces el origen es global y exponencialmente estable.

Sin la necesidad de conocer V(t, x) explicitamente, solo queda por conocer que si el origen
es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal, para garantizar la
existencia de una funcion V (¢t, x) que cumple con 3.26, 3.27 y 3.28. De no conocer la funcion
V(t, x) explicitamente entonces no es posible determinar la cota 3.32 y en este caso solo
podriamos afirmar que el origen es exponencialmente estable para toda perturbacion que
cumpla con 3.29 para una y suficientemente pequefia.

3.6. Perturbacidn de un punto de equilibrio uniforme y

asintoticamente estable.

Si el origen del sistema 3.25 no es exponencial sino uniformemente estable, el analisis se
complica. Suponiendo un sistema con funcién de Lyapunov definida positiva y decreciente
V(t, x) que satisface a 3.34:

av av

Eﬁ'af(t,x) < —W5(x)

(3.34)

Para todo (t,x) [0, ) x D, donde W5(x) es definida positiva y continua. La derivada de

V(t, x) sobre las trayectorias del sistema 3.24 satisface 3.35.

) av av
V(t,x) = a—

v oV
- - < — -
-+ 6 + g (61) < W) + ||axg(t, x)”

(3.35)
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Para asegurar que V(t,x) sea definida negativa se necesita que

av
|59 0] <wso

(3.36)

Para todo (t,x) € [0,00) x D. Es evidente la necesidad de una cota para ||g(t, x)|| que va a
depender de la naturaleza de la funcién de energia del sistema. Una clase de funciones de
Lyapunov para las cuales el analisis es tan simple como para el caso de la estabilidad

exponencial en el caso en que V (t, x) es definida positiva, decreciente y satisface 3.37 y 3.38.

v av ,
¢ Tz /(%) = —c0°(®)
(3.37)
av
5] < csoe
(3.38)

Para todo (t, x)e X D, para ciertas constantes positivas c; y c,, donde ¢: R™ — R es definida

positiva y continua. Una funcion de Lyapunov que satisface 3.37 y 3.38 es cuadratica.

El sistema nominal 3.25 tiene una funcion de Lyapunov tipo cuadratica, entonces su derivada

sobre las trayectorias del sistema 3.24 satisface

V(t,x) < —c30?+ cap(®)lg(t, )l

(3.39)
Supongamos que la perturbacion ||g(t, x)|| esta acotada por
C3
lg(t, Il < y$Ca,y <—
4
(3.40)
Entonces
V(t,x) < —(c3 —ve)p*(x)
(3.41)

45

——
| —



Observadores y controladores no lineal y lineal para el automovil

Lo que muestra que V (¢, x) es definida negativa. Teniendo en cuenta toda esta informacion
se establece las bases matematicas de estabilizacion para los sistemas que servirdn para
disefiar los observadores y controladores en la parte no lineal y lineal del automovil,
comenzando el siguiente capitulo cuatro con el observador no lineal de cinco grados de

libertad que a continuacion se explica.
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Capitulo 4

4. Observadores y controladores no lineal y lineal para el
automovil.

4.1. Planta de dos grados de libertad.

Para la planta de dos grados de libertad se utiliza la ecuacién (2.29) presentada en el capitulo
dos como se recuerda a continuacion en ecuacion (4.1), considerando a la velocidad

longitudinal (v,) como dindmica, ya que se utilizara en la parte del observador para estimarla:

m(vVy — Vyw,) = may

(4.1)

Esta ecuacion (4.1) sera establecida conjuntamente con la velocidad lateral, donde esta fue

presentada en el capitulo dos como la ecuacion (2.29), y se muestra a continuacion;

m(vy, — Vxw,) = May

(4.2)

Estas dos ecuaciones dindamicas (4.1) y (4.2), son la base para poder realizar un observador
lineal que se propone en el subtema 4.2, pero es importante introducirles una perturbacion de
viento conocida como las estudiadas en esta tesis, por el momento se puede establecer a las
dos dindmicas de velocidad lateral y velocidad longitudinal con perturbaciones de la

siguiente forma:

v, =V,0,+a +h
x yWz X m

Fq
1'7y=—vxwz+ay+—y
m

(4.3)

Ademas con respecto a la velocidad angular de viraje, la cual se propone para el observador

lineal de dos grados de libertad como conocida y medible. Aunque para el caso del céalculo
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matematico y simulacion de esta planta lineal de dos grados de libertad se establece con la

siguiente férmula:

J,w, = H(Ff,ylf - E‘,ylr) + M, + Mg,
(4.4)

por lo tanto el sistema para el observador lineal de dos grados de libertad esta completado,
realizando solamente el comentario sobre las aceleraciones longitudinal y lateral establecidas
para la planta de dos grados de libertad en ecuacion (4.3) que tienen la misma forma que las
empleadas para los controladores y observadores no lineales, donde se pueden ver:

. = Ff,x + F;‘,x
x = M—m
(4.5)
Fr, + F
a, =p f.ym ry
(4.6)

Pero sus fuerzas son lineales, por estar el sistema del automdvil modelandose en su parte

lineal.

Es importante sefialar que, ademas de un observador no lineal de dos grados, también se
propone un controlador con dos dinamicas: velocidad lateral y velocidad angular de viraje,
siendo una planta de dos grados de libertad [7], pues la velocidad longitudinal se considera
constante obteniendo el modelo matematico como se observd para ecuacién (4.2)
refiriéndose a la velocidad lateral y para la ecuacion (4.4) que representa a la velocidad
angular de viraje, solamente que para la planta de dos grados de libertad en el controlador

propuesto en el subtema 4.3. modelo matematico sin perturbaciones:

Fy
. y
Uy = —Vyw, +a, +—
Y Y m

. u Mz Mdz
wz =]_x(Ff'ylf - F;.'ylr) +_Z+ ]Z

4.7)
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Con estos modelos de planta de dos grados de libertad en ecuacién (4.4) para el observador
lineal, como en la ecuacion (4.7) para el controlador lineal, funcionan correctamente en el
estudio de la parte lineal del automdvil y por lo tanto se continua con el subtema 4.2, donde

se realiza el disefio de un observador lineal.

4.2. Observador lineal de dos grados de libertad Aplicado

al Automovil.

Los modelos dinamicos estudiados y disefiados hasta este momento son de cinco grados de
libertad para un controlador y observador no lineal, a la vez se redujeron los grados de
libertad para proponer un observador no lineal de tres grados de libertad y un controlador no
lineal también con estos ultimos grados, pero que sucede cuando el automovil el cual es una
planta y que puede ser observada o controlada con respecto a sus dindmicas y variables en su
parte lineal, entonces existe otra manera de poder abordar a los observadores y controladores
como fuente de investigacion de esta tesis, ofreciendo la propuesta de poder realizar un
observador lineal al utilizar el modelo de dos grados de libertad, para considerar a la
aceleracion longitudinal y a la aceleracién lateral como dinamicas estimadas, proponiendo
que la ecuacidn (4.3) sea el modelo de sistema de planta para este subtema 4.2, ademas de
utilizarlo como base para disefiar un observador lineal de dos grados de libertad con sus
ganancias, el cual aparece en la siguiente formula:

A ~

~ Fdx
Uy = Dyw, +a, + k(v — D)) + o

A ~ ~ de

vy, = —Dyw, + ay, + (ky — w,) (v, — D) + —
(4.8)
Tomando en cuenta la aceleracion longitudinal definida por la férmula (4.5), y la aceleracion
lateral por ecuacion (4.6), donde incluyen a la fuerza longitudinal y lateral, que pueden ser

definidas por la ecuacion (4.9) llamada formula de Pacejka, pero en este caso es linealizada,

lo cual consiste en que las funciones de seno y Arco tangente no implican mayor impacto en
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la férmula magica, siempre y cuando se utilicen angulos de deslizamiento slip no mayores a

10 grados:

Fij=DijeCijeBijea
(4.9)

con i=x,y;j=f,r. Las constantes B;; C;; D;; en (4.9) son experimentalmente

J?
determinadas (ver Tabla 5.2). Los angulos slip de las llantas @, definido en ecuacion (4.10)
y @, en férmula (4.11), del capitulo 4.2, de la tesis del Dr. Sergio Sandoval Pérez son escritos

en esta parte de nuevo para observarlos:

U, + lrw
C?f:6d——y Af z
vx
(4.10)
U, +L.w
&r=_ y Ar z
vx
(4.11)

Una vez explicado el cdmo se modelan las fuerzas y angulos de deslizamiento de la parte
lineal del vehiculo, sin olvidar que también influye el coeficiente de friccion para las llantas
del automovil, que se considera con un valor de 0.9 en cierto instante, para fines practicos de
simulacion.Una vez con estas caracteristicas de la planta en ecuacion (4.3) es momento de
compararla con el modelo del observador lineal de dos grados de libertad mostrado en la
ecuacion (4.8), para analizar cobmo trabaja este Ultimo y observar que tanto error existe, por

lo que se obtiene las dinamicas de la estimacion de errores mediante la siguiente formula:

A~

€x = Uy — Uy

(4.12)

La derivada de la ecuacion (4.12):

€y = Uy — Uy

(4.13)
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&y =V, — D
Implementando el sistemareal (4.3) y el sistema del observador (4.8), las proximas dinamicas

de estimacion de errores son;

éx = —kjex + wye,
(4.14)

ey, = —kye,

para este modelo matematico del observador lineal en (4.98) la velocidad longitudinal, se
puede considerar casi constante y por este concepto la aceleracion longitudinal tiende a cero
[35], pero la aceleracion lateral existe, teniendo un valor considerable y utilizando la ecuacion
(4.96) se puede calcular, donde la fuerza lateral trasera y frontal aplicadas a las llantas del
automavil y que son utilizadas para el modelo del observador lineal, también se pueden

considerar de esta otra manera simplificando su estructura algebraica mediante las siguientes

ecuaciones;
Fyr = Cray
(4.15)
Fyr = Crar'
(4.16)
donde:
Cr = Dyf e Cyr*Byy
(4.17)
C, = Dyr . Cyr o Byr
(4.18)

Cambiando con esta nueva propuesta el observador en ecuacion (4.8), porque la aceleracién

lateral tiene estas Ultimas consideraciones.

A ~ ~ d
Uy = Dy, + ki (vy — D) + Fx
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Uy = (m—vxr)vy + (rT;’n—vx—Ux w, + (7)6(1 +k2(Ux —Ux) +Fy

(4.19)

Con este modelo del sistema en (4.19), se propone un observador lineal para estimar la
velocidad longitudinal y la velocidad lateral en Matlab-Simulink, pero existe la necesidad de
saber los valores de las ganancias del observador refiriéndose a k, y k,, donde estas son
disefiadas mediante una funcion candidata de Lyapunov por medio de los errores dindmicos,
pero se tendra que proponer una linealizacion de esta funcion para que sea mayor a cero,
entendiéndose como semidefinida positiva y la derivada de la funcion de Lyapunov tiene
que ser negativa implicando con esto que sea asintoticamente estable. Con esta secuencia de
disefio se propone manejar a los errores mediante una matriz, utilizando a la ecuacién (4.14),

obteniendo con esta férmula una ecuacion de matrices de este tipo:
()-8 96
(4.20)

Que se puede reducir matematicamente, considerando las siguientes propuestas:

) e -k w e
e:(.x);A:< 1 Z>; e:(ex)
ey —k, 0O y
Permitiendo establecer estas Ultimas matrices una ecuacion en forma reducida para el sistema

de errores de la forma:

é = Ae
(4.21)

Teniendo en cuenta que la matriz A es la matriz del sistema de errores y que al momento de
analizar su determinante (] A]), este tiene un resultado diferente de cero, proponiendo con esto

que el sistema tiene solucién y se puede apreciar en la siguiente formula;

|A| = kaZ
(4.22)
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Considerando a w, = 0, CON W, min < |w,|, y para |w,| > 0.

Con todas estas cuestiones se puede establecer la funcion candidata de Lyapunov;

V =eTPe
(4.23)
Donde se deben tener en cuenta estas particularidades:
BT _ (P11 P12
P=F >0_(P12 pzz)
(4.24)
Con la condicion de la determinante de la matriz de linealizacion |P]|:
P11P22 — P12 > 0
(4.25)
Derivando la funcion candidata de Lyapunov en ecuacion (4.113);
V =2¢eTPe+eTPé
(4.26)

Considerando las derivadas de los errores siguientes para la ecuacion (4.26):
é=Ae; ~el =eAT

Realizando una factorizacion de la ecuacion (4.26) con respecto a las derivadas de errores se

obtiene el resultado:

V =eT(ATP + PA)e
(4.27)

Y no olvidando que ATP + PA = —Q, puede ser una acotacion e introduciéndola a la

derivada de funcién de Lyapunov de la férmula (4.27), se tiene como resultado la ecuacion:

vV =—-eTQe
(4.28)
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Linealizando los errores mediante la funcion candidata de Lyapunov propuesta en (4.23),

esta ecuacion se puede traducir a una matriz;

= (o ) (ey)

(4.29)
Para con esta Ultima ecuacion (4.119) la funcion candidata de Lyapunov linealizada es;

V= ea%Pn + e;%Pzz + 2exeypi2

(4.30)

Proponiendo valores de acotacion para esta funcion candidata de Lyapunov (4.30), se puede

establecer de esta forma;

V =re;+ e — 2K sign(w,)exe,
(4.31)
Cony; >k, >0, k1 =0,ysign(e) lafuncién signum:
1 si w,>0
sign(w,) =40 si w,=0
-1 si w,<0

Derivando la funcion de Lyapunov en (4.31) se obtiene:

V =2re.é, — 22e,6), — Zrclsign(a)z)(exéy + eyéx) — 2K,6p (a)z)a')ze,,xevy

(4.32)

Para después sustituir las estimaciones dinamicas de errores de la ecuacion (4.14), en esta

derivada de la funcion de Lyapunov (4.32), para obtener la férmula:

V = (2r1ky + 2K1kysign(w,))e? — (2K |w,|)e?
+(2rw, — 2k, + 2K1k15ign(wz))exey
(4.33)
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Entendiendo que la derivada de la funcion de Lyapunov (4.33) se puede establecer como un
sistema algebraico de la siguiente forma:

=211k + 2K, kysign(w,) = 2k |w,]
2riw, — 2k, + 2k kysign(w,) =0
(4.34)

Continuando con el sistema de la ecuacion (4.34) se convierte a una matriz;

( —-2n 2K15ign(a)z)) (kl) _ <2K1|a)2|)

2K, sign(w,) -2 k, —2r,w,

Usando el método de Cramer se puede solucionar y encontrar las ganancias (k;, k), del

sistema en matriz de ecuacion (4.34):

_ —2r 2k sign(w,)| )
A= 2K, sign(w,) -2 = 4 — g
Para encontrar la A; de cramer:
A= —n 2rysign(@s)| _ i, |w,| + 4Kk 1| w, |
1 2Ky sign(w,) -2 B 1%z
Ay Arq|wg (g + 1)
kl = — = 2
A 4‘T1 - 4‘K1

Para encontrar la A, de cramer:

—2r 2k sign(w,)

= . = 4r? 42
2K sign(w,) —2rw, Wz + KW,

4,

= A,  4riw, + 4w,
27N T 4r —4i?

Encontrando k4, k,, el modelo matematico en (4.19) es completado, esto es el observador
lineal propuesto y ahora se tiene que calcular la estabilidad de la derivada de funcién de
Lyapunov. Utilizando las ganancias k; Y k, se colocan dentro de la ecuacién (4.33), para

obtener el siguiente resultado:
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V= —Qxlw,)ef — 2rilw,e;
(4.35)

Pero se tendrén las caracteristicas siguientes para esta Ultima ecuacion (4.35);
As
K1 = ?lwzli As >0

Resultando con esto que la derivada de funcion de Lyapunov, mostrada a continuacion sera

estable y la estimacion de errores en (4.12) tiende exponencialmente a cero.

V =—A(ef +¢ep)
(4.36)

Ahora con respecto a los pardmetros de linealizacién de la funcion de Lyapunov (4.30), se
comienza por encontrar a py;, P12, P22, Pero recordando que se tiene la ecuacion A7P +

PA = —Q, y las matrices de esta formula se pueden considerar de la siguiente forma:

(ks wz)_ T _ (—kl —kz)_ _ (P11 P12\ , _ <—Q1 0 )
A_<—k2 0)’ AT = w, 0 ’P_(pn pzz)'Q_ 0 —q3/)
donde, al introducir la ecuacion AP + PA = —Q, en realidad se estan multiplicando las

matrices de esta manera:
<—k1 —kz) (p11 P12) + (P11 P12) (—k1 wz) _ _(“h 0 )
W, 0 /\P12 D22 P12 P22/ \-k, O 0 —q
Resultando la matriz de linealizacién igualada a la matriz Q, de acotacion:

( —2kip11 — 2kaps2 —kip12 — kap2z + wzp11) _ _ (_‘h 0 )
—k1P12 — KaD22 + w,P11 2p12w, 0 -q

Proponiendo que esta Gltima matriz, se pueda escribir como un sistema lineal de la siguiente

manera, para poder encontrar las incognitas, p,1 , P12, Y P22:

—2k1p11 — 2kp12 = —q4
—k1p12 — kapap + w011 =0
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2p12w,; = —(q;
(4.37)

Los valores de p;4, P12, P22, Se solucionan mediante el método de Cramer, donde las variables
que se buscan obtener son:

Ay A, Az
P11=K, P12 =K, P22 =K

Para calcular la delta (A):

—2ky -2k, O P11 —q1
A= < w, —k1 —k2> (p12> = ( 0 >
0 2w, 0 D22 —qz

2k, -2k, O
A= (DZ _kl _kz =—4‘k1k2(l)z
0 2w, O

A;, mediante la siguiente determinante:

_ql _2k2 O
A= 0 —ky  —ka| = —2q1k,0, — 2k3q,
_qz Z(A)Z O
_ A, _ —2q1kyw, — 2k3q; _ iwz + k2q
P11 =73 — 4k, kyw, 2k, ,
La determinante A,:
—2ky —q; O
AZZ w, O _kz = 2k1k26]2
O _qz O
Ay 2kq1k,q, 9
P12 = -

A —dkik,w, 2w,
Y por altimo se resuelve para la As:

_2k1 _2k2 _q1
(,I)Z _k1 O
0 2w, —q2

Az= = —2kiq, — 2q142 — 2ky0,q;
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_ Ay —2kiqe = 2G143 — 2kpw,q2  kiqs + qu00F + kaw
P2 ="y = ~ak, ko, = 2l ey,

Con estos valores encontrados (A4, A,, A3), esta pendiente establecer los valores para q, Y g,
que deben ser mayores a cero, y con los pardmetros encontrados p;1, P12, P22, a funcion de
Lyapunov es completada en (4.30), teniendo como resultado que esta funcion sea positiva,
por lo tanto la parte de estabilidad esta finalizada, solamente se argumenta que este modelo
el cual se puede simular en Matlab-Simulink para estimar la velocidad longitudinal y la
velocidad lateral para el vehiculo se muestran sus resultados en el capitulo cinco, ademas se
comparan con las sefiales de salida de CarSim de estas mismas dinamicas, para comprobar
que este modelo de observador lineal de dos grados de libertad es un disefio adecuado para
la aplicacion al automaovil. Por lo tanto, se comienza con una nueva propuesta para la tesis
del Doctor Sergio Sandoval Pérez de trabajo la cual ofrece un disefio de un controlador lineal

el cual se explica y se comprueba matematicamente en el siguiente subtema.

4.3. Controlador lineal de dos grados de libertad aplicado

al automovil.

En el estudio del controlador y observador disefiados en los subtemas anteriores de este
capitulo cuatro, se utilizan para la parte no lineal del sistema del vehiculo, ahora en este
subtema 4.3 se disefia un controlador para la parte lineal del sistema del automovil teniendo
algunas caracteristicas dindmicas para este controlador como se pueden mencionar, con la
fuerza lateral frontal y la fuerza trasera lateral de la llanta, como inicio, que pueden ser
definidas mediante la formula de Pacejka (4.9), utilizando el modelo matematico lineal del
automovil que se presenta a continuacion, conjuntamente con los angulos de deslizamiento
(slip) de los neumaticos (af) y (@) que son definidos por las ecuaciones (4a) y (4b),
respectivamente con sus variables dinamicas lineales [35] y donde este modelo matematico
se muestra a partir de la ecuacion (4.7) para la velocidad lateral, sumandole una fuerza de
perturbacion (Fg,)y para la velocidad angular de viraje, que se le agrega un momento en el

eje z (M,) [38] [39] y una perturbacion en el momento z (M, ), con estas dinamicas se realiza
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el siguiente analisis para la obtencion del modelo matematico de dos grados de libertad con

entradas al sistema como a continuacion se muestra:

o :6_vy-l;lfwz
2
(42)
L
(4b)
Uy = —Vyw, + W + Fay
(4.38)
= ey = 1 Fy) + My + M

(4.39)

Teniendo en cuenta las caracteristicas de las fuerzas frontales y traseras laterales de las Ilantas
en su parte lineal, las dos ecuaciones anteriores (4.38) y (4.39) se modifican, tanto para la
velocidad lateral, como para la velocidad angular de viraje, observandose los siguientes
cambios con entradas al sistema esto debido a los angulos de deslizamiento frontal y trasero
de las llantas como a continuacion se demuestra [40]:

,u(Cfaf + Crar)

Uy, = —V,w, + +F,
y xWz m dy

1
W, = ]— [,u(Cfaflf - Crarlr) + M, + Mdz]
Z

C v, + lrw C v, — Lw
vy=—vxwz+ﬂmf<5— y 7 Z>+”T<— S Z>+de

vx m Uy

0. = /.thaflf <5 _ vy + lf(l)z> _ ,LlCrarlr <_ Uy - lrwz) n % n MdZ
’ Jz VX Iz Uy Iz Iz

Ademas se debe tomar en cuenta que el angulo que transmite el conductor al neumatico puede
ser visto en realidad como la suma de dos &ngulos § = 6,4 + 6., el angulo del conductor

&4 Y el angulo del controlador &,.. Este Gltimo angulo, sera disefiado para apoyar al conductor
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en caso de un subviraje, ya sea agregando o restando angulo a las ruedas para una conduccion
segura. Por lo tanto teniendo en cuenta estas Ultimas caracteristicas, el sistema matematico

del automdvil de dos grados de libertad se obtiene de esta forma:

—uCr — uC —uCrly + uC,l
_ —uGy urvy+<uff uGl,

. uCr uCsr
vy, = v +—64+—6,+F
Y mu, muv, x>wz m * " m ¢

(4.40)

0. = ,UCflf <6 _ Uy + lf(‘)z> _ ,LlCrlr (_ Uy — lr(‘)z> N & N Mdz
o vX Jz Ux L. Iz

(4.41)

Con este modelo matematico anterior se tomara un sistema lineal de la forma:

x = Ax + Bu
y = Cx,
donde los estados son
v
_[Y
X = [wz]

] a a . b
La matriz de los estados A = [ai a;z], la matriz de entrada de control B = [bl] y los
2

parametros del sistema son:

a1 = — Uy
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Estos parametros (a1, a;2, a1, 22, by, by) son conocidos por que se pueden medir y con esta
informacidn el objetivo del controlador es realizar que el automovil sea estable para todo tipo

de manejo por parte del conductor a la hora de conducir el vehiculo.

Con esta idea se tiene que la matriz de este sistema A, es Hurwitz refiriéndose a que todos
sus eingenvalores tienen parte real negativa, considerando con esto que se encuentra dentro
de la estabilidad, para ciertos parametros, donde se puede establecer que con una ley de
control de la forma (A + Bk)x, con una u de control, (u = kx), se podria realizar un
controlador pero al momento de cambiar parametros del sistema demasiado alejados, esta
ultima ley no funciona correctamente, porque la ganancia k, debe de ser siempre de valor
grande, para mantener los eingenvalores negativos y al momento de cambiar bruscamente

las variables del automdvil, esta ley de control ya no funciona correctamente.

Por lo que se debe proponer una u de control diferente, recordando que el sistema puede
trabajar en lazo abierto donde en un momento dado al cambiar sus pardmetros demasiado a
los mencionados anteriormente se desestabiliza y por lo tanto se esta proponiendo un lazo
cerrado donde se aplican dos entradas de control §., M,, disefiadas para que el sistema bajo
ciertas condiciones sea estable, ademas de sumarle perturbaciones a este sistema (Fgy, My),
obteniendo de esta forma el modelo matematico del sistema del automdévil de dos grados de

libertad con entradas de control como a continuacién se muestra:

—uCr — uC
v_#f .urv

y muv, y

6
muv, vx) Wz ¥ (HCf 0) (Mz> + de

Z

_ THG + Gy —uCrlf — uGl7 - (MCflf 1)( 8 ) Ma,
]zvx g ]zvx z ]z ]z MZ ]z

(4.42)

Con este modelo implementado con dinamicas de control de entrada (4.42) se asegura que
funcione correctamente al momento de seguir alguna guia la cual puede ser un modelo

matematico de referencia como a continuacion se analiza:

.uref(Ff,yref + Fr,yref)
m

Vyref = —UxWzyref +

(4.43)
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. 1
Wzref = )i .uref(Ff,yreflf + Fr,yreflr)r

zref

donde J, er = J;, Wrer = M, SON parametros apropiados Y Fy yref, Fr yref, SON CUIVas ideales,

dependiendo de:

vy,ref + lf wz,ref
Uy

Af ref = 8aq —

vy,ref + lrwz,ref
Uy

Ay ref =

Agregando que las fuerzas frontales y traseras de las llantas del automovil para el modelo de

referencia deben cumplir con las siguientes ecuaciones basadas en la formula de Pacejka:

Fyrer = CrrefQfref

Fr,yref = Cr,refar,ref
Donde: Csref # Cr)Y Crrer # Cr. (Ver Tabla 5.2 [1])

Por lo que se obtiene el siguiente sistema de referencia:

—HUref Cf,ref - :urefCr,ref <_ﬂref Cf,ref lf + Uref Cr,ref lr ]
[vy Tef] mvy muvy Uy ref
Wzref {_#ref Crrerly + UrerCrrerly —UrefCrrer l,g — Uref Cr,refl } Wy ref
]z,refvx ]z,refvx
/ .urefo,ref \
m
+ .urefo,reflf 6(1
]Z,ref
(4.44)

Estableciendo que los pardmetros de la aceleracion lateral de referencia, asi como la
aceleracion angular de viraje de referencia, ademas de las velocidades laterales y angular de

viraje del sistema de referencia son conocidos y acotados.
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Por lo tanto una vez teniendo el sistema real y el sistema de referencia, se pueden realizar las
siguientes consideraciones para obtener el error de la velocidad lateral y el error de la
velocidad angular de viraje y comprobar que el sistemareal (4.42) sigue a la referencia (4.44)
con un error de casi cero, con estas consideraciones anteriores las dindmicas de la estimacion

de errores son [36];

€y, = Vy = Uyref

€w, = Wz — Wzref

(4.45)

La derivada de la ecuacion (4.45) es;

€y, = Vy = Uyref
ewz = Wz — Wz rer

(4.46)

Con los resultados de los errores de la velocidad lateral (e,,y) y velocidad angular (e,,,), se

propone una funcién de estabilidad de Lyapunov para comprobar que el sistema es
asintéticamente estable, ademas aportara la ley de control necesaria para implementarla a
nuestro vehiculo. La funcion candidata que se propone es:

1 1

— 52 4,2
V—Zevy+zewz

(4.47)

Donde la funcion candidata de Lyapunov (4.47) debe ser definida positiva para mostrar que
es continuamente decreciente a lo largo de cualquier trayectoria y la derivada de la funcion
de Lyapunov es definida negativa asegurando que el sistema tenga estabilidad asintética,

como se demuestra a continuacion:

V= ey, ey, t€y,e,,

(4.48)
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Utilizando los errores de la ecuacion (4.46) en la ecuacion anterior (4.48) se obtiene la

derivada de la funcion de Lyapunov con los siguientes parametros;

. —uCr — uC —uCele + uC,l ucC ucC
V:evy[ ! rvy'*'( L — — v, wz+<#)5d+(#>6c+de

muv, muv,
+e v, + w, + 6q + 6c+—+
‘“Zl J2Vx Y J2Vx S A A
_d’z,refl
(4.49)

Ahora de los términos de la Gltima derivada de la funcion de Lyapunov (4.49) se establecen

dos expresiones matematicas de menor a cero como se observa:

—uCr — uC —uCrly + uC,l G ¢
[uf ﬂrvy_l_( Hir's 'u7"r_vx>wz+<'u1n—f>6d+<%>6C+de_7}y,refl

muv, muv,
<0
(4.50)
I—ucflf + uCl, vy + —uCrlf — uC,l? o uCely 5, uCely 5. M, Ma, a_)mfl
Jz0x J2vx Jz Jz Jz Iz '
<0
(4.51)

Y con estas expresiones matematicas menor a cero (4.50) y (4.51), se puede obtener dos
igualaciones en funcion de las entradas de control 5. y M,, las cuales se establecen de la

siguiente forma;

m Cr + uC Celr — uCl C
5C<< >luf urvy+<M+vx)wz_<u)5d_dewmf]

uCr muv, muv, m
(4.52)
M, <] v W, — Sq — 6c — +w
s [ JEX Y JEX 7 A A
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(4.53)

Ademas para estas expresiones matematicas 6., (4.52) y M,, (4.53), se disefia una ley de
control por medio de la teoria de retroalimentacion de estados, y se propone como entradas

dindmicas de control, las cuales se determinan a continuacion:

6—1+Cr +lf Crlr+mvx 5 mF+m .
€ Uy Cfvx Yy Uy Cfvx ,Lle Wz a ,LLCf ay ,Lle Vyiref

- klevy
(4.54)
uCrly — uCpl,  pGrlE + uGl? :
M, =L Ty T T, — (uCrly) By + 80) — My + J,60, e
Uy Ux
- kzewz

(4.55)

con estas entradas dindmicas de control aplicadas al automdvil, se puede ver que los
parametros de &, y M, son medibles, aun las perturbaciones de Fy, y My, también son
conocidos, por lo tanto se puede obtener la comprobacion de estabilidad del sistema
aplicando estas dinamicas de entrada proponiéndolas que sean menores a cero como se
establece en la ecuacion (4.50) y (4.51) y sustituyendo las ecuaciones (4.54) y (4.55) en la
derivada de la funcion de Lyapunov (4.49), se obtiene el siguiente resultado, comprobando

que la derivada de Lyapunov es menor a cero como se determina a continuacion:

V = _kle-gy - kzeiz
(4.56)
A la vez se disefian las ganancias, k4, k,, para la derivada de la funcion de Lyapunov, y con

esto se puede establecer la funcion en forma de matriz, de la ecuacion (4.56), mediante la

siguiente forma:
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donde la matriz de errores se establecid anteriormente de la siguiente manera:

2
e,,y
e = 2
ewz
por ultimo, se establece la funcién de Lyapunov para comprobar que es asintéticamente
estable:

V< _Amink”e”2

Con este controlador lineal se disefia primeramente en un software como el Matlab-Simulink,
donde este se aplica a una planta la cual es el automdévil y que viene representada por el
software CarSim, esta planta genera sefiales como son la velocidad lateral, velocidad angular,
la fuerza lateral frontal y fuerza lateral trasera, por mencionar algunas dinamicas que tienen
control y las cuales son comparadas con el modelo de referencia realizado en Matlab-
Simulink, ademas como se describe el controlador también genera las entradas de control al
software CarSim, obteniendo que las sefiales de la planta sigan a las sefiales de referencia
como se observa en el capitulo cinco llamado resultados y por ultimo se establece que este
controlador es una idea original como una propuesta para la parte lineal del sistema del
automavil, por lo tanto en este momento se termina el capitulo cuatro y continua la parte de

resultados de esta tesis.
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Capitulo 5

5. Resultados
5.1. Resultados obtenidos por los observadores CarSim-
Matlab-Simulink.

5.1.1.Maniobra doble volanteo.

Para iniciar el estudio de la parte de resultados de CarSim-Matlab-Simulink que se obtienen
con los modelos matematicos propuestos en el capitulo cuatro, una idea principal es de
separar las simulaciones por maniobra de entrada al automdvil, teniendo en cuenta que estas

sefiales cumplen con normas standard de pruebas al vehiculo a nivel internacional.

En la primera parte de este subtema estan las simulaciones de los observadores y para el
subtema 5.2 los controladores, obteniendo graficas importantes en el software Carsim-Matlab

Simulink.

Con esta pequefia introduccion se puede empezar con el analisis de la demostracion en la
figura 5.1a de la maniobra de entrada denominada por la norma 1ISO 3888-1, para los
observadores no lineales de cinco Yy tres grados, considerando también al observador lineal
para esta maniobra desarrollada por el conductor (5,), donde tiene un primer valor pico
de 0.22 rad/s a los dos segundos y un segundo pico de 0.24 rad/s a los cuatro segundos,
teniendo que ser multiplicados estos valores por el coeficiente de giro de rueda (16) y después
por la conversion de 180/ para obtener los valores adecuados, equivalentes a 200 y 220
grados respectivamente a los dos y cuatro segundos. Recordando que al software CarSim se
le introducen valores en grados y es un concepto que funciona para todos estos observadores

y controladores disefiados en esta tesis.

Por lo tanto continuando con las simulaciones se tiene la aplicacion de un coeficiente de
friccion variable a las llantas del vehiculo como se muestra en la gréfica 5.1b, realizando con
esto una prueba a las dinamicas del automavil y ver cdmo responden los observadores no

lineales y lineales.
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Ademas se puede destacar que aparte del coeficiente de fricciobn cambiante, se aplica otras
entradas variables como son una fuerza de perturbacion longitudinal que se observa en la
figura 5.2a, otra fuerza establecida de viento es lateral como se analiza en la figura 5.2b y un
momento de perturbacién en el eje z, visto en la figura 5.2c, donde estas perturbaciones se
reflejan en cada una de las dindmicas del vehiculo y ofrecen una mejor validez a este trabajo

de investigacion.

Con estas partes dindmicas se pueden ahora retomar algunas importantes como puede ser la
aceleracion longitudinal, que viene siendo una sefial de valor cercano a 0.13 m/s?, por
considerar fuerzas longitudinales del software CarSim dentro del modelo interno (internal

Tire Model), aplicandose para el observador lineal.

Con estos observadores dinamicos no lineales y lineal, también se propone la estimacion de
errores de la velocidad longitudinal para el observador no lineal de cinco grados en figura
5.4b, que tiene un valor fluctuante de casi cero, alrededor de 0.06, como también se puede
ver para el observador lineal de dos grados con el valor de 0.1.

En este momento se analiza a la velocidad de viraje lineal aplicada al observador de dos
grados de la figura 5.5, es mayor que las aplicadas para los observadores no lineales,
puntualizando que este observador estd comparado con parametros de disefio iguales,
teniendo con esto resultados adecuados.

Con estos resultados solamente queda informar el comportamiento para el observador de dos
grados, que practicamente es mayor al angulo slip frontal de la planta no lineal, dejando una

importante propuesta.

Llegando al punto de mencionar que todo este trabajo de tesis de los observadores se realiza
con exactitud o muy cercano a las variables de la planta con los valores de simulacion que se

pueden observar en la tabla 5.1 y tabla 5.2, al final de este capitulo de resultados.

Considerando estos parametros se termina de explicar este subtema y esperando realizar otra
propuesta importante para el aprendizaje de las dinamicas del automavil en forma profesional
con el software CarSim, se simula en el siguiente subtema 5.1.2, la aplicacion de la maniobra

de entrada steering input para estos observadores, no lineales y lineal.
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Figura 5.2: a) Fuerza de perturbacion Fy, [N vs s]; b) Fuerza de perturbacion Fg,, [N vs s];

¢) Momento de perturbacién My, [Nm vs s].
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5.1.2.Maniobra escalon

Con el subtema anterior 5.1.1 se introduce una maniobra profesional y es momento en este
subtema 5.1.2 de introducir otra reconocida como entrada de maniobra escalon o se describe
en inglés como step-steering-input denominada por la norma ISO 7400/2011, mencionando
que esta entrada tiene particularidades muy importantes por iniciar en un tiempo de 0.6
segundos como se puede ver en 5.5a, con una amplitud de 40 grados y, con esta maniobra
de entrada, se observaran el comportamiento dinamico del vehiculo, asi como el coeficiente
de friccion cambiante visto en figura 5.5b, y las perturbaciones de viento de la fuerza
longitudinal en 5.6a, ademas de la fuerza lateral en 5.6b, asi como el momento de

perturbacién M, en figura 5.6c.

Por lo tanto la variable del automovil de comienzo de estudio es la aceleracion longitudinal,
la cual tiene un valor de inclinacion por tener las fuerzas longitudinales configuradas en
CarSim con una pendiente, ademas esto mismo se toma en cuenta también para la aceleracién
del observador no lineal de tres grados, asi como para el observador lineal, entendiéndose
que esta aceleracion longitudinal se introduce de la planta CarSim o automdvil al observador
que se esta disefiando.

Otra aceleracidn que se necesita en los observadores es la aceleracion lateral con un margen

de 3.8 m/s? para el observador de dos grados de libertad.

Enseguida se toma a la velocidad longitudinal para describir su valor, empezando con la
Figura 5.7a en el modelo de la planta no lineal de cinco grados, la cual es observada en forma
adecuada y para el observador lineal de dos grados que estima a esta velocidad longitudinal

correctamente.

Toda esta comprobacion de funcionamiento correcto de los observadores se refleja cuando
se abordan los errores. Analizando al error de la velocidad longitudinal en la Figura 5.7b, el
que resultado del observador lineal de dos grados de libertad tiene error igual al de los

observadores no lineales, que es cero.
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Teniendo en cuenta este concepto se sigue con otra variable denominada velocidad lateral
que tiene un valor cercano a —1.5m/s, y después de entrar un coeficiente de friccion
aumenta cercano a —1.8 m/s, estas caracteristicas se reflejan para el observador de dos

grados.

Ahora se analiza el caso de la velocidad angular de viraje, vista en la figura 5.8 con un valor

promedio de 0.12 rad, con un poco de menos amortiguacion.
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Figura 5.6: a) Fuerza de perturbacion F,, [N vs s]; b) Fuerza de perturbacion

F4y [N vs s]; ¢) Momento de perturbaci’on M, [Nm vs s].
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5.2. Controladores CarSim-Matlab-Simulink

5.2.1.Maniobra doble volanteo

En el control de plantas, en especial para el vehiculo, se tiene representado por este software
Carsim, considerando esta propuesta de controladores en Carsim-Matlab-Simulink se
extiende para cualquier universidad o centro de investigacion donde se necesita conocer
sefiales dindmicas del automavil, ya que precisamente existen software automotrices en la
actualidad que cuentan con sistemas de traficacion de algunas variables y el investigador,
ingeniero o estudiante técnico no sabe muchas veces como entenderlas y para esta
problemética y muchas méas se puede acceder a esta informacion para empezar a relacionar
variables y entenderlas en forma particular o general, de antemano la propuesta de estos
controladores son para los modelos descritos en este trabajo de investigacion con un maximo

nivel de complejidad de cinco grados de libertad en cuanto a los modelos matematicos.

Es importante sefialar que hoy en dia existe una gran necesidad en la parte automotriz de
capacitacion cientifica y por esto se realiza la investigacion de estos controladores, no
lineales y lineal, los cuales se utilizaran en futuro para trabajos de investigaciones mas

complejas.

Por lo tanto se inicia con aplicaciones de entrada al sistema del vehiculo ya conocidas al
mostrarse en disefios de observador lineal en CarSim-Matlab-Simulink. Continuando con los
controladores también existe la respuesta de la sefial que ofrece el controlador lineal a partir
de la sefial de entrada vista en la figura 5.9a, aplicada por el conductor al software CarSim,
donde el controlador lineal muestra una grafica como en la figura 5.9b, ademas se observa

la suma del control activo y del conductor en la figura 5.9c.

En este momento se analiza a la velocidad angular de viraje vista en la figura 5.10a, para el
controlador lineal, que presenta un cambio, porque la velocidad angular de viraje controlada
no sigue a la velocidad angular de referencia sobre todo en el tiempo de 2.5 segundos a 4
segundos, por ser un controlador lineal con dinamicas faltantes en comparacion con el
software CarSim, ofreciendo para esta dindmica en particular de la velocidad angular de

viraje un correcto desempefio.
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A la par se puede observar los errores de la velocidad angular de viraje, visto en la figura
5.10b, existe un valor de error con respecto a la velocidad angular, para el controlador lineal
de dos grados. Con estos errores se evalla el funcionamiento de los controladores, pero es
necesario establecer otras caracteristicas practicas al momento de realizar control, siendo el

caso de las dindmicas en las llantas del vehiculo.

En este momento se toma en cuenta el comportamiento de las fuerzas traseras del automovil
con respecto a los controladores, no lineales y lineal. Comenzando con la fuerza trasera del
controlador no lineal de cinco grados, teniendo un valor cercano a los 5000 N mientras que
la fuerza trasera de referencia es de 6000 N, con un seguimiento de la fuerza controlada a
la de referencia de forma adecuada, y con estos conceptos se puede observar al controlador
no lineal de tres grados, que ofrece una fuerza de control y de referencia igual a la de cinco
grados, por lo tanto en este instante se analizaron los dos controladores no lineales, siendo
ahora el momento de estudiar al controlador lineal respecto a su fuerza trasera controlada y

su fuerza trasera de referencia, teniendo un seguimiento correcto.

Ademas una vez entendidas las fuerzas traseras llega ahora el tiempo de analizar el momento
de alineacidn en z de las llantas para el controlador no lineal de cinco grados en Figura 5.11,

donde este momento en z tiene valores pico de 10000 N « m.

Para el controlador no lineal de tres grados en cuanto a su amplitud tiene un valor de 5500
N ¢ m, en la parte positiva y de -10000 N ¢ m, para la parte negativa. En forma diferente
esta la grafica del controlador lineal, con valores cercanos positivos a los 22000 N « m, y de
-33000N * m.

Todos estos momentos estan presentados para la parte de control activo no lineal y lineal,
quedando pendiente presentar a la otra entrada de control para el controlador no lineal de
cinco grados refiriéndose a la AF,, ¢, donde esta entrada de fuerza de control al sistema no
esta saturada, asi como para el controlador no lineal de tres grados con respecto a la fuerza
de control de entrada con una amplitud no saturada y menos dinamica que la fuerza de control
de los cinco grados de libertad. Con estas caracteristicas se termina el analisis de estas
dindmicas controladas estableciendo que estas variables tienen los valores de simulacion de

la Tabla 5.1 para los controladores no lineales y lineal, ademas de utilizar los parametros del
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sistema de referencia de la tabla 5.2 y con esta informacién se continua ahora con la entrada

escalon disefiada en Matlab-Simulink en el siguiente subtema 5.2.2, como se observa

enseguida al terminar las gréaficas de este subtema 5.2.1.
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Controlader dos grades

Figura5.11: M, [Nm vs s].

5.2.2.Maniobra escalon

Para concluir este trabajo de tesis de investigacion se realiza ahora la entrada escalon al
sistema CarSim, una entrada de 40 grados, donde esta maniobra de entrada del conductor es
modificada al sumarle la entrada del control activo, que corresponde o resulta a la maniobra

controlada de entrada, todo esto para el controlador de cinco grados no lineal.

Para la parte de maniobra de entrada se tiene el resultado de un controlador lineal de dos
grados con la misma entrada que se utiliz6 para los controladores no lineales y que se puede
observar en la figura 5.12a, con su entrada de control en figura 5.12b mostrandose no muy
linealizada a comparacion de la ofrecida por los controles activos de cinco y tres grados.
Concluyendo con la maniobra de entrada controlada en figura 5.12c de este control activo

lineal.
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Ahora se estudia a la velocidad angular de viraje, donde se puede ver en la figura 5.13a
representando al controlador lineal con una velocidad angular de viraje muy parecida a 0.07
rad/s con una conversion de grados a 4.01.

Y con esta dindmica angular de viraje, se define la comparacion para el controlador con
respecto a sus errores, como se ve en la figura 5.13b, que por algunos momentos tiene valores
muy cercanos a cero Yy en otros practicamente es cero, reflejandose este resultado también
para el controlador no lineal de tres grados y de la misma forma para el controlador lineal.

Se analiza ahora a la fuerza trasera de la llanta del vehiculo, como primer término se puede
mostrar al controlador no lineal de cinco grados con esta variable, teniendo la cantidad de
3500 N vy su fuerza de referencia de alrededor de 4500 N, con resultados muy similares para
el controlador no lineal de tres grados y para el controlador de dos grados referente a su
fuerza trasera controlada de inicio que estd en 3500 N , para terminar con un valor igual a la

fuerza de referencia de 2000 N.

Con estas deducciones se puede estudiar ahora el momento angular de z observado para el
controlador lineal en figura 5.14, que tiene una menor de 3500 N.

Concluyendo con esta dinamica en forma correcta, y para finalizar este estudio de los
controladores en Carsim-Matlab-Simulink, solamente se estudia a la fuerza lateral de control
AFy,f.

Faltando sefialar las tablas de valores de simulacion de estos controladores no lineales y lineal
que son definidos al final de estos resultados en la tabla 5.1 y para el sistema de referencia
en tabla 5.2. Por lo tanto como final se puede deducir que existiran en futuro investigaciones
de otros parametros del vehiculo, pero lo que se realiz6 hasta este momento es el principio
de una linea de investigacién de algoritmos de control para el automdvil y que el término de
este trabajo para estos controladores y observadores deja un precedente importante, siendo
la primera investigacion a nivel tesis de doctorado del Centro universitario de la Ciénega del

Modulo Ocotlan de la Universidad de Guadalajara.
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Tabla 5.1: Parametros para Carsim, controladores no lineales, lineal,

observadores de tres y dos grados.

Variables de Simulacion

v, =28m/s | By =69

m=1800kg | C,;=1.78

J, = 2552kgm? | Dy = 7240N

I, = 1.5416m | B, =10

I =13674m | C,, = 1.32

[ =2909m | D,, =7834N

u=09-04 | mg=1550kg

Jx = 600kgm? | pyer =09
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Tabla 5.2: Parametros del sistema de referencia

para controladores no lineal y lineal.

Variables de Referencia

Byfref = 62 Byrref == 70

Cyfrer = 121 Cyrrer = 1.38

Dyfres = 10,000N | Dyppor = 10,000N

5.2.3.Resultados de la plataforma.

A. Maniobra en una direccion.

En esta seccion el comportamiento del modelo matemético del automavil se simula bajo una
maniobra en una direccién 1ISO 7401, de manera repentina, con un angulo §,, enseguida se
observa la delta del controlador 6, y por ultimo la delta del conductor suméndose a la delta

del controlador, dando como resultado la delta §, como se muestra en la Figura 5.15.

o0z

Angulo de Manicbra
Controlador dos grados
Sefal para planta

a) o

Figura 5.15: a) Sefial §, [rad/s]; b) Sefial 6. [rad/s]; c) Sefial & [rad/s].

Para la figura 5.16, se muestra la velocidad lateral del sistema de referencia (v, ,.f) Yy la

salida de la velocidad lateral del sistema real (v,).
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0.1

vy controlada |
I i vy referencia

Figura 5.16: Velocidad lateral v, (solida)

Y vy rer (interlinea) [m/s vs s].

Considerando la figura 5.17, se muestra la velocidad angular de viraje del sistema de
referencia (w,.r) y la salida de la velocidad angular de viraje del sistema real (w,), la cual

tiene un seguimiento adecuado a la velocidad de viraje de referencia en un trayecto de 0s a
los 6s.

0.3

: | —— wz controlada
025 -“““.“_
: wz referencia

0.2 b

045k J ......... .......... ............

0.1

-0.05

R
Figura 5.17: Velocidad angular de viraje w, (solida)

Y Wy rer (interlinea) [rad/s vs s].
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B. Aplicacion de la plataforma de Hardware propia a una direccion asistida.

La direccion asistida que se utiliza para las pruebas del controlador activo de este trabajo de
investigacion, es una direccion electronica de un Volkswagen (Bora), la cual se muestra a

continuacion (ver figura 5.18):

Motor para direccion
asistida electromecanica V187

Figura 5.18: Direccion Asistida Electronica.

La plataforma para velocidades longitudinal, lateral y de viraje para manipular la direccién
asistida; La aplicacion se realiza en una estacién de pruebas del Instituto Tecnoldgico de Cd.
Guzman, en el estado de Jalisco en México, simulando un automavil Bora VVolkswagen. Esto

se puede observar en la figura 5.19

U R
: 54

Figura 5.19: Estacion de simulacion del Automovil.
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Las pruebas finales se establecen con la obtencion de las dinamicas del vehiculo por medio
de la plataforma de la figura 5.19, donde se disefia el algoritmo del controlador &, para la
direccion asistida automotriz. Por ultimo se muestran los resultados de las velocidades lateral
y angular de viraje de la plataforma disefiada en hardware (ver figura 5.20 y 5.21), la cual
ofrece el control lineal de la velocidad de viraje y velocidad lateral para conectarse a la
direccidon asistida, donde ayudara al conductor a no tener un subviraje al momento de ir

conduciendo.

Figura 5.21: Velocidad angular de viraje w, [rad/s vs s].
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5.2.4.Discusion.

Este trabajo se realiza con la finalidad de proponer un controlador para el automaévil con
velocidad lateral, partiendo del modelo matematico de la bicicleta. ElI objetivo del
controlador sera buscar el control para todo tipo de manejo por parte del conductor,
imponiendo un &ngulo en las llantas con el afan de no caer en sub viraje o en sobre viraje, ya
que son los errores comunes a la hora de conducir un vehiculo. El disefio de los algoritmos
que contienen las ganancias k;, k,, las cuales se proponen para la ley de control por
retroalimentacion de estados, se utilizan para ampliar o disminuir a la M, y al control activo
&, ademas de cambiar estos Ultimos parametros para establecer valores diferentes tanto para
la velocidad lateral y velocidad angular de viraje aplicadas a las ruedas del automévil. Esta
investigacion también genera una plataforma de hardware la cual puede utilizarse para
entender de forma facil las dinamicas controladas, el sistema de dinamicas de referencia y el
control por retroalimentacion de estados aplicado al vehiculo, todo esto como una idea
original, sin embargo se deja como discusion el analisis de las gréaficas para que se observen
las tres plataformas que se utilizaron, empezando con Matlab-Simulink para el sistema de
referencia (vy, ,cr, w,rer), CarSim (v, w,) y las velocidades lateral y viraje en la figura 20
y 21 respectivamente, pertenecientes a la plataforma de disefio propio, como una propuesta
para esta tesis. Por Gltimo en trabajo a futuro se debe comparar los resultados obtenidos de
simulacion de esta investigacion y plataforma de hardware propia con otros como por
ejemplo con la plataforma Hil de National Instruments
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Capitulo 6

6. Conclusiones.

Se obtiene con este trabajo de investigacion, las bases fundamentales para el disefio de un
controlador lineal de dos grados de libertad, con tentativa a aplicar un observador de esta
misma indole, o mismas caracteristicas, mediante los modelos matematicos previstos por el
Doctor Sergio Sandoval Pérez, logrando asi la posibilidad de introducir herramientas de
apoyo, para el estudio del funcionamiento de las direcciones asistidas, ya sea de manera local

o nacional, en México.

Haciendo uso de informacion obtenida de trabajos realizados por investigadores distinguidos,
ademéas del apoyo de software especializados en el dmbito automotriz, se otorga la
experiencia de aplicar parametros a la direccion del automovil de manera real para, asi poder
generar y/o visualizar el comportamiento de dicho sistema; lo que ayudara a tener una vista

mas clara del trabajo que desempefian las direcciones asistidas.
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